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Przyktady trzech rodzajéw transformacji.
Kodeks Madrycki II, folio 107 r.
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Rys. 1. Transformacja pierwszego rodzaju
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Rys. 2. Transformacja drugiego rodzaju
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Rys. 3. Transformacja trzeciego rodzaju

Leonardo da Vinci i topologia
Grzegorz LUKASZEWICZ*

O Leonardzie napisano bardzo duzo. Istnieja rozliczne obszerne monografie
dotyczace jego osiagnie¢ w roznych dziedzinach, na przyklad w botanice
[Emboden] czy anatomii [Clayton, Philo], nie wspominajac juz o malarstwie.
Nie ma natomiast stosownego opracowania wkladu Leonarda do matematyki.
Popularna wiedza na ten temat ogranicza si¢ przewaznie do jego pieknych
ilustracji w dziele Divina proportione Paciolego (1509). A przeciez badania
Leonarda w dziedzinie matematyki sa zdumiewajace, mimo ze, jako
nieopublikowane, nie odegraly swojej roli w rozwoju matematyki.

Leonardo patrzyl na swiat holistycznie, doszukujac sie wszedzie wzajemnych
powigzan, wszystko bylo dla niego procesem zmian i transformacji,

w anatomii, botanice, geologii czy hydrodynamice. Swiat byt dla niego
procesem dynamicznym, sterowanym sitami, ktére nalezy poznaé.

Bardzo zaawansowane badania hydrodynamiczne Leonarda [zob. Capra, 2013],
zmierzajace do opisu ruchu wody, stanowily motywacje do pomystu opisu
jakosciowego jej dynamiki. Pamietajmy, ze w tamtej epoce, a takze jeszcze

w XVII wieku, rozwazania matematyczne byly prowadzone gltownie w jezyku
geometrii [zob. Trysekcja kgta w ,Geometrii” Kartezjusza AL], a wlasciwy
dla fizyki aparat matematyczny pozwalajacy ujaé¢ te procesy iloéciowo, czyli
réwnania rézniczkowe, pojawil sie dopiero w XVII wieku, w kontekscie
mechaniki i geometrii.

Jezykiem dla opisu jakosciowego proceséw dynamicznych jest topologia,
badajaca miedzy innymi ciagle w obie strony i wzajemnie jednoznaczne
transformacje, a takze dynamika topologiczna, natomiast w obrebie
hydrodynamiki — hydrodynamika topologiczna. Same te pojecia nie istniaty
oczywiscie w XV wieku, ale badania Leonarda miaty juz pewne cechy

o charakterze topologicznym, czyniac go prekursorem w dziedzinie, ktérej
pierwsze zalazki przypisuje sie czasom i badaczom znacznie péZniejszym —
Leibnizowi (1646-1716) i Eulerowi (1707-1783).

Na przyklad, chcac badaé ruch wody, Leonardo rozwazal transformacje (dzis
powiedzielibySmy homeomorfizmy) zachowujace objetosé. W tym artykule
opiszemy kilka jego prostych pomystéw, od ktérych zaczynal swoje badania.
Podamy takze przyktady studiéw Leonarda nawigzujace do dzisiejszej topologii
kombinatorycznej oraz teorii wezlow.

Transformacje ciagle. Pokazemy trzy rodzaje takich transformac;ji,
rozwazane przez Leonarda.

Na rysunku 1 widzimy figure zaznaczona ciagla linig oraz figure powstala
przez jej przesuniecie w lewo. Poniewaz zaznaczona czed¢ B jest wspolna
czescia obu figur, pola figur A i C sa réwne. W ten prosty sposéb

Leonardo zbudowal przeksztalcenie homeomorficzne miedzy figurami A

i C, zachowujace pole. Jedli patrzeé na przeksztalcenie A na C jako na
odzwierciedlenie ruchu wody, to zachowanie pola odpowiada jej niecisliwosci.

Na rysunku 2 widzimy tréjkat réwnoramienny oraz figure krzywoliniowa
powstala z wyciecia z naszego trojkata obszaru b i doklejenia go wzdtuz
drugiego boku, tak aby powstal obszar c. Otrzymalismy transformacje
tréjkata na figure krzywoliniowa, bedaca jego deformacja z zachowaniem pola.

Na rysunku 3 widzimy dwie réwnowazne topologicznie figury o tym

samym polu. Tym razem za konstrukcja stoi pomyst nawigzujacy do

tzw. metody niepodzielnych, ktérg stosowal juz Archimedes w celu obliczania
pola figur, a ktora pdzniej, w XVII wieku, zostata ujeta w twierdzeniu
Bonaventury Cavalieriego (1635). Niepodzielnymi sa tu linie (nieskoficzenie
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Rys. 4a. Réwnanie geometryczne

Rys. 4b. Rozwigzanie rownania
geometrycznego

Rys. 5. Rozwiazywanie réwnania
geometrycznego
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Rys. 6. Transformacja dwunasto$cianu
foremnego na sze$cian. Kodeks Forster I,

folio 7 r.

cienkie ,,podobszary” danej figury), na ktére dana figure dzielimy,

a pdézniej ustawiamy w innej konfiguracji, tworzac w ten sposob inna figure
o tym samym polu (co wynika z twierdzenia Cavalieriego w przypadku
dwuwymiarowym [Edwards]). W podanym przykladzie Leonardo rozwaza
ciagte transformacje zespotu takich niepodzielnych.

W manuskryptach Leonarda jest wiele innych przykladéw myslenia
topologicznego. Jednym z nich jest tworzenie map danego terenu, gdzie pewna
jego czed¢, na przyklad plan miasta, jest mapowana dokltadnie, z zachowaniem
katow i proporcji, a druga, przedstawiajaca okolice miasta, jest mapowana
tylko z doktadnosciag do zachowania struktury topologicznej terenu.

W badaniach dotyczacych relacji miedzy mikrokosmosem a makrokosmosem —
na przyktad podobienstwa miedzy uktadem krwionoénym w reku czltowieka

a rzeka z jej doptywami czy z pniem drzewa z jego rozgalezieniami —
Leonardowi chodzi przede wszystkim o poroéwnanie struktury topologicznej.
Drzisiaj takie badania naleza do teorii grafow.

Roéwnania geometryczne. Leonardo zamierzal napisaé caty traktat o czyms,
co mozna nazwaé réwnaniami geometrycznymi. W, Kodeksie Atlantyckim”
zebral duza kolekcje transformacji figur, ktora zatytutowal De ludo geometrico,
czyli O grze geometrycznej. Jego pomysty w tym zakresie zostalty dzis
wykorzystane w rozmaitych ksiazeczkach do rysowania stuzacych terapiom
antystresowym, patrz np. [Margara]. Aby zrozumieé, o co w tym chodzi,
spojrzmy na figury na rysunkach 4a i 4b. Rysunek 4a przedstawia réwnanie
geometryczne, a rysunek 4b jego rozwigzanie. Na rysunku 4a duze potkole

ma promien R, a w nim jest osiem zaciemnionych segmentéw powstatych

z wpisania w to péikole czterech pélkoli o promieniach g.

Pola zaciemnione na obu rysunkach sa rowne, a patrzac na rysunek 4b, tatwo
je obliczy¢. Konkretne liczby nie sa tu zreszta wazne. Rzecz w tym, aby
pokazaé rownos¢ tych pél, tworzac ciag transformacji, homeomorficznych

i zachowujacych pole, kolejnych segmentéw figury zaciemnionej na

rysunku 4a, ktére to transformacje prowadza do otrzymania w koncu figury
na rysunku 4b. Taki ciag transformacji mozemy nazwaé rozwigzaniem
rownania geometrycznego, przy czym rozwigzan moze byé¢ oczywidcie wiele.
Na rysunku 5 przedstawiono kolejne kroki rozwiazania rozwazanego rownania
geometrycznego.

Transformacje figur tréjwymiarowych. Leonardo wniést takze

swoj wkitad w badanie relacji miedzy brylami platoniskimi. Rysunek 6
przedstawia kolejne kroki transformacji dwunastoscianu foremnego na szescian,
z zachowaniem objetosci. Widzimy rozklad dwunastodcianu na dwanascie
réwnych ostrostupéw o podstawach bedacych pieciokatami foremnymi,
nastepnie rozklad kazdego takiego ostrostupa na pigeé¢ mniejszych ostrostupow
o podstawach tréojkatnych. Dostajemy w sumie sze$édziesiat takich bryt.
Kazda z nich przeksztalcamy na ostrostup o tej samej wysokosci, ale

o podstawie prostokatnej, ktorej pole jest réwne polu tréjkata stanowiacego
podstawe przeksztalcanego ostrostupa. W ten sposéb dostajemy szesédziesiat
ostrostupow, ktorych suma objetosci jest rowna objetosci wyjsciowego
dwunastoscianu. Konicowy krok to upakowanie ich w szescian.

Wezly. Badanie i uzycie rozmaitych rodzajow wezléw dla celow
dekoratywnych czy symbolicznych ma bardzo dluga tradycje w wielu
kulturach [Przytycki]. W czasach Leonarda dekoracje z wykorzystaniem
weztéw byly popularne. Sam Leonardo réwniez studiowal wezly dla celow
dekoratywnych, ale takze zainteresowal sie nimi glebiej [zob. Hoy, Capra, 2008,
Cocciardi]. Wszystko zreszta, czym sie zajmowal, chcial poznaé bardzo
doktadnie i w réznych kontekstach — co wynikato z jego holistycznego
myslenia. Warto zajrze¢ do Internetu, aby zobaczy¢ liczne przyktady bardzo
zlozonych weztéw, ktére skomponowal i badat Leonardo da Vinci.
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Przygotowal Dominik BUREK

M 1705. Punkt P lezy wewnatrz réwnolegloboku ABCD, przy czym
XABP =2xADP oraz <DCP =2xDAP.

Udowodnij, ze AB = PB = PC.
Rozwiazanie na str.

M 1706. Niech z, a, b, ¢ i d beda takimi liczbami catkowitymi, ze
(z—a)(z—-b)(z—c)(x—d)—4=0,

oraz a, b, ¢, d sa parami rézne. Udowodnij, ze © = i(a +b+c+d).

Rozwigzanie na str.

M 1707. Niech n i r beda nieujemnymi liczbami catkowitymi, takimi ze
zadna z liczb
n+r—k(k+1), dlak=12,...
nie jest liczba dodatnia zlozona lub réwna —1. Udowodnij, ze liczba
4n? 4 47 + 1 jest pierwsza lub réwna 1 lub 9.
Rozwiazanie na str.

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 1045. Podczas projekcji zamieniono kierunek przewijania tasmy filmowej,
i widzowie ogladali film od konca. Jak zmienily si¢ predkosci i przyspieszenia
w scenach obserwowanych przez widzow?

Rozwiazanie na str. [I0]

F 1046. W catkowicie wypelnionej, walcowej puszce o masie M i wysokosci
H miesci sie napdj o masie m. Puszka stoi pionowo. Gdy jest pelna i gdy
jest pusta érodek masy puszki z napojem znajduje si¢ na wysokosci H/2. Dla
posredniego stopnia wypelnienia §rodek masy jest ponizej H/2. Przy jakiej
wysokoéci h napoju (mierzac od dna) $rodek masy znajduje si¢ najnizej?
Rozwiazanie na str. [J]
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