Wskazéwki do zadan z artykulu Liczby pseudopierwsze
Mikolaj Rotkiewicz

1. (IMO 2005) Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne, ktére sa wzglednie
pierwsze z kazdym z wyrazéw ciagu 2" + 3" +6" — 1, n > 1.

Z 1+ %+ ¢ =11iMTF dostajemy p[2°~2 + 3772 4 672 — 1 dla p # 2,3.
OdpowiedZ: tylko n =1, gdyz 2| a1, 3 | a2 i p | ap—2.

2. Znalezé wszystkie rozwigzania kongruencji 2 = 1 (mod 680).

680 =23-5-17|2? =1 < 23,517 | 2% — 1. Zatem z = +1 (mod 5),

x = =1 (mod 17) oraz x = £1,4+3 (mod 8). Na mocy twierdzenia
chiniskiego o resztach, uklad kongruencji x = z; (mod 8), z = 22 (mod 5),
x = x3 (mod 17) jest spelniony przez doktadnie jedna liczbe 0 < a < 680.
Pierwsze dwie kongruencje x = £1 (mod 5), z = +1 (mod 17) daja

x = +1,£16 (mod 85). OdpowiedZ: wszystkie 4 - 2 - 2 rozwiazain mozna
zapisaé¢ w postaci ¢ = a + b - 85, gdzie a € {£1,+16}, b=0,+2,4.

3. Wykazaé, ze (a) 91 jest 3-pseudopierwsza, (b) 45 jest liczba pseudopierwsza
przy podstawach 17 1 19, (¢) 2- 73 - 1103 jest liczba pseudopierwsza (Jest to
najmniejsza liczba pseudopierwsza parzysta.)

(a) 91=7-13,35=1 (mod 7) (MTF) i réwniez 3 =1 (mod 13), gdyz
= —1 (mod 13). Zatem 3°* =1 (mod 7,13), skad 7-13 | 3% — 1, gdyz
6190.

(b) 17 =9 —1, 172 =5 —1 oraz 4 | 44.

(c) Nalezy wykazaé, ze 73,1103 | 2"~ 1 — 1, gdzie
n—1=2-73-1103 - 1=32-29-617. Mamy 2% = —9 (mod 73), skad
29=-9-22=1 (mod 73). Z kolei, 1102 =2-29-119i 2% = 1
(mod 1103).

4. Wykazac, ze jesli n jest liczba pseudopierwszg nieparzysta, to 2 — 1 jest
liczba silnie pseudopierwsza. Wywnioskowaé stad, ze liczb pseudopierwszych
(i silnie pseudpierwszych) jest nieskoriczenie wiele.

Dowdd. N = 2" — 1 jest ztozona, bo 2¢ — 1 | N dla kazdego d | n. Mamy
44N —1,azn| =L wynika, ze N =27 — 1 | 20V"D/2 — 1 wiec N jest
silnie pseudopierwsza. ]

5. Udowodnié¢, ze jesli liczby 6k + 1, 12k 4+ 1 i 18k + 1 sa pierwsze, to ich
iloczyn jest liczba Carmichaela. Wywnioskowaé stad, ze 307 - 613 - 919 jest
liczba Carmichaela.

Dowdd. Niech NWD(a,n) = 1, gdzie n = (6k + 1)(12k + 1)(18k + 1). Z
MTF, liczba a'® — 1 jest podzielne przez kazda z liczb pierwszych 6k + 1,
12k + 11 18k + 1. Ponadto 18k | n — 1, skad n | a" ! — 1. O

6. Wykazad, ze (a) 25 jest silnie 7-pseudopierwsza, (b) 829 - 1657 jest silnie
pseudopierwsza przy podstawach 2 i 3.

(a) 7 = —1 (mod 25), skad 7 = —1 (mod 25).

(b) N—1=829-1657 —1=22.3%.7.23.79, 828 = 22.32 .23 i
1656 = 2 - 828. Mamy 24 =1 (mod 829) i 2414 = —1 (mod 1657),
skad szybko 2N =1/2 = _1 (mod N). Podobnie mozna wyliczyé, ze
3(N=1/4 =1 (mod N).

7. Niech p = —1 (mod 6) bedzie liczba pierwsza, a = p(p — 1), b = 3p.
Uzasadnij, ze ciag arytmetyczny (ak + b) nie zawiera ani jednej liczby
pseudopierwsze;j.



Dowdd. Niewprost, niech n bedzie pseudopiersza, n = ak + b. Wtedy
p|n|2" —2. 7 drugiej strony, 20510 = 2P(p=1k+3p = 93 £ 9 (mod p), skad
sprzecznosé O]

. Uzasadnié, ze jesli S jest nieskonczonym podzbiorem liczb naturalnych
takim, ze dla dowolnych liczb wzglednie pierwszych a,b w ciagu (ak + b)x>1
jest co najmniej jedna liczba ze zbioru S, to w kazdym takim ciagu jest
nieskonczenie wiele liczb z S. Wskazéwka: zastosowaé zalozenie do ciagow
(a™k + 1), gdzie m jest liczba naturalna.

. Znalez¢ wszystkie liczby Carmichaela n takie, ze kazdy dzielnik pierwszy
liczby n jest jedna z liczb 7, 11, 13, 31, 41, 61.

Niech S C {7,11,13,31,41,61}, n = [[ cgp, d = NWW{p—1:p € S}.

(i) Liczba Carmichaela jest iloczynem co najmniej trzech réznych liczb
pierwszych. (ii) Z kryterium Korselta, n = 1 (mod d), gdzie d = 60 lub

120 = 23 - 3 - 5. Dla weryfikacji tej kongruencji warto obliczyé¢ p mod 3,41 5
i podanych liczb pierwszych p. OdpowiedZz: n =7-11-13-41, 11-13-31-61
lub 11 -31-41-61.



