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829. Nalezy udowodnié¢, ze XxDCP =

Zadania z matematyki nr 837, 838
Redaguje Marcin E. KUCZMA

837. Wewnatrz wypuklego n-kata A;As ... A, lezy taki punkt P, ze kazdy
z tréjkatéw PA;A; jest réwnoramienny (1 < i < j < n). Czy stad wynika, ze
wielokat ma okrag opisany, ktérego érodkiem jest punkt P?
838. Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele tréjek liczb catkowitych x,y, 2
wiekszych od 1, spelniajacych réwnanie
ot + y4 =22+ 1
Zadanie 838 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.
Rozwigzania zadan z numeru 11/2022
Przypominamy tres¢ zadan:

829. Tréjkat ABC, w ktérym ¥ A < £B < 90° < ¥, jest wpisany w okrag o $rodku O;
odcinek CD jest wysoko$cig. Punkt E jest symetryczny do B wzgledem D; punkt M jest srodkiem
boku AC. Okrag przechodzacy przez O, D, M przecina prosta AC w punktach M i P. Udowodnié, ze
trojkaty DC'P i DEP maja réwne promienie okregéw opisanych.
830. Znalezé wszystkie tréjki dodatnich liczb catkowitych z, vy, z, spelniajace réwnanie
T

arcctgx + arcctgy 4+ arcctgz = Z .

< DEP; teza zadania i F'D sa prostopadte; stad (i z usytuowania punktéw M, N,

jest réwnowaznym (troche wymyslnym) przeformutowaniem N, M’ wzgledem prostych AD, FD) wynika, ze DM 1 DN’,

tej réwnosci. DN 1L DM’'.

Niech prosta C'D przecina okrag ABC ponownie Jednoczesnie ON L. DN’ (bo ON L. FN, a FNDN'
w punkcie F'; niech N bedzie srodkiem odcinka BF', a @) — jest rombem), i podobnie OM L DM’. W polaczeniu
punktem przeciecia BF' z prosta PD. Podane zalozenia z wezedniejszymi relacjami prostopadlodci znaczy

o katach tréjkata ABC uzasadniaja uklad rozwazanych to, ze DM||ON, DN||OM; czworokat DMON jest
punktéw w konfiguracji, jak na rysunku. réwnolegtobokiem.

C

Okrag przechodzacy przez punkty O, D, M, P (o ktérym
mowa w tresci zadania) ma $rednice OP, bo kat OM P jest
prosty. W takim razie rowniez kat ODP jest prosty. Tak
wigc czworokat DON(Q ma katy proste przy wierzchotkach
D, N, czyli ma okrag opisany o érednicy OQ. Te dwa okregi
sa opisane (odpowiednio) na tréjkatach DMO i OND, ktére
sg przystajace, skoro DMON to réwnolegltobok. Maja zatem
réwne $rednice: OP = OQ. [Czytelnicy znajacy twierdzenie
o motylku (the Butterfly Theorem) widza zapewne, ze
ostatnia réwnosé takze z niego wynika.]

W réwnoramiennym tréjkacie POQ odcinek OD jest

Réwnoramienne tréjkaty DM A i DNF' sa podobne, wysokodcia, wiec i Srodkowa: DP = DQ. Ponadto DE = DB
bo ich katy ostre MAD i NFD sg katami wpisanymi (z zalozenia) oraz X EDP = «BDQ (katy wierzchotkowe),

w okrag ABC, opartymi na tuku BC. Uzupelniamy te i w konsekwencji trojkaty EDP i BDQ sa przystajace. Stad
trojkaty do rombéw AMDM' i FNDN'; widzimy cztery XDEP = xDBQ. Pozostaje zauwazy¢, ze katy DBQ i DCP
tréjkaty podobne; potaczymy je w pary: ADMA ~ ADN'F, to katy wpisane oparte na tuku AF. Dostajemy réwnoéé
ADNF ~ ADM'A. W obu tych parach podstawy AD xDCP = xDEP, ktora chcieliSmy udowodnié.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
722 (WT =1,63) i 723 (WT = 3,77)
z numeru 9/2021

Konrad Kapcia Poznan 1-42,51
Tomasz Rudny Poznan 41,38
Stawomir Bué Mystkéw 36,88
Mateusz Kapusta  Wroclaw 35,59
Jacek Konieczny Poznan 31,90
Ryszard Wozniak  Krakéw 31,46

Ryszard Baniewicz Wloctawek 30,74
Tomasz Wietecha  Tarnéw 15 — 28,11
Aleksander Surma Myszkéw 4 — 27,75
Marian Lupiezowiec Gliwice 2 — 25,85

830. Przyjmijmy, ze liczby z,y, z spelniaja podane warunki oraz (bez straty ogélnosci)
xr >y 2 z. Liczby a = arcctgzx, f = arcctgy, 7 = arcctg z sg dodatnie, ich suma
wynosi 7/4, wiec « < 8 < v < 7/4; stad z = ctgy > 1. Ponadto v > («+ 8+ 7v)/3,
zatem z < ctg(m/12) = 2 + /3 < 4. Tak wigc z = 2 lub z = 3.

Réwnanie o + 8 + v = /4 przeksztalcamy réwnowaznie do postaci:
ctg(a + 5) = ctg(g - 'y);

ctgactgf—1 —ctgg ctgy—1
ctga+ctg  ctgZ —ctgy
zy—1 z+1
z+y z—1"

Gdy z = 2, dostajemy réwnanie zy — 1 =3(x +y), czyli (x —3)(y —3) =10,

z rozwigzaniami x =13,y =4 oraz ¢ =8, y =5. Gdy z = 3, mamy réwnanie
zy—1=2(x+y), czyli (z —2)(y—2) =05, zrozwigzaniem z =7,y =3 (wszystko
przy zalozeniu z > y > z). Rozumowanie si¢ odwraca, wigc znalezione tréjki (z, vy, 2)
spetniaja rownanie wyjsciowe.

Odpowiedz: (x,y,z) = (13,4,2), (8,5,2), (7,3,3) oraz permutacje tych trojek.
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