Tréjkat Sierpinskiego w tréjkacie Pascala

tukasz RAJKOWSKI
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Autor dzigkuje Michatowi Miskiewiczowi
za podsunigcie przedstawionego

w artykule pieknego dowodu i tym samym
powstrzymanie przed prezentacja
zaczerpnigtego skadingd dowodu
wykorzystujacego twierdzenie Lucasa.
Czytelnikom znajacym twierdzenie
Lucasa polecam samemu wymys$lié¢

6w dowdd.

W artykule Karola Gryszki ujawniona zostata obecnoéc¢ statej Eulera w trojkacie
Pascala. Okazuje sig, ze 6w tréjkat ma jeszcze jednego szlachetnego mieszkanca.
Przyjrzyjmy sie parzystosci wystepujacych w nim liczb. Oznaczmy liczby
nieparzyste czarnym koétkiem, a parzyste — rézowym. Przedstawienie w ten
spos6b pierwszych 32 wierszy (rysunek na marginesie) powinno wywolaé

u odbiorcy pelen zachwyt (tak jak u autora niniejszego tekstu). Otéz oczom
naszym ukazuje sie ksztalt jednoznacznie kojarzacy sie z trdjkgtem Sierpiriskiego.
W dalszej czesci tego krétkiego tekstu uzasadnimy, skad on sie tam wzial.

Przypomnijmy, ze kazda liczba w tréjkacie Pascala jest réwna sumie dwéch
liczb znajdujacych sie nad nia. No, moze nie kazda — wszak liczby na brzegu
trojkata nie moga pochwali¢ sie dwoma liczbami stojacymi ponad nimi. Aby
nie przejmowac sie ta drobng subtelnoscia, otoczmy tréjkat Pascala zerami.
Przeniesmy teraz opisana rekurencyjna zaleznos¢ na kolory kétek, o ktérych
mowa w poprzednim akapicie. Otrzymamy woéwczas nastepujace reguty
kolorowania:

(i) pod dwoma kétkami réznych koloréw jest kotko czarne
(bo suma liczb réznej parzystosci jest nieparzysta),
(ii) pod dwoma kétkami tego samego koloru jest kdtko rézowe

(bo suma liczb tej samej parzystosci jest parzysta).

Podobnie jak poprzednio, aby nie martwié¢ si¢ sytuacja na brzegu tréjkata,
oblézmy go ze wszystkich stron ,wirtualnymi” rézowymi kétkami (na marginesie
pozbawionymi wnetrza). Postugujac sie zasadami (i) i (ii), mozemy teraz
pokolorowaé tréjkat Pascala, wiersz po wierszu. Zaczynamy od czarnego kétka,
wcisnietego pomiedzy dwa ,wirtualne” rézowe. Ze wzgledu na (i) mozemy

w drugim wierszu pokolorowaé¢ dwa kétka na czarno. Idzmy dalej — skoro

w drugim wierszu sa dwa czarne kétka, to zgodnie z (ii) pod nimi znajduje

sie rézowe kotko. Natomiast na mocy (i) kranicowe kétka w trzecim wierszu
mozemy pomalowaé na czarno. Tak samo uzasadnimy, ze czwarty wiersz sklada
sie z czterech czarnych kotek. Moglibysmy te procedure kontynuowaé, wiersz po
wierszu, ale sprobujmy by¢ bardziej efektywni.

Podkre$lmy raz jeszcze, ze po wypelnieniu pierwszych czterech wierszy

w ostatnim z nich znajduja sie 4 czarne kétka. Korzystajac z reguly (ii),
wnioskujemy, ze ,,na sSrodku” piatego wiersza znajduja sie 3 rézowe kdtka.
Ponownie powolujac si¢ na te sama regute, dostajemy, ze na srodku szdstego
wiersza musza by¢ 2 rézowe kétka, a na srodku sibdmego wiersza — jedno. Mozna
pomysleé, ze czwarty ,,czarny” wiersz rzuca pod siebie tréjkatny ,,rézowy cien”
(autor przyznaje, ze w tym kontekécie dobdr koloréw nie jest najtrafniejszy).

Jesli popatrzymy teraz na wiersze od piatego do é6smego, to zobaczymy, ze
pozostaly nam do pomalowania dwa tréjkaty (patrz rysunek na marginesie).
Skoncentrujmy uwage na jednym z nich. Zgodnie z regula (i) na jego szczycie
znajduje sie czarne kotko. Ponadto tréjkat ten jest ,,oblozony” rézowymi
kétkami — sytuacja jest zatem dokladnie taka sama, jak na poczatku procedury
wypekhiania. Co prawda tym razem polowa tej rozowej otoczki jest ,,prawdziwa”,
a nie wirtualna, jednak nie ma to wplywu na przebieg kolorowania. W tej
sytuacji kazdy z pozostalych tréjkatéw musimy pokolorowaé tak jak trojkat

z pierwszych czterech wierszy. Uzasadnia to rowniez fakt, ze 6smy wiersz sklada
sie z samych czarnych koétek.

Podejrzewam, ze czes¢ z Czytelnikéw wie juz, co tu sie $wieci. Dokladnie w ten
sam sposéb uzasadniamy, ze je$li pomalowanych jest juz pierwszych 2™ wierszy,
dla pewnej liczby naturalnej n, oraz w ostatnim z tych wierszy znajduja sie
same czarne koétka, to te czarne kétka rzucajg ,,rézowy cien” na kolejnych

2" — 1 wierszy. W wierszach od 2" + 1 do 2"*! pozostaja do wypelnienia dwa
trojkaty, ktére na czubku majg czarne kétko umieszczone pomiedzy dwoma
rozowymi. Zadaje to warunki brzegowe rekurencji tozsame z tymi, ktére byly na
samym poczatku zabawy, zatem tréjkaty te wygladaja dokladnie tak samo jak
pierwszych 2" wierszy (a w wierszu 2"*! znajduja sie same czarne kétka). Ten
,blokowy” sposob kolorowania uzasadnia demaskatorski tytul niniejszego tekstu.
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