Statystyka Ligi K44M

Statystyka prezentowana w rozbiciu na sezony ligowe. W kolejnych kolumnach:

— (w nawiasie) liczba zadan z matematyki w sezonie;

— liczba nowych uczestnikow ligi;

— (gruba czcionka) liczba nowych cztonkéw Klubu 44 M;

— liczba przekroczen bariery .44 punkty” (rézni sie od poprzedniej tym, ze
liczone sa przekroczenia powtérne i wszystkie dalsze);

1981/82 (24) 75 0 0
1982/83 (33) 96 9 11
1983/84 (30) 99 17 26
1984/85 (25) 54 11 18
1985/86  (20) 55 7 14
1986/87 (20) 51 6 16
1987/88 (20) 21 6 10
1988/89 (20) 31 3 8
1989/90 (20) 11 4 8
1990/91 (10) 13 3 3
1991/92 (20) 12 3 5
1992/93 (20) 13 3 9
1993/94 (20) 21 4 8
1994/95 (20) 14 1 4
1995/96 (22) 15 3 7
1996/97 (20) 13 4 9
1997/98 (20) 6 1 3
1998/99 (20) 9 4 7
1999/00 (20) 8 4 8
2000/01 (20) 11 2 10
2001/02 (200 5 2 7
2002/03 (200 9 O 6
2003/04 (20) 15 2 6
2004/05 (20) 7 2 8
2005/06 (20) 15 1 5
2006/07 (20) 12 4 12
2007/08 (200 5 4 9
2008/09 (200 5 1 9
2009/10 (20) 11 2 9
2010/11 (20) 11 1 6
2011/12 (200 5 1 6
2012/13 (20) 7 4 10
2013/14 (200 6 5 9
2014/15 (200 5 2 8
2015/16 (200 7 0 8
2016/17 (200 9 1 8
2017/18 (200 8 1 7
2018/19 (200 9 1 9
2019/20 (200 9 4 10
2020/01 (20) 7 2 11



Rozwigzania Uczestnikéw
Piotr Kumor

806. Nieskoriczony ciag liczb naturalnych (a,) jest okreslony wzorami a; = 2;
apy1 = 2% +2dlan > 1. Niech f(z) = 2% — 2.

Udowodnié, ze dla kazdego n > 1 liczba f(a,+1) dzieli sie przez f(ay,).
Rozwigzanie

Prawda jest nawet nieco wiecej, mianowicie dla wszystkich n > 1 liczba a,,; dzieli
sie przez liczbe a,, oraz liczba a,1 — 1 dzieli sie przez liczbe a,, — 1 (oczywiscie
teza zadania wynika stad natychmiast).

Prawdziwy jest tez jeszcze nieco ogélniejszy fakt, ktéry wraz z dowodem widnieje
na zdjeciu Fot 1 ponizej:

18*, We shall prove that if n is even and such that »|2"+42 and
n—1]2"+1 (which is true, for instance, for n = 2), then for the number
n, = 2"4+2 we also have n|2m+2 and n,—1|2m+1. In fact, if #/2"+2 and
n is even, then 2"+2 = nk, where k is od@, hence

221271 = 222
and for n; = 2"+2 we have
n—1 = 2"4-12m+1.

Next, we have n—1|2"+1, which implies 2"+1 = (n—1)m, where m is odd.
We obtain therefore 2"~141]2-D" 1 = 22"+1 1, which yields 2"+2|22"+2+
+2, or n)|2m+4-2,

Fot. 1

Zdjecie Fot. 1 pochodzi z ( tatwo dostepnej w sieci ) ksiazeczki Waclawa
Sierpinskiego 250 zadari z elementarnej teorii liczb (po angielsku, Warszawa, Nowy
York 1970). Jak widaé¢ na Fot. 1 jest to w tym wydaniu ksiazeczki zadanie numer
18. Natomiast w péZniejszym ( wiec rozszerzonym ) wydaniu tej samej ksiazeczki
z roku 1987 (po polsku, seria Biblioteczka Matematyczna, nr 17 WSiP Warszawa
1987) zadanie to wystepuje z numerem 22 (na str. 8 i 39). Oba rozwiazania ( po
polsku i po angielsku ) sa identyczne. Oba koricza sie tez uwaga, widoczna na
zdjeciu Fot. 2

Since n; = 2"42 > n, there are infinitely many even numbers » satis-
fying our conditions. Starting from n =2, we get successively numbers
2,6,66,2%+2, .... However, C. Bindschedler noticed that this method
does not lead to all numbers # for which n|2"4-2 since we have, for instance,
946|2%4+-2. See a solution to my problem 430 in Elemente der Mathematik,
18 (1963), p. 90, given by C. Bindschedler.

Fot. 2

Jednak liczba 2946 + 1 nie dzieli si¢ przez 945. (przynajmniej wedtug mojego
starego kompa, ktéry potwierdzil podzielnogé 2946 + 2 przez 946 ). Zatem liczba
946 nie spelnia drugiej podzielnosci i nie jest poczatkiem nowej serii, o jakiej
mowa na Fot. 1.

Prowokuje to pytania nastepujace: Zatézmy, ze liczba catkowita m > 2 spetnia oba
warunki: 2™ + 2 dzieli si¢ przez m oraz 2™ + 1 dzieli si¢ przez liczbe m — 1. Czy
liczba m musi by¢ jednym z wyrazéw ciggu (a,,)? Czy istnieje liczba catkowita m
rézna od 946 i nie nalezaca do ciagu (a,,) taka, ze 2™ + 2 dzieli si¢ przez m?

Nie znam odpowiedzi ( na zadne z tych pytan ), nie natrafilem na zadne
informacje w sieci. Nie zdotatem tez dotrzeé¢ do pracy Bindschedlera w , Elemente
der Mathematik” cytowanej na Fot 2.
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Janusz Olszewski

Zadanie nr 812 (Delta nr 12 (559) 2020)
Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 iloczyn I} _,(2F — 2) dzieli sig
przez nl.

Zadanie 812 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzanie

Udowodnimy tez¢ zadania w wersji nieznacznie rozszerzone;j:

Twierdzenie

Jezeli a i n sa liczbami naturalnymi a,n > 2 oraz L, = II?_,(a* —a), to
liczba L jest podzielna przez n!.

Zacznijmy od prostego twierdzenia pomocniczego.

Jezeli p jest liczbg pierwsza, to p™ nie dzieli n!.

Dowdéd lematu (indukcja). Dla n € {0, 1} teza oczywiscie zachodzi. Zatézmy,
ze teza lematu zachodzi dla kazdej liczny naturalnej n mniejszej niz m, tj. p™ t n!
dla 0 < n < m. Przypu$émy jednak, ze teza nie zachodzi dla n = m, tzn p™ | m!.
Jezeli ptm i p™ | m!, to p™ | (m — 1)!, wbrew zalozeniu indukcyjnemu.
Jezelip| mtj. m=p-dip™|ml to

pt|ml=p-d)=zp----- fl:d—l'pd'd!

gdzie zf, = (kp+1)----- ((k+1)p—1). Liczby x4 nie sa podzielne przez p, zatem
p™ ¢ | d!, Jednak m — d = pd — d > d, czyli p? | d!. Liczba d jest mniejsza niz
m, czyli ponownie dostaliémy sprzecznoé¢ z zatozeniem indukcyjnym.

Tak wigc p™ { m!. Mamy krok indukcyjny i dowdd tezy lematu.

Sposéb 1 (teoria liczb - twierdzenie Eulera)

Wezmy dowolny dzielnik pierwszy p liczby n!.
Jezeli p dzieli a, to liczba liczba a™! jest podzielna przez p"~!, czyli liczba
L = a"a™ ! - 1)...(a — 1) jest podzielna przez p"~!. Jednak zgodnie z
lematem p” nie dzieli n!. Tak wiec, jezeli p* dzieli n!, to p* dzieli L.
Jezeli liczby a i p s3 wzglednie pierwsze, to wystarczy udowodnié, ze dla kazdego
wykladnika naturalnego s, liczb podzielnych przez p® w ciagu (1,2,...,n) jest
nie wigcej niz liczb podzielnych przez p* w ciagu (a — 1,42 — 1,...,a" "1 — 1),



wéwezas bowiem w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby n! liczba p wystapi
w potedze nie wyzszej niz rozkladzie iloczynu (@ — 1)(a? — 1)...(a" " —1).
Liczb podzielnych przez p* w ciagu (1,2,...,n) jest dokladnie |n/p*].

Na mocy twierdzenia Eulera p® | a?®) —1 = a?"P" " —1, czyli p* | ab® —»""") —
1dlak=1,2,.... Zatem w ciagu (a — 1,a®> — 1,...,a" "1 — 1) wystepuje co
najmniej L%J liczb podzielnych przez p®. Spostrzezenie!, ze

n n—1
) <l
ps ps _ps

konczy dowdd.

Sposdb 2 (teoria liczb - formula Legendre’a-Polignaca, mate twierdzenie
Fermata)

Skorzystamy z dobrze znanej formuty Legendre’a-Polignaca:

o0

nl = Hpap, gdzie apzz LEJ = Ln_sp(n)J < Ln:iJ

pEP = p—1 p

gdzie sp(n) jest suma cyfr liczby n przy podstawie p.

Wezmy dowolny dzielnik pierwszy p liczby n! i oznaczmy b, = L% .
Poniewaz a, < by, wigc wystarczy udowodnié, ze p® jest dzielnikiem liczby L.
Jest to oczywiscie prawda, gdy p | a, bo b, = Lﬁ <n—11wtedy mamy ciag
podzielnosci: p¥» | p"~1 | a® 1 | L.

Jezeli p nie dzieli a, to z malego twierdzenia Fermata p | a?~! — 1, a wiec p |
a*®=1) —1dla k € N. Poniewaz b,(p—1) < n— 1, wiec iloczyn HZ"Zl(ak(p’l) —1)
jest czynnikiem iloczynu (a”~! —1)(a"2? —1)...(a — 1). Zatem

b | (a"_l — 1)(@"‘2 —1...(a=1|L

Sposéb 3 (algebra, kominatoryka, teoria liczb)

Niech M bedzie liczba wszystkich macierzy nieosobliwych (a; ;) z dziataniami
modulo a o wymiarach n x n ktérych wyrazy sa liczbami catkowitymi od 0 do
a — 1 oraz pierwsza kolumna macierzy ztozona jest z jedynek:

1 ai,2 NN a1,n
1 az.2 NN a1,n
1 an2 ... ann

)

ledy n > p°® lewa strona nieréwnosci |n/p°| < [(n — 1)/(p® — p*~1)| jest réwna 0, za$
prawa jest nieujemna, gdy p® < n wéwczas n/p® < (n—1)/(p® —p5—1)



Pierwszy wiersz takiej macierzy mozemy wybraé na a”~! sposobéw. Drugi

wiersz mozemy wybra¢ na a"~! — 1 sposobéw, gdyz liczby ag 1, .. . as,, mozemy
wybraé na a” ! sposobéw, ale poniewaz macierz ma by¢ nieosobliwa, to wiersze
nie moga by¢ kombinacja liniowa poprzednich wierszy modulo a, czyli w naszym
przypadku wykluczamy jeden wiersz.

Jezeli wybraliSmy juz j poczatkowych wierszy wy, ..., wj, to j + 1-y wiersz
mozemy wybraé na "~ —a/~! sposobéw. Rzeczywidcie, liczby ajt1.2,...aj41.n
mozemy wybraé na a” ! sposobéw, ale poniewaz macierz ma by¢ nieosobliwa,
to j+1-y wiersz nie moze by¢ kombinacja liniowa modulo a poprzednich wierszy,
czyli w naszym przypadku wykluczamy tyle wierszy ile jest réznych wierszy, z
jedynka na pierwszym miejscu, bedacych kombinacja liniowa j wcze$niej wybra-
nych wierszy tej samej postaci (tj. x1wq +...x;w;, gdzie z; € {0,1,...,a—1},
wiersze w; maja jedynke na pierwszym miejscu). Takich kombinacji liniowych
jest doktadnie tyle ile rozwiazan réwnania

331—|—"'+$j:1

w liczbach x; € {0,1,...,a — 1} z dzialaniem modulo a. Rozwiazan tych jest
a’=t, gdyz liczy z1,...xj_1 mozemy wybraé¢ dowolnie, czyli na a’~! sposob6w,
za$ liczba x; jest juz wyznaczona jednoznacznie.

Zatem M = a" 1(a"" ! - 1)(a" ! —a')...(a"! —a""2). Macierze zlozone
z tych samych wierszy mozemy uwazaé za réwnowazne, a taka klasa réwnowaz-
noéci ma moc n!, bo tyle jest permutacji n réznych? wierszy macierzy. Stad
wynika, ze liczba

M o D2(gnt 1) (a2 = 1).. . (a—1)

nl n! ()
jest calkowita.
Jezeli liczby a i n! sa wzglednie pierwsze, to liczba (a1 —1)(a"2—1)...(a—1)
jest podzielna przez n!. Tak wigc liczba L = a" (a1 = 1)(a" 2 —1)...(a—1)
jest podzielna przez n!.
Zal6zmy, ze liczby a i n! nie s wzglednie pierwsze. Wezmy dowolny wspo6lny
dzielnik pierwszy p liczb a i n!. Zgodnie z lematem, jezeli p* | n!, to k < n — 1.
Zatem p* | a* | a"~'. Tym samym liczbe a™(™~1/2 w liczniku wyrazenia ()
mozemy zastapi¢ liczba a”~! i nadal nowo otrzymana liczba L = a"!(a™"! —
1)(a"2 —1)...(a — 1) bedzie podzielna przez n!.

2wiersze sg rézne, bo rozpatrujemy macierze nieosobliwe



Janusz Olszewski

Zadanie nr 815 (Delta nr 2 (561) 2021)
Wyznaczyé¢ wszystkie tréjki funkcji f, g, h : R — R, spelniajace r6wnanie

fz+v®) +9(x®+y)=h(zy) dla z,y€R. (1)
Rozwiagzanie

Niech funkcje f, g, h spelniaja warunki zadania. Wéwczas, jak latwo sprawdzié,
réwniez funkcje f1(z) = f(z) — £(0), 91(z) = g(x) — 9(0), ha(x) = h(z) — h(0)
spelniaja nasze réwnanie funkcyjne. Zal6zmy dalej, ze f(0) = g(0) = h(0) = 0.
Zmieniajac role zmiennych z i y w réwnaniu (1) otrzymujemy réwnanie

f(@® +y) +g(z +y°) = h(zy). (2)
Odejmujac stronami réwnania (1) i (2) otrzymujemy
fl@+9%) —g(z+4°) = f(@® +y) — g(=® +). (3)

Jednak dla dowolnej liczby rzeczywistej t istniejg liczby rzeczywiste x,y spel-
niajace uklad: t = ¢ +y> 0 = z® + y. Istotnie: z ukladu tego wynika, ze
w(z) = 0, gdzie w(z) = 2° — = + t. Wielomian w ma stopieh nieparzysty, wiec
ma pierwiastek rzeczywisty xo, czyli yo = —x3. Para (z0,%o) jest rzeczywistym
rozwigzaniem tego ukladu.

Tak wiec podstawiajac t = z +y®> 0 = 23 + y do réwnania (3) otrzymujemy
f(t) —g(t) = f(0) — g(0) = 0 dla dowolnej liczby rzeczywistej t. Nasze réwnanie
funkcyjne (1) mozemy zapisaé tak:

fl@+9°) + f(2® +y) = h(zy). (4)
Podstawiajac w tym réwnaniu z = a, y = bc oraz x = b, y = ac, otrzymujemy
fla+ (bc)®) + f(a® + bc) = h(abc) i f(b+ (ac)®) + f(b° + ac) = h(abc). (5)

Wezmy dowolng liczbe rzeczywista t # 0. Poszukamy liczb rzeczywistych a, b, ¢
dla ktérych
a®+bc=b+a3c® a+b3c=0, B®*+ac=t. (6)

Z pierwszego z tych réwnah uzyskujemy b = a3(c?+c+1), gdy c # 1. Z drugiego
i trzeciego réwnania otrzymujemy a = tc3/(c*—1), gdy ¢ # 1. Po podstawieniu
tych wartoSci do trzeciego réwnania otrzymujemy

()2 (A +c+1)3 +ctP)(ct —1)8 —t(c* —1)° =0.

Jednomian o najwyzszej potedze zmiennej ¢ w tym réwnaniu wynosi t°c33. Tak
wiec réwnanie jest stopnia nieparzystego, czyli ma pierwiastek rzeczywisty, przy



czym jak tatwo sprawdzi¢ pierwiastkiem tym nie sa liczby 11 —1. Inaczej mowiac,
dla kazdej liczby rzeczywistej t # 0 istnieja liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja-
ce uklad (6). Odejmujac stronami réwnania (5) i uwzgledniajac réwnosci (6)
otrzymujemy dla ¢ # 0 réwnanie

fO)=f(@) =0 tj. f(t) = f(0).

Tak wiec przy zalozeniu, ze f(0) = g(0) = 0 tylko funkcje f,g,h réwne tozsa-
mosciowo 0 spelniaja réwnanie funkcyjne z zadania. Przyjmujac, ze f(0) = a,
g(0) = b oraz uwzgledniajac podstawienie wykonanie na poczatku zadania (tj.
fi() = F(@) — £(0), g1(x) = g(x) — 9(0), hr(x) = h(x) — h(0)) otrzymujemy
wszystkie funkcje spelniajace warunki zadania:

fx)=a, g(x)=b oraz h(z)= f(x+1)+ga®+1)=a+b.



Janusz Olszewski

Zadanie nr 820 (Delta nr 4 (563) 2021)
Udowodnié¢ nier6wnoé¢ dla liczb dodatnich a, b, ¢ :
a? + b? + c? S 3
b2+bc c2+ca  a2+ab” 2

Zadanie 820 zaproponowatl pan Witold Bednarek z Lodzi.
Rozwigzanie

Zacznijmy od prostego twierdzenia pomocniczego.

Jezeli p, q, z, y, z sa liczbami dodatnimi, to
T z 3
+—Y 4 > >
py+gz pz+qr pr+qy p+gq

\. J

Dowéd lematu. Z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza oraz nier6wnoéci (z +y +
z)? > 3(zy + yz + 2x) otrzymujemy zwiazki

Z T _ Z 2 S ((E + y + 2)2
c1yclpy+qz powet z(py +qz) ~ x(py + q2) + y(pz + qx) + 2(px + qV)
3(zy+yz+2z) 3

= a
(P+a)(ry+yz+2z) p+gq

Z nieréwnoéci miedzy Srednig arytmetyczng i geometryczna dwéch liczb oraz
lematu zastosowanego do liczb p = 3,¢ = 1,z = a2,y = b%, 2z = ¢? otrzymujemy

a a? 3
D Zb2+b2+c2 DR R
cycl 2 2 2

cycl 2

3
>



Piotr Kumor

820. Udowodnié nieréwnosé (*) dla liczb dodatnich a, b, ¢:

a? b? 2 3

27
b2+bc+02—|—ca+a2+ab 2

()

Rozwigzanie

Dla liczb dodatnich z, y prawdziwa jest nieréwnosé > xy. Stosujac te
nieréwnos¢ do par liczb b, ¢; ¢, a; a, b widzimy, ze lewa strona nieréwnosci (*) jest
nie mniejsza niz podwojona suma

22 +y?
2

a? v? c?

3b2+02+302+a2 +3a2—&—b2

Wystarczy wiec dowies¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ jest spelniona
nieréwnosé (**):

w

a b c

Kk S 2
(%) 3b+c+3c+a+3a+b/4

(oczywiscie w tym miejscu mozna pominaé¢ kwadraty).

Nieréwnosé (**) jest prawdziwa, jej dowdd (dowody) a takze ogélniejszych
nieréwnosci ,,sa ogélnie dobrze znane”. Dla porzadku przedstawimy dowdd, jest on

widoczny na zdjeciu ponizej:
*

Theorem 1. Let x, y, z, k be positive real numbers. Then
T y z 3
+ + z .
ky+z kz4+z kr+y~ 1+k
Proof. By using the Cauchy-Schwarz inequality (see [3]), we have

2 2

2
€T Y =
(kzy + 2z + kyz + xy + Iz+yz)(k;ry+zx+ky2+$y+ k:nz—l—yz) B

> (z+y+2)°

Hence 5
T n Yy n z . (;1:+y+ Z) _
ky+z2 kz+=z kﬂ:—l—y'_(l—f—k)(:ﬂy—ﬁ—yz—i—zz)

4yt 2t 2y 4+ 22 4+ 220 3
T (A+k@ytyztea) 14k

The Theorem 1 is proved.

*

Jest jasne, ze jezeli dla pewnej liczby naturalnej n nieréwnosc
n

Tk n
S e

T T
= 3Tht1 + Thyo

jest prawdziwa dla kazdego ciagu liczb dodatnich 1, ..., z, (oczywiscie
Tpt1 = 1, Tpyo = T2) to takze nieréwnosé

z? n
Zx2 . >§

=
T Ty T Tht1Tk42

n

k

jest prawdziwa dla kazdego ciagu liczb dodatnich x4, ..., 2z, (argument dokladnie
taki sam jak dla n = 3).

Obie te nieréwnosci sa oczywiscie ,,typu Shapiro”. Powstaje wiec naturalne pytanie
dla jakich liczb naturalnych n sa one prawdziwe? Dla n = 3 wlasnie to
wykazaliSmy. Okazuje si¢ to by¢ prawda takze dla n = 4.

9



Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia udowodnionego w pracy:
Nguyen Minh Tuan and Le Quy Thuong, On an Extension of Shapiro’s Cyclic Inequality.

Twierdzenie 2.1 jest gléwnym wynikiem tej pracy.

Zatem obie nasze nieréwnosci sa prawdziwe dla n = 3 oraz dla n = 4. Jest tez
oczywiste, ze réwnosé zachodzi tylko dla ciagu réwnych liczb. (przynajmniej
w przypadku naszej gléwnej nieréwnosci).

Jak wyglada sytuacja dla n > 57 W zacytowanej pracy nie ma odpowiedzi. Wydaje
sie tez, ze poza ta praca, temat takich nieréwnosci nie zostal nigdzie podjety.

A szkoda, bo to ciekawe i bardzo naturalne pytanie, uogdlnienie klasycznej
nieréwno$ci Shapiro.

Jest widoczne, ze nieréwnosé

n 2
(Ek S E

2 =
— Ty T Th1The2 2

k
»ma wieksze szanse” by¢ prawdziwg niz nieréwnosc¢

n

Tl n
oo
= 3Tpp1 + Ty2 4

Zamiast nieréwnosci
n

Tk n
Y

3z x
Pt k+1 T Thto

w rozwiazaniu zadania 820 mozna posluzy¢ sie¢ podobna, ale nieco stabsza
nieréwnoscia. Ot6z dla dowolnych liczb dodatnich x, y mamy
z-(z+y) < 5Bz +y)? (z réwnodcia tylko gdy = = y). Zatem

CL2 >8 a 2
b2 +bc” ~ \3b+e

n .’L'2 n T 2
k >8. .
T2 T Thao 3 Tpa1 + Thao

k=1 " k+1 + + h—1 + +

wiec

Jezeli wiec dla pewnego n nieréwnosé
- x 2 n
S () o n
i 3 Thy1 + Thg2 16

jest prawdziwa, to takze nieréwnosé

n 2
fEk S 2

2 =
— Ty T Th1The2 2

k

jest prawdziwa (dla kazdego ciagu liczb dodatnich 21, ..., 2,).
Jezeli nieréwnosé
- Tk n
S
= 3Tk41 +Thy2 4
jest prawdziwa, to prawdziwa jest takze nieréwnosé

n ( Th )2 n
S ) s
3 Tpg1 + Thyo 16

k=1
Jest to natychmiastowe zastosowanie nieréwnosci miedzy $rednia kwadratowa
i arytmetyczna. Zatem (slabsza) druga nieréwnosé jest prawdziwa dla n = 3 oraz

dla n = 4.

10


https://www.emis.de/journals/HOA/JIA/Volume2009/491576.pdf

WspomnieliSmy wyzej, ze dla n > 5 pytanie o pierwsza (mocniejsza) nieréwnosé
n

Tk n
Y

3z T
oy OTk+1 T The2

wydaje sie by¢ pytaniem otwartym. Co wiecej, mozna sie tu raczej spodziewac, ze
dla dostatecznie duzych n nieréwnosé ta okaze sie fatszywa. To oczywiscie tylko
intuicja, wynikajaca z zachowania klasycznej nieréwnosci Shapiro.

Jak wyglada pytanie o (slabsza) nier6wnosé

- x 2 n
*ok ok k > o
(%) ;(3-561@“ +£L‘k+2> ~ 16

Wiadomo, ze nieréwnos¢

~1 3

n 2
>
Zl ($k+1 + $k+2) -

jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n > 3. Ten wariant nieréwnosci
Shapiro ( z wykladnikiem dwa ) udowodniono na poczatku lat siedemdziesiatych,
dowdd jest w pracach Daykina i Dianandy z tego okresu. Dowdd ten nie jest
trudny. Wydaje mi si¢ (Piotr Kumor), Ze rozumujac analogicznie mozna
udowodnié¢ nieréwnos$é (***) (skad wynika tez nieréwnosé (*)) dla kazdego n > 3.
Oczywiscie, o ile dobrze rozumiem dowody ze wspomnianych wyzej Zrodet

i poprawnie stosuje to rozumowanie do nieréwnosei (*¥%).
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