Maltzenstwa, zareczyny i algorytmy stabilnego dopasowania,

czyli nowy wspaniaty swiat, w ktéorym nikt nikogo nie zdradza
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fWarto jednak dodaé, ze niektoére

z kolejnych prac dotyczacych
problematyki stabilnego dopasowania
prezentowaly bardziej progresywne
spojrzenie na kwesti¢ malzenstwa [2].
Przykladowo, czgsto rozwazany jest
model, w ktérym ranking preferencji
danego czlowieka moze byé wyrazony
jako porzadek wzgledem innych ludzi,
niezaleznie od pici. Model ten jest
bardziej ogdlny i algorytmy dla tego
przypadku znajduja zastosowanie

w szerszym zakresie sytuacji, na przyktad
przy doborze wspdétlokatoréw

w akademikach (the stable roommate
problem). Pézniejsze modele zaktadaty
réwniez, ze rankingi preferencji moga by¢
reprezentowane jako stabe porzadki lub
ze ludzie moga kierowaé si¢ kilkoma
niezaleznymi kryteriami przy doborze
partneréw. W tym artykule nie
rozwazamy bardziej zlozonych modeli,
jednak warto wiedzie¢, ze dziedzina
badan zapoczatkowana przez Gale’a

i Shapleya jest szeroka i dotyczy wielu
wariantéw bazowego problemu.

Piotr SKOWRON*

W 1962 roku dwoch amerykanskich matematykow, David Gale i Lloyd Shapley,
zadalo sobie pytanie, czy mozliwe jest dobranie mezczyzn i kobiet w pary

tak, aby nawet najbardziej zatwardziali przeciwnicy monogamii nie byli

w stanie nawiaza¢ romansu [1]? W tym celu, rzecz jasna, odwolali sie do teorii
algorytméw i zaproponowali nastepujacy model. Niech M = {my, ma,...,my}

i K = {ky,ka,...,ke} oznaczaja, odpowiednio, zbiory n mezczyzn i £ kobiet.
Kazdy mezczyzna ma ustalone preferencje wzgledem kobiet; niech >, oznacza
ranking preferencji mezczyzny m, bedacy porzadkiem liniowym na zbiorze K.
Podobnie, niech >} oznacza ranking preferencji kobiety k. W swoim artykule
Gale i Shapley przyjeli konserwatywny punkt widzenia i nie wchodzili w kwestie
zwiazane z bi- czy tez homoseksualizmem.

Dopasowaniem nazwiemy zbiér par, z ktérych kazda ztozona jest z mezczyzny
i kobiety, takich, ze kazdy czlowiek jest sparowany z co najwyzej jedna osoba.
Formalnie, zbiér ® C {{m,k}: m € M,k € K} jest dopasowaniem, jezeli dla
dowolnych dwéch par py,pa € ® (p1 # p2) zachodzi p; N py = . Dla kazdej
osoby o przez ®(0) oznaczamy partnera o w dopasowaniu ®. Jezeli w ramach ®
osoba o nie jest z nikim sparowana, to stosujemy notacje ®(0) = L. Zakladamy
réwniez, ze kazda osoba woli by¢ sparowana, niz pozostaé¢ bez pary (jako ciekawe
¢wiczenie Czytelnik moze sprobowaé wykazaé, ze zalozenie mozemy poczynié
bez straty ogdlnosci), czyli dla dowolnych m € M i k € K mamy k >, L

im > L. JesteSmy gotowi do zdefiniowania kluczowego pojecia rozwazanego
w tym artykule.

Definicja 1. Dopasowanie ® jest stabilne, jezeli nie istniejg mezczyzna m € M
i kobieta k € K, ktorzy spelniajg nastepujgcy warunek:

k >=m ®(m)
Innymi stowy, dopasowanie jest stabilne, jezeli nie istnieja tacy mezczyzna
i kobieta, ktorzy woleliby siebie nawzajem niz swoich dotychczasowych
partneréw. Zilustrujmy definicje [1| na ponizszym przykladzie:

oraz m >, (k).

Przykltad 1. Rozwaimy instancje przedstawiong na ponizszym rysunku.
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Na rysunku obok kazdej osoby umiescilismy jej liste preferencji. Przykladowo,
preferencje mezczyzny 3 to } -5 - 2, dlatego najchetniej zaczqlby chodzié

z il (jest przeciez inteligentna wrazliwa, czula © ma swietne poczucie humoru!),
w drugiej kolejnosci z § (no tak przeciez . uwielbia blondynki!), w ostatecznosci

zgadzajgc sie na chodzeme z ’X (ale tylko dlatego, ze 2 pochodzi z bogatej rodziny,
wiec zapewne to ona bedzie placié za bilety do kina). Na rysunk:u zaznaczylismy

rowniez dwa dopasowania. Dopasowanie &1 = {{ﬁ,}} {g, 1} {;.;», g}} oznaczone
przerywang linig, nie jest stabilne. Spoyrzmy na pare g iy g woli § odg

— swojej partnerki w ®1; podobnie g« woli g od swojego partnera g,‘» Ta para
Swiadczy zatem o tym, Ze dopasowanie ®1 nie ]est stabzlne Tak@ pare nazwiemy

blokujaca. Pozostale pary blokujgce dla ®1 to ¢* i § oraz g i'§. Dopasowanie

Py = {{E,A}, {g, g»}, {@, 1}}, oznaczone czqglq liniq, jest stabilne — nie istnieje
para, ktora blokowalaby Ps.
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Krok 3

Pojecie stabilnego dopasowania jest wazne i powszechnie wykorzystywane

w praktyce. Algorytmy do znajdowania stabilnego dopasowania sa miedzy
innymi uzywane w Stanach Zjednoczonych do przydzialu rezydentow lekarskich
do szpitali (wtedy role mezczyzn przyjmuja rezydenci lekarscy, a role kobiet
wakaty w szpitalach) lub do przydziatu uczniéw do szkét. Podobne algorytmy
sa rowniez wykorzystywane przy transplantacji nerek, aby dopasowaé chorych
potrzebujacych nerki z potencjalnymi dawcami — zdarza sie, ze dana osoba x nie
jest w stanie przekazaé¢ swojej nerki bliskiej osobie y ze wzgledu na niezgodnoéé
grupy krwi, jednak x moze przekazaé¢ nerke innemu pacjentowi z w zamian za
to, ze osoba bliska z zgodzi sie przekazac¢ nerke dla y; w ten spos6b mozemy
tworzy¢ dopasowania, ktére zwigkszaja liczbe mozliwych transplantacji.

Teoria stabilnych dopasowan jest obecnie ugruntowana, a jeden z jej tworcéw,
wspomniany wczesniej Lloyd Shapley, za stworzenie fundamentéw tej teorii
otrzymal w 2012 roku Nagrode Banku Szwecji im. Alfreda Nobla w dziedzinie
ekonomii.

Rozumiemy juz istote i wage pojecia stabilnego dopasowania. Czas zadaé
kluczowe pytanie. Czy stabilne dopasowanie zawsze istnieje, niezaleznie od
preferencji mezczyzn i kobiet? Jezeli tak, to czy potrafimy je efektywnie
obliczy¢? Ot6z na oba te pytania mozemy odpowiedzie¢ TAK! (Tak, autor
réwniez jest podekscytowany tym faktem!). Oto i algorytm znajdowania
stabilnego dopasowania zaproponowany przez Gale’a i Shapleya. Poczatkowo
zakltadamy, ze nikt nie jest zareczony, i w petli wykonujemy nastepujace kroki:

1. Kazdy niezareczony mezczyzna oswiadcza sie swojej ulubionej kobiecie
sposrod tych, ktére do tej pory nie odrzucity jego oswiadczyn.

2. Kazda kobieta k, ktorej o$wiadcza sie jeden badz kilku mezczyzn, wybiera
swojego ulubionego sposréd oswiadczajacych sie — nazwijmy go x —
a o$wiadczyny pozostalych definitywnie odrzuca. Jezeli k nie jest zareczona,
to przyjmuje oswiadczyny x, i od tej pory k i x sa zareczeni. Jezeli k jest juz
zareczona z mezczyzna y, to poréwnuje ona x i y. Jezeli x > y, to k zrywa
swoje zareczyny z y (oznacza to réwniez, ze k definitywnie odrzuca jego
o$wiadczyny) oraz zarecza sie z x. W przeciwnym przypadku, czyli gdy y = z,
kobieta k odrzuca o$wiadczyny x.

Algorytm sie zatrzymuje, gdy kazdy mezczyzna jest zareczony badz jego
o$wiadczyny zostaly odrzucone przez kazda kobiete, a nastepnie zwraca
dopasowanie odpowiadajace aktualnym zareczynom. Zwroémy uwage, ze
algorytm na pewno kiedy$ sie zatrzyma, gdyz mezczyzni nie moga dwukrotnie
oswiadczy¢ sie tej samej kobiecie.

Zilustrujmy dzialanie algorytmu dla instancji z przyktadu (1} Pierwsze trzy
kroki algorytmu sg réwniez przedstawione na rysunkach obok: strzatka
oznacza oSwiadczyny, przerywana linia to zareczyny, ktére istnieja tuz
przed danym krokiem algorytmu, zas symbole X i v oznaczaja odpowiednio

. . .. ro O .
odrzucenie/zerwanie oraz przyjecie o$wiadczyn. Poczatkowo g i 8 oSwiadczaja

3]

P ;o s . . , ’3‘3*
ig 05W1adcza3@ si¢ g, za$ g

sie } poniewaz jest to ich ulubiona kobieta. ¢*
o$wiadcza SIQ ¢. Nastepnie } odrzuca OSW1adczyny “ i zarecza sie z §§. Podobnie

'3

odrzuca s 9 i zar@cza sig¢ z ¢*; ponadto 2 zarecza sug z ? Y druglm obrocie

p@th algorytmu ﬁ is osw1adczam 51@ . ¢ odrzuca g i porownuJe H ze swoim

dotychczasowym partnerem czyli z H Okazuje sig, ze § woli H od ¢ ‘;u zatem

Zrywa zZareczyny z ¢ 1 zarecza si¢ z H W trzecim obrocie thh g & oéwiadcza

'l'l

sie 2, as osw1adcza sie §. 4 odrzuca o$wiadczyny ¢ (a co za tym idzie, 9 zostal

9 s

odrzucony przez kazda koblet(g) zas g Zrywa swoje zareczyny z ¢ i zarecza

sie z ; W czwartym obr001e petli ¢ oéwiadcza sie } ktora go odrzuca, zas
w pigtej i ostatniej iteracji ¢ osw1adcza sie § i przez nig réwniez zostaje
odrzucony. W tym momencie j jest zareczony z é, “ jest zareczony z §, za$

’) Dopasowanie odpowiadajace tym zareczynom (czyli ®3) zostaje zwrécone
przez algorytm Gale’a—Shapleya.
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Twierdzenie 1. Algorytm Gale’a—Shapleya zwraca
stabilne dopasowanie.

Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze dopasowanie ® zwrdcone
przez algorytm Gale’a—Shapleya nie jest stabilne. Niech
{m, k} bedzie para blokujaca ®. Mamy zatem m > ®(k)
oraz k >, ®(m). Poniewaz m woli k od swojej partnerki
®(m), m musial os$wiadczy¢ sie k i zostaé¢ przez nia
odrzuconym (mezczyzna zawsze oSwiadceza si¢ ulubionej
kobiecie, ktéra go do tej pory nie odrzucila). Skoro

k odrzucita m, to znaczy, ze w chwili, gdy rozwazala
jego o$wiadczyny, otrzymala propozycje badz byla
zareczona z mezczyzna, ktérego wolata niz m. To
oznacza, ze w pewnym momencie k byta zareczona

z kim$, kogo wolata od m. Zauwazmy, ze w trakcie
dzialania algorytmu Gale’a—Shapleya kazda zareczona
kobieta zrywa zareczyny tylko wtedy, gdy moze sie
zareczy¢ z kims, kogo woli od obecnego partnera. Z tego
wynika, ze na koniec dzialania algorytmu k musiata

by¢ réwniez zareczona z kim$, kogo woli od m. Jest to
sprzeczne z m =i ®(k), zatem {m, k} nie moze by¢é para
blokujaca, co konczy dowdd. O

Zauwazmy, ze gdybysmy wykonali algorytm
Gale’a—Shapleya z zamienionymi rolami i gdyby

to kobiety o$wiadczaly si¢ mezczyznom, wynik
dzialania algorytmu moégtby by¢ inny, jednak zwrdcone
dopasowanie réwniez byloby stabilne. Co ciekawe,
mozna pokazaé, ze oryginalna wersja algorytmu stawia
mezczyzn w uprzywilejowanej sytuacji. Mozna nawet
wykazaé, ze dopasowanie zwrdcone przez algorytm
Gale’a—Shapleya jest dla mezczyzn optymalne!

Twierdzenie 2. Nie istnieje stabilne dopasowanie,
w ktorym ktorykolwiek mezczyzna maoglby uzyskad
lepszq partnerke niz ta, ktorg przydzielil mu algorytm
Gale’a—Shapleya.

Zegar biologiczny tyka

W trakcie naszego zycia przynajmniej kilkukrotnie
spotykamy sie z okresleniem zegar biologiczny, lecz co
ono dokltadnie oznacza? Jak nasze cialo zdaje sobie
sprawe z uptywajacego czasu? Czy zostawia on jakies
zmiany w naszych tkankach i organach? Jesli tak, to
czy jestedmy w stanie je zmierzy¢ i na ile precyzyjnie
mozemy okredli¢, ile czasu uplyneto?

Cho¢ te pytania moga brzmie¢ nieco frywolnie, sg

w istocie bardzo wazne w procesie identyfikacji
anonimowych cial. W calym zestawie informacji
potrzebnych do zidentyfikowania ciata oszacowanie
wieku jest zdecydowanie najbardziej istotne. Zadanie

to jest na tyle wazne, ze na przestrzeni lat opracowano
wiele metod estymacji wieku — np. pomiar zasklepienia
czaszki, obserwacja zmian w ko$ciach miednicy czy
nawet morfologia materialu pobranego z zeber. Niektore
z tych metod moga mie¢ bardzo wysoka dokltadno$é,
jednak wymagaja kosztownego sprzetu i czesto moga
by¢ wykorzystywane tylko w przypadku szkieletoéw, a nie
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Dowdéd. Niech ® oznacza dopasowanie zwrocone przez
algorytm Gale’a—Shapleya. Zalézmy nie wprost, ze
istnieje stabilne dopasowanie W, w ktérym dla pewnego
mezczyzny my zachodzi W(my) >, ®(mq). Oznaczmy
k1 = ®(my) i ke = ¥(my). W algorytmie Gale’a-Shapleya
my oSwiadczyl sie ko przed ki, zatem ko musiala
odrzuci¢ mi na rzecz innego mezczyzny ms. Oznacza
to, ze m; o$wiadczyl sie k1 po tym, jak msy oSwiadczyl
sie ko. Co wiecej, ma >k, m1. Poniewaz ¥ jest
stabilnym dopasowaniem, musi zachodzi¢ ¥(mg) =, k2.
Oznaczmy ks = ¥(mg). Wiemy, ze my musial sie
oswiadczy¢ ks przed ks, zatem ks odrzucita mo na

rzecz mg. Analogicznie, mo oSwiadczyt sie ko po tym,
jak mg oswiadczyt sie k3. Mozemy kontynuowaé to
rozumowanie, znajdujac kolejne takie pary my, k;, ze

k; jest partnerka m;_1 w ¥ (zakladajac ¢ > 1). Poniewaz
mamy skoriczong liczbe mezczyzn, w pewnym momencie
musi nastapi¢ sytuacja, ze znajdziemy cykl, czyli taka
pare my, i k;,, ze k, bedzie partnerem pewnego wczesniej
zdefiniowanego m; (dla j < p).

Otrzymujemy zatem sekwencje m;, mj41,..., My, oraz
ki, kjt1,...,kp takie, ze m; oSwiadczyt sie k; po tym, jak
m 11 o$wiadezyl sie kjiq, ..., my, oswiadezyt si¢ k, po
tym, jak m; oSwiadczy! si¢ k;. Pokazuje to sprzecznosé
i konczy dowdd. O
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niedawno odnalezionych cial. Najbardziej zaawansowane
i obiektywne metody szacowania wieku we wspolczesnej
nauce bazuja na analizie DNA. Na podstawie probek
krwi mozliwe jest okreslenie przyblizonego wieku

z wysoka dokladnoscia.

Szukajac innego rozwigzania, japonscy naukowcy

z Kioto, prowadzeni przez Hiroshiego Ikegaye, rozwazali
mozliwo$¢ wykorzystania spektroskopii Ramana do
analizy ludzkiej skéry, dzieki czemu opracowano by
nowe, wiarygodne i tatwo dostepne narzedzie do
szacowania wieku. Ich pomyst polegal na analizie

widm promieniowania lipidéw i bialek znajdujacych sie
w skérze, ktére mozna pobraé podczas autopsji.

Analiza widma promieniowania uzyskana

w spektroskopii ramanowskiej jest powszechnie uzywana
w chemii, poniewaz dostarcza ,,odcisk palca” czasteczek,
na podstawie ktérego mozna je pézniej identyfikowac.
Japonscy naukowcy wierzyli, ze emisja



