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Pascal ktania sie Fibonacciemu
Piotr CHRZASTOWSKI-WACHTEL*

Kiedy Blaise Pascal odkrywal wladciwosci ,,swojego” tréjkata, nie nazywal

go oczywiscie ,trojkatem Pascala”. W dziele Traité de triangle arithmétique
udowodnil 13 faktéw o tym zadziwiajacym obiekcie, przy okazji wprowadzajac
dwa niezwykle wazne dla matematyki pojecia. Po pierwsze uzywal indukcji
matematycznej jako metody dowodu, bodaj jako pierwszy w historii. Mozna

go zatem uznaé za odkrywce tej bezcennej metody dowodzenia. Po drugie
pokazal, ze liczba podzbioréow k-elementowych zbioru n-elementowego znajduje
sie w n-tym wierszu i k-tej kolumnie tego trojkata. To drugie spostrzezenie bylo
podstawa powstajacej w jego glowie teorii, o czym pisal w listach wymienianych
z Pierrem Fermatem, ktéra historycy matematyki uznaja za poczatek rachunku
prawdopodobienstwa.

Trojkat Pascala powstaje, gdy na nieskoriczonej planszy, podzielonej na
kwadraty wypelnione zerami, w jednym z pél wpiszemy jedynke. Ta jedynka
bedzie stanowié lewy-gérny rég tabeli, ktéra utworzymy, wypelniajac ja

w dot i w prawo wedlug nastepujacej zasady. Kazde pole musi byé suma
dwdch elementéw: tego, ktory stoi nad nim, oraz jego lewego sasiada. Ta
pierwsza jedynka jest w wierszu zerowym i kolumnie zerowej. Numery wierszy
rosng w doét, a kolumn w prawo. Mozemy przyjacé, ze kolumny na lewo od tej
jedynki numerujemy liczbami ujemnymi, tak samo jak wiersze powyzej niej.
Jesli oznaczymy przez C(n, k) zawartosé k-tej kolumny w n-tym wierszu, to
C(n,k) =0, jesli k < 0 lub n < 0 lub k > n. Dodatkowo z definicji C'(0,0) =1,
a dla pozostalych wartosci n, k (czylin > 0,0 < k < n) zachodzi zwiazek:

(%) C(n,k)=C(n—1,k—1)+C(n—1,k).

Tabela wartosci C'(n, k) tworzy tréjkat Pascala (tab. 1). Pascal zaobserwowal,
ze W n-tym wierszu i k-tej kolumnie tabeli musi pojawié sie liczba wyboréw
k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego, oznaczana zwyczajowo
jako (Z) Zaczal od C(n,0) = 1 — pusty zbiér mozemy wybraé¢ na jeden sposob.
Dla n > 0,k > 0 przeprowadzil nastepujace rozumowanie. Nasz zbidr jest niepusty,
wiec ma przynajmniej jeden element, nazwijmy go a. Wtedy w tworzonym
k-elementowym podzbiorze albo a si¢ znajduje, i wtedy pozostatych k — 1
elementach wybieramy na C(n — 1,k — 1) sposob6w, albo ¢ w nim nie ma,

a wtedy taki k-elementowy podzbiér musimy utworzy¢ z pozostatych n — 1
elementach, a tych jest C(n — 1, k), co korficzy uzasadnienie réwnosci C(n, k) =
().

Do trojkata Pascala jeszcze wrocimy, a tymczasem zmienimy delikatnie temat.
Na maturze rozszerzonej w roku 2018 pojawito sie¢ zadanie, ktére sprawilo
klopot wielu maturzystom. Zadanie to sprowadzalo sie¢ do wyznaczenia

liczby mozliwych ustawien trzech zer i pieciu jedynek w cigg tak, aby zadne
dwa zera nie sgsiadowaly ze soba. Pierwsze rozwiazania, ktore pojawity

sie w Internecie, byly dos¢ siermi¢zne: bazowaly na zmudnym przeliczaniu
wszystkich przypadkéw — gdy pierwsze zero jest na pierwszej pozycji od lewej,
gdy jest na drugiej pozycji od lewej itd. Takie rozwiazanie nie zadowalato
ambitnych uczniéw: nie pokazywalo istoty rozwiazania i nie uogdlnialo si¢ dla
wiekszych liczb zer i jedynek.

Sprébujmy rozwiazaé¢ to zadanie w sposéb systematyczny, a przy okazji
poznamy site pewnej metody, ktora zaskakuje swojg uniwersalnoscia. Podejscie
to charakteryzuje si¢ nastepujacym sposobem myslenia. Jesli nie wiesz, jak
rozwiazaé¢ dane zadanie kombinatoryczne dla konkretnych danych, uogdélnij je

i zastanéw sie nad dwoma pytaniami:

e (Czy potrafisz to zadanie rozwiaza¢ dla malych wartosci danych?
e Czy potrafisz z rozwiazan dla mniejszych warto$ci wygenerowaé wzér dla
wiekszych?

Jesli odpowiedz na oba pytania jest pozytywna, to w zasadzie masz juz gotowy
algorytm postepowania. Algorytm ten za pomoca odpowiednich technik
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Rozwigzanie zadania M 1696.
Zatbézmy, ze takie liczby catkowite
dodatnie a, b i n istniejg. Poniewaz
b>a+1, to

n® <a® < (a+1)° < (n+1)>
Ponadto 2 5 R
n"<a <a,
wiec n < a®. Wobec tego
(a+1)*>a®*+3a> +1>
>712+2n+1:(n+1)2,

co prowadzi do sprzecznosci.

@
®
n =
Schemat dodawania w tabeli T
T ol =] ]~
o Q)
1 Q\\b
2 (1\2
3 (1\3\1>
4 (1\4 3
5 [\ o)
6 [[\\6 \0j4
7 ||\ ok
Tab. 2

Przy okazji zauwazmy, ze jesli przyjrzymy
sie gérze tabeli dla T'(n, k), to
dostrzezemy, ze (zachowujac rekurencyjng
zalezno$¢) mozna wrecz zaczaé wiersz
wyzej, od n = —1, z wartosciag poczatkowa
T(—1,0) = 1. Wtedy wziecie zera
pluszakéw z potki, na ktérej jest

—1 pluszakéw, tez mozna by bylo
wykonaé¢ na 1 sposéb. No, moze nie tak
zupelnie serio, ale formalnie wszystko si¢
zgadza. Zauwazmy tez, ze jesli na pdlce
sg —2 pluszaki lub mniej, to nie uda sie
nam juz wziaé zera pluszakéw.

algebraicznych mozna czesto przekué¢ w ogdlny wzdr, co zreszta sprébujemy
w tym przypadku zrobié. Metoda ta, zwana rekurencyjna, jest zaskakujaco
skuteczna, a techniki rozwigzywania réwnan rekurencyjnych to fascynujacy
fragment algebry.

Moze, zeby nam si¢ sympatyczniej rozmawialo, przeformutujmy troche nasze
zadanie. Na pélce mamy n pluszakéw posadzonych rzedem, jeden obok drugiego.
Na ile sposobéw mozna wybraé sposréd nich k pluszakow tak, aby zadne
wybrane pluszaki nie byly sasiadami? Jesli kazdego wybranego pluszaka
oznaczymy przez 0, a kazdego niewybranego przez 1,todlan=81k =3
otrzymamy nasze maturalne zadanie.

Oznaczmy przez T'(n, k) liczbe mozliwych wyboréw k niesasiadujacych pluszakéw
spoérod n. Pierwsza obserwacja: k nie moze by¢ zbyt duze, zeby istnial cho¢
jeden wybor; nie moze przekraczaé "7“ Druga: zaden ze znanych szkolnych
schematow kombinatorycznych raczej nie pasuje.

Z malymi k nie ma klopotéw. Zero pluszakéw mozna wziaé na jeden sposéb:
niczego nie bra¢. To dziata nawet dla n = 0, czyli dla dowolnego n > 0 mamy
T'(n,0) = 1. Podobnie szybko dojdziemy do wniosku, ze dla k =11 n > 0 zachodzi
T(n,1) = n. Klopot zaczyna sie dla k > 1, gdyz tam pojawia sie niewygoda

z sasiadami, ktérych braé¢ nie wolno. Jeslin > 2 i k > 1, to mozemy dostaé

w miare prosty wzor rekurencyjny. Zauwazmy, ze albo wezmiemy pierwszego
pluszaka, albo nie. Jesli wezmiemy, to musimy pozostalych k — 1 pluszakow wziaé
sposréd n — 2 pozostalych, bo drugi pluszak jest sasiadem pierwszego, a takich
wyboréw jest T'(n — 2,k — 1). Z kolei, jedli nie zdecydujemy sie na pierwszego
pluszaka, to k pluszakéw musimy wziaé sposréd pozostatych n — 1, a takich
wyboréw jest T'(n — 1, k). Mamy wigc réwnanie rekurencyjne:

T(n,0)=1; T(1,1)=1; T(nk)=0dlak> 2
Tnk)=Tn—2,k—1)+T(n—1,k) dlan>2k>1.

To réwnanie jest bardzo podobne do réwnania @, definiujacego tréjkat Pascala.
W tréjkacie Pascala, aby otrzymaé w danej komorce wartosé, dodajemy to, co
jest nad nia, do tego, co jest ukosem po lewej. W przypadku pluszakéw do tego,
co jest nad nia, dodajemy warto$¢ o dwa wiersze wyzej i jedna kolumne w lewo —
taki ruch jak konika szachowego. Jesli wypiszemy warto$é¢ dla T, to zauwazymy,
ze faktycznie dostajemy liczby wystepujace w tréjkacie Pascala, tylko zapisane
przekatnymi (tab. 2).

Mamy zatem T'(n, k) = C(n — k + 1, k). Dow6d tego jest natychmiastowy
przez zauwazenie odpowiedniosci réwnan rekurencyjnych definiujacych te dwie
wartoéci. Czy mozna jakos intuicyjnie wyttumaczy¢ ten w miare prosty wynik?

Zauwazmy, ze mozemy odwrocié¢ sytuacje: Zamiast zabieraé k pluszakéow
sposréd n, mozemy przyjrzeé sie, ktore pluszaki zostaly. Kazdego brakujacego
pluszaka moéglby zglosié jego prawy sasiad. No moze nie kazdego, bo skrajnie
prawy pluszak nie ma prawego sasiada. Dolaczmy zatem do naszej pluszowej
kolekeji dodatkowego pluszaka (to jest ta jedynka z wyrazenia n — k + 1). Robimy
teraz tak: usuwamy k pluszakéw, a nastepnie pytamy, ktore k spoéréod n — k + 1
tych, ktére pozostaly, chca wstawié sobie jednego lewego sasiada. Kazdemu
wyborowi takich k£ odpowiada dokltadnie jedno z rozwiazan zadania tworzacych
tacznie T'(n, k) mozliwosci. A takich wyboréw jest oczywiscie ("jﬁ“).

Dobrze, ale co z tytulowym uklonem Pascala w strone Fibonacciego?

I gdzie w tym wszystkim nasze zadanie? Zanim odpowiemy na te pytania,
przypomnijmy, ze ciag Fibonacciego to ciag (Fy,)n>0, W ktérym Fy =0, F; =1
oraz F,, = F,_1 4+ F,,_5 dla n > 2. Wysumujmy teraz wartosci znajdujace

sie w wierszach tabeli T'. Okaze sig, ze dostaniemy kolejno 1,2,3,5,8,13...,
czyli kolejne liczby Fibonacciego, poczynajac od Fy. Oczywiscie mogliby$my
udowodnié¢ indukcyjnie ten niespodziewany fakt, bawiac sie z symbolami
dwumianowymi. Przedstawimy jednak dowéd kombinatoryczny. Co to jest suma
n-tego wiersza w tabeli 77 Po prostu liczba sposobéw, na ktére mozna z potki
z n pluszakami wzia¢ pewna ich liczbe tak, aby nie bra¢ sasiadow. Ile jest takich
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*Dla rzeczywistego = symbol [z] oznacza
nsufit z &”, czyli zaokraglenie w gére do
najblizszej liczby catkowitej, za$ |z
oznacza ,podloge z z”, czyli obcigcie do
najblizszej liczby catkowitej. Korzystamy
tu z oczywistej rownosci

n—[n/2] =[n/2].

%8

8 13
3
4 4 1
5 10 10 5 1
6 6 10 20 15 6 1

i Zadania

sposob6w? Oznaczmy te liczbe przez S(n). Widaé, ze S(0) =1,5(1) = 2. W tym
drugim przypadku albo bierzemy jedynego pluszaka, i to jest jeden sposéb,
albo nie bierzemy. A co dla wiekszych n? Widaé, ze dla n > 2 albo wezmiemy
pierwszego z lewej pluszaka, i wtedy nie wolno nam wziaé drugiego, zatem

z pierwszym pluszakiem mamy S(n — 2) sposobdéw, albo nie weZmiemy go,

i wtedy pluszaki mozemy braé¢ dowolnie sposréd pozostatych n — 1, wiec bedzie
sposobéw S(n — 1). Lacznie S(n — 2) + S(n — 1), a to jest przeciez rekurencja
ciagu Fibonacciego, ktéry ma tylko inny poczatek. Mamy zatem zaleznosé

S(n) = Fy42 1 udowodniony wzér*

() () () () () e

Ostatni wzér mozna zapisa¢ w prostszej formie:

5 <nkk) o

k
gdzie sumowanie rozciaga sie po wszystkich liczbach caltkowitych i tylko
dla pewnej skonczonej liczby indekséw skladniki sumy sa rézne od zera.
W oryginalnym tréjkacie Pascala wartosci wchodzace w skltad powyzszej sumy sa
jakby pochylone. .. Uklon Pascala w kierunku Fibonacciego.

Przygotowal Dominik BUREK

M 1696. Czy istniejg takie liczby catkowite dodatnie a, b oraz n, ze
n?<a®<b® < (n+1)%?
Rozwigzanie na str.

M 1697. Pokazaé, ze kazda liczbe catkowita dodatnia mozna zapisaé jako
réznice dwoch liczb catkowitych dodatnich, ktére maja taka sama liczbe
dzielnikéw pierwszych, np. 2 = 12 — 10.

Rozwiazanie na str. [17]

M 1698. Rozstrzygnaé, czy szeScian o krawedzi 100 mozna podzieli¢ na
prostopadtoéciany o wymiarach 1 x 1 x 51 i1 x 1 x 53.
Rozwigzanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1039. Filmowcy amatorzy postanowili wzbogacié¢ swoj film o scene katastrofy
kolejowej, w ktorej pociag spada z wysokiego mostu. Dysponuja jednak jedynie
dokladnym modelem pociagu w skali 1 : k oraz potrafiag zbudowaé, w tej

same]j skali, makiete mostu i okolicznych gér. Ile klatek na sekunde powinna
rejestrowaé ich kamera, zeby film odtwarzany standardowym projektorem,
wyswietlajacym f = 24 klatki filmu na sekunde, realistycznie przedstawial ruch
spadajacego pociagu?

Rozwiazanie na str. [4]

F 1040. Suche powietrze to w 78% azot, 21% tlen i w okolo 1% argon. Ile
wynosi stosunek gestosci powietrza suchego i mokrego w temperaturze 20°C
pod standardowym ci$nieniem atmosferycznym p ~ 10° Pa? Przyjmij, ze para
wodna zawarta w mokrym powietrzu jest para nasycona. W temperaturze 20°C
ciénienie pary nasyconej wody wynosi p, &~ 2,3 - 10® Pa. Dane dotyczace mas
atomowych i czasteczkowych nalezy znalezé w powszechnie dostepnych Zrodtach.
Rozwigzanie na str. [4]
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Czy losowe bity pomagaja?

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

-]

Rozwigzanie zadania F 1039.
Filmowcy beda rejestrowali przebieg
zdarzenia, w kérym wszystkie odleglosci
beda k razy mniejsze niz w rzeczywistosci,
ale przyspieszenie g pozostanie
niezmienione. Rzeczywisty spadek

o odcinek s bedzie odpowiadal spadkowi
0 $m = s/k modelu pociagu. Mamy:

%gt‘ oraz Sy, = égtfw gdzie t i ty,
oznaczaja, odpowiednio, czas spadku
rzeczywistego pociagu i spadku jego
modelu. Otrzymujemy:

s =

s t?

k= = —.
Smo 2

Oznacza to, ze przebieg sfilmowanej
katastrofy bedzie ,realistyczny”, gdy

tm = t/\/%., czyli filmujaca model kamera
powinna rejestrowaé f,, = f - Vk klatek
na sekunde. Modele kolejek sa
standardowo produkowane w skali k = 87,
a wiec kamera filmowcéw

amatoréw powinna rejestrowaé

fm = 24+/87 ~~ 224 klatki na sekunde.
Czytelnik Dociekliwy tatwo udowodni, ze
taka szybkos¢ filmowania pozwoli na
realistyczne przedstawienie ruchu
obrotowego spadajacych elementéw
pociggu.

@

Rozwigzanie zadania F 1040.

W warunkach podanych w zadaniu gazy
wchodzace w sklad powietrza (w tym
para wodna), z dobrym przyblizeniem,
zachowuja si¢ jak gazy doskonate.
Ci$nienie mieszaniny gazéw doskonatych
jest suma cis$nien jej sktadnikéw (prawo
Daltona). Tlen i azot wystepuja w postaci
czasteczek dwuatomowych, a argon
jednoatomowych. Masa mg jednego mola
powietrza suchego (mieszaniny azotu,
tlenu i argonu) wyniesie wiec:

mg = (0,78 - 28 + 0,21 - 32 + 0,01 - 40) g.

W jednym molu powietrza mokrego
znajduje si¢ utamek u mola nasyconej
pary wodnej réwny stosunkowi ci$nienia
pary p, do catkowitego ci$nienia
mieszaniny p, a wigc

uw=2,3-10°/10° = 0,023.

Masa mola pary wodnej to 18 g. Masa
1 mola powietrza mokrego wynosi wiec

My = (1 —0,023) - mg 4+ 0,023 - 18 g.

Otrzymujemy m., /ms = 0,9913. Jest to
takze stosunek gestosdci powietrza
mokrego i suchego. Mokre powietrze ma
mniejsza gestosé niz suche, co powoduje
jego unoszenie sie i gromadzenie

w postaci chmur.

Marcin PILIPCZUK*

Nagroda Abela to, obok medalu Fieldsa, jedno z najwiekszych wyréznien

w Swiecie matematyki. Przyznawana corocznie od 2002 roku stanowi
matematyczny odpowiednik Nagrody Nobla. W 2021 roku nagrode te otrzymali
Laszlé Lovasz i Avi Wigderson za fundamentalny wkiad w rozwdj informatyki
teoretycznej i matematyki dyskretnej oraz wiodaca role w przeksztalceniu

tych dziedzin w kluczowe dyscypliny matematyki wspolczesnej. O ile pewnie
wiekszos¢ Czytelnikow spotkala sie z bardzo uzytecznymi wynikami pierwszego
laureata — choéby tzw. lokalnym lematem Lovasza — dorobek drugiego

laureata wydaje sie¢ mniej znany. W tym krétkim artykule naszkicuje jeden

z najciekawszych kierunkéw badan, w ktérym istotna role odegratl Avi
Widgerson, mianowicie derandomizacje algorytmow.

Zacznijmy od znanego wielu Czytelnikom przykladu problemu testu pierwszosci:
majac dang liczbe naturalna n, chcemy sprawdzié, czy jest ona pierwsza,

czy ztozona. Od lat 70. ubieglego wieku znamy kilka prostych i wydajnych
testow uzywajacych losowosci; w pewnym uproszczeniu sprowadzaja sie¢ one

do sprawdzania, czy zachodzi teza Malego Twierdzenia Fermata dla n i losowo
wybranej podstawy 1 < a < n, tj. czy a"~! daje reszte 1 z dzielenia przez n.

Przez ponad dwadziescia lat od powstania tych metod nie znaliSmy jednak
deterministycznego testu, tj. algorytmu, ktéry w czasie wielomianowym

od rozmiaru wejscia (tj. od [logy(n + 1)], bo liczba n na wejéciu podana

jest w zapisie binarnym) rozstrzyga, czy n jest pierwsze, czy zlozone, bez
uzywania bitéw losowych. Dopiero w 2002 roku udalo si¢ zderandomizowaé test
pierwszodci: powstal algorytm deterministyczny dzialajacy z grubsza w tym
samym czasie (wielomianowym od rozmiaru wejscia).

Drugim, troche mniej znanym przykladem problemu, dla ktérego istnieje
naturalny algorytm korzystajacy z losowosci, jest test réwnosci wielomiandow
(Polynomial Identity Testing, PIT): majac dane dwa wielomiany wielu
zmiennych, pytamy, czy sa one réwne. Przyjmujemy tutaj, ze wielomiany
dane sa jako obwody arytmetyczne i sg wielomianami nad cialem skonczonym.
W tym przypadku test z uzyciem losowodci jest jeszcze ltatwiejszy: jesli
wejsciowe wielomiany sa rézne (i rozmiar ciala jest istotnie wiekszy od
stopni obu wielomianéw), to lemat Schwartza-Zippela méwi, ze z duzym
prawdopodobieristwem wartosci obu wielomianéw dla losowego argumentu sa
rozne, co jest jednoznacznym dowodem, ze wielomiany tez sa rézne. Do dzi$
jednak nie umiemy satysfakcjonujaco zderandomizowaé tego testu.

Istotny dla dalszej opowiesci bedzie jeszcze problem szacowania wagi obwodu
(Circuit Approzimation Problem, CAP): majac dany obwdd logiczny C

o N wejsciach i jednym wyjsciu, oszacuj — z dokladnoscia do 10% — dla jakiej
frakcji mozliwych wej$é obwdd daje wynik 1. Innymi stowy, jesli potraktujemy C
jako funkcje C': {0,1}" — {0, 1}, to chcemy podaé liczbe ¢ spetniajaca

{ye{0. 1}V : Cly) =1}
aN

c| < 10%.

Tutaj znéw algorytm korzystajacy z losowosci jest prosty i naturalny. Wylosujmy
pewna (do$¢ niewielka, np. 1000) liczbe argumentéw y i obliczmy, dla jakiej
frakcji wylosowanych argumentéw y mamy C(y) = 1; pokazanie, ze z duzym
prawdopodobienistwem wynik naszych obliczen jest liczba bliska [{y € {0, 1}V :
C(y) = 1}|/2", jest elementarnym éwiczeniem z rachunku prawdopodobienistwa.
I znéw, nie wiemy, jak rozwiazaé¢ problem CAP deterministycznie w czasie
wielomianowym.

Generatory pseudolosowe

Naiwnym pomystem na derandomizacje algorytmu korzystajacego z bitow
losowych jest uruchomienie go na wszystkich mozliwych kombinacjach bitéw
losowych. To rozwiazanie jest zazwyczaj bardzo kosztowne: np. w przypadku
problemu PIT, sprowadza sie to do przetestowania réwnosci wartosci
wielomianéw dla wszystkich argumentow.
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Zauwazmy, ze trudnosé¢ generatora jest
dobrze zdefiniowana, bo zawsze istnieje
jakis obwéd, ktory go tamie.

W szczegdblnosci, istnieje obwdd wielkosci
mniej wigcej 2™, tamiacy G: jest to obwdd
wyliczajacy alternatywe, po wszystkich

z € {0,1}", sprawdzen, czy wejicie y jest
réwne G(z) (lamie G, jezeli N > n + 2).
Obwéd ten mozna zakodowaé za pomoca
2™ kopii obwodu wyliczajacego G oraz
niewielkiej liczby dodatkowych bramek.

Avi Wigderson i Russell Impagliazzo
pokazali, ze jezeli istnieje problem

f € DTIME(2"), dla ktérego istnieje
stala § > 0, oraz ze obwdd obliczajacy f
dla danych n-bitowych ma wielkosé

co najmniej 2°" dla kazdego n, to
zachodzi BPP = P.

Pomystem na ominiecie tego problemu jest zastosowanie tzw. generatorow
pseudolosowych (pseudorandom generator). Taki generator to funkcja

G :{0,1}" — {0,1}" dla pewnych n < N taka, ze jesli wylosujemy z rozkladem
jednostajnym x € {0,1}" i obliczymy G(z), to wynik ,bedzie wygladal”, jakby
byl wybrany jednostajnie ze zbioru {0,1}%.

Co to znaczy ,bedzie wygladal”? Tutaj najbardziej uzyteczna okazuje sie
definicja ,informatyczna”: funkcja G jest generatorem pseudolosowym, jezeli
nie ma prostego algorytmu, ktory umialby rozrézniaé¢ wartosci wylosowane
jednostajnie ze zbioru {0,1}" od wartosci G(z) dla losowo wybranego = € {0,1}".
Bardziej precyzyjnie powiemy, ze obwdd logiczny C' o N wejsciach lamie
generator G, jesli

e Procio132[C(G(z)) = 1] > 51%, ale
o Prycion[Cly) = 1] < 49%.

Trudnoscig generatora nazwiemy najmniejsza wielkos¢ obwodu, ktory go lamie.
Uzyteczne generatory pseudolosowe to takie, ktére maja wysoka trudnosé.

W jaki sposob mozna uzy¢ generatorow pseudolosowych do derandomizacji?
Przypomnijmy sobie problem szacowania wagi obwodu CAP i algorytm losowy
losujacy pewna liczbe argumentéw (stata, np. 1000) i zwracajacy, dla jakiej
frakcji wylosowanych argumentéw obwéd dat wynik 1. Zalézmy, ze mamy
wejscie C' dla problemu CAP (tj. obwdd logiczny o N wejéciach i jednym
wyjsciu). By algorytm losowy naiwnie zderandomizowaé, obliczyliby$my C(z)
dla wszystkich 2V wejéé. Zatézmy jednak, ze mamy jeszcze dany generator
pseudolosowy G : {0,1}" — {0, 1}V, Jedli G jest dobrym generatorem,
spodziewamy sie, ze

{z € {0,1}": C(G@) =1}| [y e {01}V :Cy) =1}
(%) on ~ N :
To daloby algorytm losowy losujacy pewna liczbe wartosci « € {0, 1}"
i zwracajacy, dla jakiej frakcji wylosowanych wartosci * mamy C(G(z)) = 1, oraz
jego derandomizacje obliczajaca bezposrednio [{x € {0,1}" : C(G(z)) = 1}|/2"
za pomoca 2" obliczen wartoéci obwodu C' i funkeji G.

Mamy wiec dwa przypadki: Jesli n < N i szacowanie (%)) zachodzi, daje nam

to bardzo dobry algorytm deterministyczny dla problemu CAP na obwodzie C.
Jesli NIFE zachodzi, to C zachowuje sie istotnie inaczej na zbiorze wartosci G
niz na calej przeciwdziedzinie {0, 1}". Okazuje sie, ze to wystarczy, by uzyé

C jako lewarka do skonstruowania malego (tj. wielkosci poréwnywalnej z C')
obwodu tamiacego G i wykazania, ze trudno$¢ G jest tak naprawde niska i G nie
jest dobrym generatorem.

Drzigki pracom Aviego Wigdersona i wspoétautoréw wiemy, ze dobre generatory
pseudolosowe mozemy skonstruowac z problemoéw trudnych obliczeniowo.

W szczegdlnosci, wraz z Russellem Impagliazzo pokazal on, ze jedli istnieje
problem rozwiazywalny algorytmem dzialajacym w czasie 2", ktorego nie
mozna rozwiazaé¢ za pomoca obwoddéw wielkosci podwykladniczej (dodajmy,
ze istnienia takich probleméw sie ,spodziewamy”), to zachodzi réwnosé klas
BPP = P. Klasa P to klasa probleméw, dla ktorych istnieje deterministyczny
wielomianowy algorytm. Z kolei klasa BPP to klasa probleméw, dla ktérych
istnieje wielomianowy algorytm, ktéry moze korzysta¢ z bitow losowych, ale
daje niepoprawna odpowiedZ z prawdopodobienstwem co najwyzej 1/3. Nasz
algorytm dla problemu testowania réwnosci wielomianéw PIT spelnia ten
warunek, czyli nalezy do BPP. Réwnos¢ klas BPP = P oznacza zatem, ze PIT
i wiele podobnych probleméw mozemy rozwiaza¢ w deterministycznym czasie
wielomianowym.

Odwracajac kota ogonem, wynik Impagliazzo i Wigdersona oznacza, ze jesli
wymieniony prosty algorytm dla PIT nie da sie zderandomizowaé, to w Swiecie
algorytmoéw wyktadniczych istnieje bardzo nieoczekiwana rozbieznos¢ miedzy
sita ,zwyklych” algorytméw a sita obwoddéw logicznych. Tego raczej sie nie
spodziewamy, ale na razie nie umiemy wykluczy¢.
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Wycieczka na Jowisza Lech FALANDYSZ

‘W roku 1979 sondy kosmiczne Voyager 1
i 2, po okolo 1,5 roku podrézy, znalazty
si¢ w okolicach Jowisza i przekazaly na

Ziemig¢ wartosciowe informacje.

N

™

Najwieksze ksiezyce Jowisza odkryt

w 1610 roku Galileusz — za pomoca swojej
pierwszej lunety astronomicznej. Ksi¢zyce
te maja nazwy: Io, Europa, Ganimedes,
Kallisto.

Atmosfera Jowisza ma grubo$é ponad
1000 km. Sktada si¢ gtéwnie z wodoru,
amoniaku i helu, ale sa tez mate iloéci
fosforu, siarki oraz zwigzkow
organicznych.

Prébowano uzyskaé¢ wodér metaliczny
w warunkach laboratoryjnych na Ziemi.
Malutka prébka zaistniata tylko przez
drobny utamek sekundy.

Gora Olimp we wschodniej Grecji nie nalezy do najwyzszych w Europie, ale jest
trudno dostepna. Starozytni Grecy wierzyli, ze to na niej mieszkal najwazniejszy
z bogdéw — Zeus. Byl on wladca nieba i ziemi. Od niego zalezato, jakie beda losy
wladcéw, panstw i ludzi. Gdy byl rozgniewany, wokét Olimpu gromadzity sie
ciemne burzowe chmury, a grzmoty i czeste blyskawice przypominaly ludziom,
by nie odchodzili od boskich praw. U Rzymian odpowiednikiem Zeusa byt
Jowisz. Wladnie tym imieniem nazwano najwigksza planete naszego Ukladu
Stonecznego. Planete Jowisz mozna dostrzec na niebie nawet bez uzycia lunety.
Ma orbite 5,2 razy wieksza niz orbita Ziemi i jeden jego obieg wokdél Stonca
trwa 11,86 lat ziemskich. Na niebie wyglada jak jasna gwiazda, noca ustepujac
blaskiem tylko Ksiezycowi i Wenus.

W starozytnej Grecji wchodzenie na trudno dostepny Olimp bylo aktem
zuchwalosci obarczonym ogromnym ryzykiem. By¢ moze podobna zuchwatoscig
wykazemy sig, ryzykujac podréz na ,kosmiczny Olimp” — Jowisza. To trudne
zadanie. Nasz statek ma naped plazmowy (mdglby byé tez jonowy), gdyz zalezy
nam bardzo na skréceniu czasu podrézy na tak dlugiej trasie. Jest to wazne

ze wzgledow zdrowotnych, psychicznych i ekonomicznych. Gdybysmy chcieli
odby¢ podréz po orbicie Hohmanna (zob. Wycieczka na Wenus i Marsa, A3},
A%.), trwalaby ona w jedna strone okoto 2,73 roku. My jednak wybraliémy trase
kroétsza, lecz stale kontrolowana i czesto korygowana praca silnikdw.

Po kilkunastu miesiacach lotu znajdujemy si¢ w poblizu planety. Dotarcie przed
,oblicze boskiego Jowisza” jest niezwykle trudne, gdyz otacza go ,,ochronny
orszak” ztozony z okoto 79 szybko krazacych ksiezycoéw. Zderzenie z jednym

z nich oznaczaloby dla nas tragiczne zakonczenie wyprawy. Ksiezyce sa
skalno-lodowymi brylami o réznych wielkoéciach. Te znajdujace sie najblizej
planety poruszaja sie z predkosciami okolo 5 km/s i obiegaja Jowisza z okresem
okolo 8 godzin. Najdalsze, oddalone od Jowisza o ponad 20 mln km, maja
predkosci okolo kilkuset m/s i okresy obrotu wynoszace ponad 2 lata ziemskie.
Oprécz ksiezycow Jowisza otaczaja 3 wspélsrodkowe pierscienie bardzo
rozrzedzonego pytu. Znajduja sie one w zakresie od okoto 28 tys. km do okoto
140 tys. km od atmosfery planety. Pierscienie te odbijaja niewiele $wiatla
stonecznego i dlatego nie dostrzegano ich przez lunety oraz pierwsze teleskopy.

I tak oto znalezlidémy sie okoto 1 mln km od atmosfery najwiekszej z planet.
Olbrzym ten ma mase okoto 318 razy wieksza niz masa Ziemi, a w jego
wnetrzu zmiescitoby sie 1300 planet wielkosci Ziemi! Gdyby zsumowaé masy
wszystkich planet, to na Jowisza przypadatoby az 71% tej sumy. W centrum
Jowisza znajduje sie skalisto-zelazne jadro o promieniu troche wiekszym od
promienia Ziemi, lecz o masie 15 razy wiekszej niz masa naszej rodzimej planety.
Ponad jadrem, az do atmosfery, znajduje sie tylko wodér, bardzo zageszczony

z powodu olbrzymich ci$nien. Pierwsza, gruba warstwa wodoru siega do okoto
2/3 promienia planety. Panujace tam ci$nienia sa kilkadziesiagt mln razy wieksze
od ziemskiego ci$nienia atmosferycznego — przy takim gigantycznym cisnieniu

i olbrzymiej temperaturze atomy wodoru jakby ,zwyrodnialy” i powstala
bardzo gesta ciecz, ktéra nazwano ,wodorem metalicznym”. Ponad warstwa
wodoru metalicznego, az do atmosfery, wodér wystepuje jako czasteczkowy

w postaci goracej i gestej cieczy. Jedynie brzeg tej warstwy pokrywa bardzo
cienka warstwa chmur. Szacujemy, ze az 99% objetosci planety zajmuje wodor,
dlatego tez Jowisza nazywa sie planeta wodorows.

Planeta szybko wiruje z okresem okoto 9 godz. i 55 min. Taka szybka rotacja
metalicznego wodoru jest prawdopodobnie przyczyna powstania rozleglego

i silnego pola magnetycznego. Natezenie tego pola jest kilkadziesiat razy,

a czasem nawet do 100 razy wieksze niz ziemskiego pola magnetycznego. Siega
ono daleko poza planete i jest zmienne co do ksztaltu oraz zasiegu. Po stronie
Stonca magnetosfera ta siega do okoto 4 mln km, a po stronie przeciwnej
rozciaga sie niczym bardzo diugi ,,magnetyczny warkocz”, o dlugoéci zmiennej
na dziesiatki, a nawet setki mln km.
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http://www.deltami.edu.pl/temat/astronomia/2020/10/29/wycieczka-na-wenus/
http://www.deltami.edu.pl/temat/astronomia/2015/07/21/Wycieczka_na_Marsa/

Wozgledne wielkoéci Stonca i Jowisza

Nie ryzykujemy zblizeniem si¢ do planety
— w 1995 roku Jowisza odwiedzita sonda
Galileo. Odlaczony od niej probnik spadat
ku planecie z szybkoscig 170 tys. km/h.
Po wejéciu w atmosfere zaczal dziataé
spadochron i wyhamowal predkosé

do 640 km/h. Coraz wyzsza temperatura
stopilta odrzucony spadochron, a po

40 min. takze czesci aluminiowe sondy. Po
kilku godzinach sonda zostala zgnieciona
przez olbrzymie ciSnienie. Prébnik, zanim
»zginal”, zdazyl wykonaé¢ wiele pomiaréw
atmosfery.

Na Ganimedesie swobodnie puszczony
z wysokosci 20 m kamien spada okoto
5,3 s (na Ziemi 2 s).

Jowisz
la ® ©
Ziemia Ganimedes  Merkury

Wzgledne wielkosci globow

Dogodnym miejscem do obserwacji Jowisza i jego otoczenia bedzie

najwiekszy z jego ksiezycéw — Ganimedes. Jest on ,zanurzony” w silnym

polu magnetycznym planety. Z jego powierzchni widzimy olbrzymia tarcze
Jowisza — o $rednicy okolo 15 tarcz slonecznych widzianych z Ziemi —
zdecydowanie dominujaca na niebie. Olbrzymie obloki gazu sa z naszego punktu
obserwacyjnego bardzo dobrze widoczne i szybko obiegaja planete. Obecne

w atmosferze zwiazki organiczne, fosfor i siarka daja réznobarwne pasma:
brazowe, kremowe, ochry w réznych odcieniach. Sa tez jasne i bladoniebieskie
plamy. W niektérych miejscach tworza sie wiry, ktére trwaja jakis czas,
zanikaja, lecz po chwili pojawiaja si¢ nowe. Szaleje kilkaset sztormoéw, tworza sie
i zanikaja cyklony. Wiatry na Jowiszu osiagaja predkosci nawet kilkuset km/s

i w niektérych sasiadujacych ze soba strefach pedza w przeciwne strony.

Lecz oto nagle pojawia sie duza, czerwona, owalna plama — wielkosci okoto
40 x 14 tys. km. Widziano ja juz z Ziemi jakie$ 300 lat temu. To wielki wir,
a raczej cyklon, ktéry powstal nad najwyzsza warstwa oblokow. Jego dlugosé
jest ponad 3 razy wieksza niz Srednica Ziemi. Obraca sie przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara, a jeden obrét trwa okolo tygodnia ziemskiego.

Ale to nie wszystko. Jowisz zasluguje na miano boga piorunéw. Widzimy
niezwykty spektakl. W atmosferze zachodza silne wytadowania elektryczne.
Niemal bez przerwy obloki sg roz$wietlane przez ogromne blyskawice, a nawet
cate peki blyskawic. Uroku dodaja im zorze ponad chmurami. Sa jasniejsze

niz ziemskie i szybko zmieniaja swoje ksztalty oraz barwne odcienie. Powstaja
one z powodu przechwytywania naladowanych czastek z wiatru stonecznego
przez silne pole magnetyczne. Ladunki te zderzaja sie z gazowymi czasteczkami,
a te z kolei $wieca, oddajac energie. Przyspieszone polem tadunki wysylaja
promieniowanie szkodliwe dla ludzi. Dawka takiego promieniowania jest kilkaset
razy wieksza od dawki $miertelnej. To promieniowanie zniszczyto obwody
elektroniczne we wczesniejszych sondach Pionier 10 i 11.

Jak wyglada Ganimedes — miejsce, z ktérego ogladamy przedstawienie?

To najwiekszy z ksiezycéw w caltym Ukladzie Stonecznym. Ma Srednice

5262 km, a wiec jest wigkszy nawet od planety Merkury. Obiega Jowisza

w czasie 7,15 dni ziemskich. Co ciekawe, jego okres obiegu jest rowny okresowi
obrotu i dlatego zwrdcony jest stale ta sama strong powierzchni do Jowisza
(zupelnie jak nasz Ksiezyc). Taki ruch maja tez pozostale 3 duze ksiezyce. Nie
wychodzimy z ladownika, to niebezpieczne: dociera tu szkodliwe promieniowanie,
a temperatura wynosi okolo minus 160°C. Ponadto atmosfera jest bardzo
rozrzedzona. Natezenie pola grawitacyjnego na powierzchni jest prawie 7 razy
mniejsze niz na Ziemi i tylez razy mniej tu wazymy. Powierzchnia globu

jest ciemnoszara z brazowymi i jasnymi pasmami. Czapy polarne utworzone

z cienkiej warstewki lodu siegaja do 45° szerokosci. Gdzies w oddali widzimy
tez wielki ciemny obszar o $rednicy okoto 3200 km, ktéry powstal po uderzeniu
bardzo duzego meteorytu.

A co stychaé na troche mniejszym ksiezycu lo? Krazy on blizej Jowisza,

w odlegloéci okolo 0,42 mln km, z szybkoscia 17,3 km/s, obiegajac go

w czasie 1,77 dni ziemskich. Na jego powierzchni, powstalej z zastyglej

lawy, temperatura jest bardziej znosna niz na Ganimedesie — wynosi jedynie
minus 110°C. Io jest do$é¢ nietypowo zabarwiony, na jego powierzchni widoczne
sg rozlegte plamy o barwach zdéltych, jasnobrazowych i zoltozielonych. Barwy
te tagodnie przechodza jedne w drugie. Rozrzedzona atmosfere tworza gldéwnie
czasteczki dwutlenku siarki, sodu i atomy wodoru. Zatrzymali$émy ladownik. Oto
w oddali zauwazyliémy co$ dziwnego — z duzej szczeliny w skorupie wystrzelita
w gore na wysokos¢ kilkudziesieciu kilometréw zélto-brazowa fontanna. To
wybuch jednego z okoto 10 wulkanéw siarkowych znajdujacych si¢ na lo. Zaraz
po tym nastapit drugi, jeszcze potezniejszy. Materia wyrzucona na wysoko$é
ponad 200 km utworzyta jakby rozlegty piéropusz i powoli opada na okoliczny
teren. Blizej wulkanu rozlewa si¢ i stygnie lawa skalna, a dalej od wulkanu
opada ciekla siarka. W otoczeniu ladownika mamy juz na powierzchni $wieza
skorupke siarkowa. Takie efektowne zjawiska sa wynikiem tego, co dzieje sie
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we wnetrzu ksiezyca. Zelazo-niklowe jadro ksiezyca
otoczone jest péiptynnym, miekkim plaszczem

z krzemianowych skal. Skorupa o grubosci okoto

25 km jest zlozona ze skal bazaltowych oraz duzej

iloSci mineraléw siarkowych i siarki. Gdy ksiezyc

pedzi po orbicie, olbrzymia sita grawitacyjna Jowisza
przesuwa i rozgrzewa miekka materie krzemianows we
wnetrzu lo. Materia ta w postaci lawy jest wyrzucana
na zewnatrz. We wnetrzu ksiezyca zachodzag wiec
przyplywy i odplywy ku powierzchni. Skutek jest

taki, ze w rejonie przyréwnikowym powierzchnia
Hfaluje”, cyklicznie unoszac sie i opadajac o kilkadziesiat
metréw — tak jak faluja powierzchnie oceanéw na Ziemi
w czasie przyplywéw i odplywéw. Silne i obracajace

sie pole magnetyczne Jowisza dziala tez na czastki
atmosfery ksiezyca. Czes¢ czasteczek jonizuje sie i tworzy
naelektryzowana plazme, ktora razem z ksiezycem pedzi
wokol Jowisza. Tworzy ona jakby ,torus” i jej ruch

mozna uznaé za prad elektryczny plynacy wokoét Jowisza.

Natezenie tego pradu przekracza nawet 2 min A.

Gdy z powierzchni Io spogladamy na Jowisza, widzimy
go jeszcze wigkszego niz poprzednio z powierzchni
Ganimedesa. Srednica katowa olbrzyma wynosi okolo
38 érednic tarczy stonecznej dostrzeganej z Ziemi. Tu
7z jeszcze wiekszym podziwem, pokorg i obawa ogladamy
ogromne cyklony w atmosferze, kaskady btyskawic

i pulsujacych barwami zérz.

Z czterech duzych ksiezycéw Europa jest najmniejsza — ma 3140 km
srednicy.

Sprawdzmy jeszcze, jakie warunki panuja na Europie.
Ksiezyc ten krazy wokél Jowisza w odleglosci okoto
0,67 mln km, czyli pomiedzy Ganimedesem a Io,

z okresem 9,55 déb ziemskich. Powierzchnia jest tylko
lekko pofaldowana, nie wida¢ wigkszych gér, rowéw

i krateréow. Europe pokrywa 16d, ktérego grubos$¢ moze
siegaé¢ nawet 4 km. Pod ta lodowa skorupa kryje sie
ocean wody o gltebokoéci siegajacej by¢ moze nawet
100 km. Zawiera on 2 razy wiecej wody niz wszystkie
oceany Ziemi. We wnetrzu ksiezyca woda przemieszcza
sie ciagle pod wplywem grawitacji Jowisza. Wskutek
tych oddzialywan ptywowych woda w oceanie si¢
podgrzewa. Przypuszcza sie, ze w tym oceanie moga
istnie¢ organizmy, ktore nie potrzebuja do metabolizmu
Swiatla, a jedynie skltadnikéw mineralnych. Przeciez
tak funkcjonujace organizmy zyja na bardzo duzych
gltebokosciach w ziemskich oceanach, gdzie Swiatto
stoneczne juz nie dochodzi.

Odwiedzamy jeszcze czwarty wielki ksiezyc Jowisza —
Kallisto, ktoéry znajduje sie najdalej od Jowisza, bo

w odleglosci 1,88 mln km i obiega go w czasie 16,7 dni
ziemskich. Jest prawie takiej wielkosci jak planeta
Merkury. Kallisto jest kula lodowa z wieloma kraterami
uderzeniowymi. Pod grubg skorupg znajduje sie wodny
ocean, a w centrum — skaliste jadro. Temperatura na
powierzchni wynosi nieprzyjemne minus 140°C.

Spogladamy na niebo. Gdzies w oddali wida¢ jaskrawsg,
tarczke Stonca, ktéra jest okolo 5 razy mniejsza niz ta
widoczna z Ziemi. Pobliski Jowisz $wieci znacznie jasniej
niz Ksiezyc w pelni na ziemskim niebie. Czasem, gdzie$
w okolicach Stonca, mozna dostrzec Marsa jako poranng
lub wieczorna ,,gwiazdke”. Ziemi — znajdujacej sie blizej
tarczy slonecznej — nie widaé. Ale obieramy kurs na
Ziemie. Czas wraca¢ do domu.

* Doktorant, Centrum Fizyki Teoretycznej
PAN

Wiecej o tych wyrafinowanych metodach
chtodzenia atoméw mozna przeczytaé

w artykule Krzysztofa Pawlowskiego

pt. ,Kondensat Bosego—Einsteina:

o najzimniejszych atomach $wiata”, A}g.

Obsadzenie przez wiele czastek tego
samego stanu o najnizszej energii jest
mozliwe tylko w przypadku atomoéw

o spinie catkowitym — te atomy
nazywamy bozonami. Przypadek atoméw
o innym spinie (tj. potéwkowym),
zwanych fermionami, jest nieco
trudniejszy. Wtedy pod pojeciem czagstki
kryje si¢ para luzno zwigzanych atomoéw,
zwana parg Coopera.

Szescédziesigt lat niepewnosci.
Feynman w poszukiwaniu rekoneks

Jakub KOPYCINSKI*

Cierpliwosé. Tego nie mozna odméwié fizykom. Wyobrazmy sobie, Ze na
potwierdzenie istnienia niektorych zjawisk trzeba czeka¢ dziesiatki lat. Dzis
przyjrzymy sie dokladniej jednemu z nich. Przekonajmy sig, co si¢ stanie, jesli
bedziemy mieszaé¢ bardzo zimny gaz, a potem nim potrzasniemy.

i

Wybierzmy si¢ na chwile w podréz do najchtodniejszego miejsca we
Wszechswiecie. Czy przyda nam sie do tego rakieta i skafander kosmiczny?
Nie, bowiem znajduje sie ono tu, na Ziemi. I to nie jedno, a ponad setka.

W tylu bowiem laboratoriach rozsianych po calym Swiecie naukowcy sa

w stanie schlodzi¢ atomy. Chlodza je do temperatur miliardy razy nizszych niz
temperatura wypelniajacego kosmiczna pustke reliktowego promieniowania tla.

Eksperyment zaczynamy od ztapania gazu w pulapke. Nastepnie obnizamy jego
temperature, az stanie sie ona bardzo bliska zera bezwzglednego. Zeby uniknaé
przejscia do stanu cieklego lub stalego, nasz gaz musi by¢ bardzo rozrzedzony.

Kiedy obnizamy temperature, widzimy, ze klasyczny opis atoméw jako kul
zawodzi. I tu z pomoca przychodzi nam fizyka kwantowa ze swoim zestawem
narzedzi. Okazuje sig, ze z dobrym przyblizeniem mozemy powiedzieé, ze
wszystkie czastki w naszym uktadzie zajmuja najnizszy energetycznie stan

o praktycznie zerowym pedzie.

8


http://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/struktura_materii/2014/09/29/Kondensat_Bosego-Einsteina/

Rys. 1. Kondensat z wirami — widok

z gory. Przechodzimy z wolno
obracajacego sie uktadu (lewa strona) do
ukladu obracajacego si¢ szybciej (prawa
strona). Liczba wiréw, widocznych jako
biate, puste przestrzenie, ulega
zwigkszeniu

Rys. 2. Ilustracja z pracy Richarda
Feynmana Application of quantum
mechanics to liquid helium, w "Progress
in low temperature physics” z roku 1955

Obserwacje wiréw opisano w pracy:
Fonda E., Meichle D. P., Oullettte N.,
Hormoz S. i Lathrop D. P., Direct
observation of Kelvin waves on
quantized vortices, w "Proceedings of the

National Academy of Sciences”, nr 111 ss.

4707-4710.

Takie niemal catkowite obsadzenie najnizszego poziomu energetycznego zwie
sie kondensacja Bosego-Einsteina. Ta faza materii ma niezwykle ciekawe
wladciwosci, nieobecne w naszym zyciu codziennym. Jedng z nich jest
nadciekto$¢. Co ten termin oznacza? W skrécie — brak tarcia. W fazie nadcieklej
zanika lepko$¢ i taki gaz jest w stanie poruszaé si¢ bez strat energii.

Zastandéwmy sie, co sie stanie, jezeli kondensat Bosego-Einsteina zaczniemy
mieszaé¢. Nasza intuicja wskazuje na to, ze w ukladzie wytworzy si¢ wir. Nie
zawiedzie nas ona, bo ten wir zobaczymy. W dodatku niejeden. Im szybciej ten
uklad mieszamy, tym wiecej wiréw widzimy w naszym kondensacie (por. rys. 1).

Okazuje si¢ bowiem, ze wytworzenie kilku malych wiréow jest energetycznie
korzystniejsze niz obecno$¢ jednego, ale duzego. Miedzy innymi za badania tego
zaskakujacego kwantowego efektu rosyjski fizyk Aleksiej Abrikosow otrzymat

w 2003 roku medal noblowski.

Wiry, dzigki brakowi sil powodujacych rozpraszanie energii, moga w sposéb
stabilny istnie¢ w mieszanym ukladzie nieskoniczenie dtugi czas. Chyba ze co$,
np. wstrzas, zaburzy ten stan. Zaburzenie gwaltownie zmienia obraz sytuacji
wewnatrz ukladu. Zeby méwié¢ o wirze bardziej obrazowo, mozemy utozsamié
jego ksztalt z linig przechodzaca przez jego $rodek. Wiry po wstrzasie tworza
strukture przypominajaca spaghetti. Placza sie i drgaja, tacza na chwile tylko
po to, by zaraz sie¢ rozseparowac.

Zjawiska te maja w fizyce swoje nazwy. Pierwsze z nich to fala Kelwina —
sytuacja, w ktorej po wirze przebiega fala splatujaca go w ksztalt sprezyny.
Drugim z kolei jest rekoneksja. I to wlasnie jej przyjrzymy sie blizej.

Jako pierwszy na pomyst istnienia rekoneksji wpadl amerykanski fizyk Richard
Feynman. Znany byl z malo rygorystycznego podejécia do fizyki. Zyskal sobie
tym samym miano najwybitniejszeqo intuicjonisty naszych czasow.

W roku 1955 Feynman zamiescit w swojej pracy niezwykle wazny rysunek —
szkic rekoneksji (rys. 2). Przedstawial on dwa wiry, ktére nastepnie sie lacza
i szybko separuja. Nie tworza jednak identycznego ultozenia jak poprzednio.
Zal6zmy, ze poczatkowo mieliSmy do czynienia z wirami prawym i lewym.
W momencie laczenia utworza one strukture przypominajaca litere X. Po
rekoneksji za$ wiry roztacza sie tak, ze bedziemy widzieli wir gérny i dolny.

Musialo jednak uplynaé prawie 60 lat od artykulu Feynmana, by
eksperymentatorzy potwierdzili jego przewidywania. W 2014 roku grupa
naukowcow opracowala metode obrazowania wirow i wreszcie ustalila, ze
rekoneksje i fale Kelwina istnieja.

Do kondensatu z wirami badacze dodali domieszke — inne atomy. Podobnie jak
fusy w mieszanej herbacie, te dodatkowe atomy usadzily sie we wnetrzu wiréw.
Naukowcy oswietlili uktad Swiattem o odpowiednio dobranej czestotliwosci

i zobaczyli jasne punkty. To byly wladnie atomy domieszki. Ta metoda
eksperymentatorzy uzyskali pierwszy film z widocznymi rekoneksjami.

Warto dodaé, ze zaréwno rekoneksje, jak i fale Kelwina przyczyniaja sie do
wytracania energii przez uklad. Nazywamy to efektywna dysypacja. Ostatecznie
energia ta przeksztalca sie w cieplo i powoduje ogrzewanie ukladu.

Tak dtugi czas oczekiwania na potwierdzenie przewidywan teoretycznych nie
jest przypadkiem odosobnionym. Pomiedzy zapostulowaniem istnienia bozonu
Higgsa a jego odkryciem mingto niemal pét wieku. 40 lat to z kolei czas, jakiego
potrzebowali badacze, aby wykry¢ zjawisko rozpadu dwuprotonowego.

W fizyce sg zjawiska, ktérych istnienie wydaje si¢ dzis realne tylko na kartce
papieru. Niektoére z nich, takie jak istnienie rekoneksji, na do$wiadczalne
potwierdzenie musialy czekaé kilkadziesigt lat. Sam Feynman niestety nie
doczekal pierwszego eksperymentu, w ktorym uwidoczniono rekoneksje. Ale, jak
w Sto lat samotnos$ci pisal Gabriel Garcia Marquez, ,,wielkie obsesje silniejsze sa
niz Smierc”.
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*Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska

Rys. 2. Wykres funkcji fr(z)

(X
F3(X)

Fy(X)

Rys. 3. Go to wykres fo

1 x
Rys. 4. G1 = F(Gyp) to wykres f1

1 x

Rys. 5. Ga = F?(Gy) to wykres fo

Wszedzie brak pochodnej
Jarostaw GORNICKI*

Przez wiele lat pytanie: czy istnieje funkcja ciggla f : [a,b] — R, ktdra w Zadnym
punkcie nie posiada pochodnej? bylto otwarte. Odpowiedz twierdzaca pojawita
sie w XIX wieku (Bernard Bolzano, Charles Cellérier, Bernhard Riemann, Karl
Weierstrass) w postaci przyktadéw:

& 3n

fw(z) = Z w, z € R, (K. Weierstrass, 18.07.1872),
n=0
s mil’lkez|2nl‘—k‘| .

fr(z) = Z o , x € R, (Teiji Takagi, 1903).
n=0

Wykresy tych funkcji trudno sobie ad hoc wyobrazié (rys. 1, 2).

Hidefumi Katsuura (1991) pokazal, ze funkcje o wyzej opisanej wlasnosci
mozna latwo uzyskaé jako granice ciggu funkcji cigglych kawalkami liniowych.
Wiasnosci funkeji Katsuury odkrywamy, analizujac konstrukcje jej wykresu (nie
znamy jawnego wzoru funkcji). Dodatkowo wykres (a raczej jego przyblizenie

z dowolna dokladnoscia) mozna bardzo tatwo wygenerowac!

Kluczowym elementem konstrukcji jest nastepujace przeksztalcenie. Dla
prostokata X o wymiarach a x b i bokach réwnoleglych do osi ukladu
wspdélrzednych definiujemy przeksztalcenia F; : X — X i =1,2,3 (patrz rys. 3,
gdzie X =[0,1] x [0,1]):
o Fi(z,y)= (%, %y), ktére $ciska prostokat X do prostokata F(X) o wymiarach
éa X %b;
o Fy(z,y)= (2“71, H?y), ktére Sciska prostokat X do prostokata Fo(X)
o wymiarach za X 50, faczac to z pewna symetria zbioru X;
o Fi(z,y) = (M, M), ktére Sciska prostokat X do prostokata F3(X)

3
o wymiarach ga X 5.

Nastepnie wyrézniamy rodzine C(X) wszystkich niepustych, domknietych

podzbioréw zbioru X i definiujemy przeksztalcenie F': C(X) — C(X) wzorem
F(A)=Fi(A)UF,(A)UF3(A), AeC(X).

Niech X = [0,1] x [0, 1] bedzie kwadratem jednostkowym na plaszczyznie

euklidesowej. Stosujac przeksztalcenie F' do zbioru Go = {(z,z) : z € X}

(przekatnej kwadratu X), otrzymujemy ,zygzak” — zbiér G; = F(Gy) (rys. 4).

Iterujac przeksztalcenie F, tworzymy zbiory G, 11 = F(G,) = F"T1(Gy),
n=20,1,2,... Kazdy ze zbioréw G,, jest wykresem pewnej funkcji ciaglej
£n :[0,1] = [0, 1], rys. 5, 6.

Z przedstawionej konstrukeji wynika, ze G,, C F"(X) dla kazdego m > n,

a poniewaz F™(X) jest suma 3™ prostokatow, kazdy o wysokosci co najwyzej
(2)", wiec t;épl] | frm(t) — fn(t)|} zbiega do 0, gdy n,m — co. Zatem granica tak
otrzymanego jednostajnie zbieznego ciagu funkeji ciagtych {f,} jest funkcja
ciaglta f :]0,1] — [0,1]. W dalszej czeSci tekstu pokazemy, ze funkcja ta w zadnym
punkcie zbioru (0, 1) nie ma pochodnej.

Dygresja. Felix Hausdorff wprowadzil pojecie odlegloéci miedzy zbiorami A, B € C(X).

Dla zbioru A € C(X) i e > 0 niech zbiér Ac = {z € X : d(z,y) < ¢ dla pewnego y € A}

bedzie e-otoczeniem zbioru A. Wtedy dla zbioréw A, B € C(X) odlegto$¢ Hausdorffa miedzy
nimi okredlamy jako dg (A, B) =inf{e > 0: A C B: A B C A:}. Tak okreslona przestrzen
(C(X),dy) okazuje si¢ zupelng przestrzenia metryczna. Ponadto opisane wyzej przeksztalcenie
F jest kontrakcja: istnieje L € [0,1) takie, ze dy (F(A), F(B)) < L-dy (A, B) dla dowolnych
A, B € C(X). Na mocy twierdzenia Banacha o punkcie stalym (o ktérym mozna przeczytaé
np. w |AY9) wnioskujemy zatem, ze istnieje dokladnie jeden zbiér G € C(X) taki, ze G = F(G).
Ponadto dla dowolnego zbioru A € C(X) iteracje F™(A) sa zbiezne do zbioru G w metryce
Hausdorffa przy n — oo.

W naszym przypadku ciag {Go, G1, G2, ...} okreslony zaleznoscig rekurencyjng Gn+1 = F(Gn)

jest zbiezny (w metryce Hausdorffa) do granicy G, ktéra jest jedynym rozwigzaniem réwnania
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Yy

1 =
Rys. 6. G3 = F3(Gy) to wykres f3

[1] W. Kaczor, M. Nowak, Zadania
z analizy matematycznej, cz. II, Wyd.
UMCS, Lublin 1998, zadanie 2.1.14.

flxn)

fl@n41)

I

(2/3)(f(zn)—f(2))

f(z)
T
z Tn4+1 Tn
1/3)(zn —x)
Rys. 7
flxn)
fl@ny1)

1\
2/3)(f(zn)—f(2))
N2

f(Yn+1)

f(zn)

T Tn+1 Ynt+1l Yn
Rys. 8

*Zbiér A jest pierwszej kategorii Baire’a,
jesli mozna go przedstawié jako
przeliczalng sume zbioréw, ktérych
domknigcia maja puste wnetrze.

G =F(G): G= lim F"(Go) = {(z, f(z)) : = € [0,1]}. Co wiecej, zbiér G (wykres funkcji f)
n— oo
mozna réwniez uzyskad, iterujac przeksztalcenie F' na jednoelementowym (!) podzbiorze X,
np. G = lim F"({(0,0)}). W tym momencie znalezliémy si¢ niebezpiecznie blisko (bo to
n— oo

bardzo wciggajaca tematyka) uktadéw dynamicznych i fraktali.

Tworzac zbiory Gy, n > 0, sklejamy odcinki w punktach (wezlach),

ktérych wspodlrzedne xz-owe sa liczbami tréjkowo-wymiernymi (tzn. sa
wielokrotnoécia 37% dla pewnej liczby naturalnej k). Kazdy wezel zbioru G,,
staje si¢ weztem zbioru G,,, dla wszystkich m > n i oczywiscie elementem
zbioru G (czyli wykresu funkeji f).

Lemat 1. Zbior T = | {zx. &, .-, 37;;1} jest gesty w przedziale [0, 1].
1

nz

Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze kazdy przedzial otwarty (a — d,a+ 9) dla a € (0,1),
6 > 0, zawiera punkt ze zbioru T'. Poniewaz 3% — 0 przy n — oo, wiec istnieje
ng € N takie, ze dla ¢ = 3™, 0 < % < 0. Rozwazmy przedzialy [0, %], [%, %]7 R
[%27 q%ql], [q%’l, 1]. Poniewaz ich suma jest przedzialem [0, 1], wiec dla jednego

znich%gang'H. Skoroé<5,wi(gca75<%<a+5.

Jak wiemy, funkcja g : [0,1] — R jest rdzniczkowalna w punkcie z € (0, 1),

gdy granica lim %i(y) = ¢'(z) istnieje i ma skoniczong warto$é. W naszym
y—)w

przypadku do badania rézniczkowalnosci funkcji f wykorzystamy zbiér T
i nastepujacy rezultat; jest to zadanie 2.1.14. w [1].

Lemat 2. Niech g : [0,1] — R bedzie funkcjq ciggle i rézniczkowalng w punkcie
te(0,1). Jesli dlan=1,2,... zachodzi 0 <z, <t <yp <lixz, >tiy, =1, to
1li 9(WYn)—9(xn) — f/ .
7L1—>H010 Yn—Tn f (t)
JesteSmy juz gotowi, by uzasadnié, ze funkcja f nie jest nigdzie rézniczkowalna.
Zalézmy, ze x € T, i niech = = 3% dla pewnych k,m € N. Niech z,, =z + 3,,1%

Wtedy z,, = x oraz lim \%
n— 00 Ty

= 00, bo wykres funkcji staje sie coraz
bardziej stromy i |f(x) — f(zn)| = 2" |z — 2,|, patrz rys. 7.

Jezeli x ¢ T, to na podstawie lematu 1 istnieja ciagi {z,}, {yn} C T takie, ze dla
kazdegon =1,2,...

(1) yn — T = 37,
(2) & < < Yn.

Woéwezas, korzystajac z lematu 2, albo zachodzi sytuacja opisana wyzej (gdy

Tpa1 = Tp Wb ypi1 = yn), albo dla 2,41 # Ty 1 Yni1 # Yn, %ﬁiﬁ“) =

= —fn)=f(en) 5 |f(y"):f(w")| > 1 dla kazdego n = 1,2, ..., wigc granica
Yn—Tn Yn—Tn

lim M nie istnieje, patrz rys. 8.

n—00 Yn=Tn

Zatem funkcja f nie jest rézniczkowalna w punktach z € (0, 1).

W 1929 roku Hugo Steinhaus postawil pytanie o wielko$¢ zbioru wszystkich
funkcji ciagltych nigdzie nierézniczkowalnych w przestrzeni C|0, 1] wszystkich
funkcji ciaglych f : [0,1] — R. Ze wzgledu na trudnosci zwiazane z podaniem
przykladu funkcji ciaglej nigdzie nier6zniczkowalnej przypuszczano, ze tego
typu funkcje sa bardzo rzadka osobliwo$cia. Zaskakujaca odpowiedZ podatl
Stefan Banach w 1931 roku. Banach po pierwsze wykazal (stosujac twierdzenie
Baire’a, bez wskazywania konkretnego przykladu), ze funkcje ciagle nigdzie
nierézniczkowalne istnieja. Po drugie wykazal, Zze zbior wszystkich funkcji
ciaglych rézniczkowalnych w co najmniej jednym punkcie dziedziny jest
zbiorem matym z topologicznego punktu widzenia — jest zbiorem pierwszej
kategorii Baire’a*™ — w zbiorze wszystkich funkcji ciagltych C[0,1]. Zatem to
funkcja (gdziekolwiek) rézniczkowalna w $wiecie wszystkich funkcji ciaglych
jest zjawiskiem osobliwym, wyjatkowo rzadkim! Kolejny raz matematyka nas
zaskoczyla. . .
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O chiralnosci

William Thomson (lord Kelvin) w swych wykladach

na Uniwersytecie w Oxfordzie w 1893 roku zdefiniowal
obiekt chiralny jako taki, ktéry nie jest identyczny ze
swoim odbiciem zwierciadlanym. Obiekt, ktéry jest taki
sam jak jego odbicie zwierciadlane, nazywamy obiektem
achiralnym. Przykladem obiektéw chiralnych znanym

z zycia sa nasze dlonie. Wiemy, ze prawa rekawiczka
nie pasuje na lewa reke (i na odwrdt). Wiemy ponadto,
ze nasza prawa dlon widziana w zwierciadle wyglada
doktadnie tak jak nasza lewa dlon i vice versa.

Chiralnosé jest zjawiskiem powszechnym w chemii
organicznej, czyli takze w przyrodzie. Wynika to z faktu,
ze czasteczki chiralne latwo utworzyé¢. Wystarczy, ze

do atomu wegla dotaczone zostana cztery rézne grupy
atoméw. Przy syntezie czasteczek chiralnych w sytuacii,
gdy nie dysponujemy chiralnymi pétproduktami,

z jednakowym prawdopodobienstwem tworza sie
czasteczki o przeciwnych chiralnosciach. O takich
czasteczkach méwimy, ze maja konfiguracje L (lewa,

po lacinie laevus) lub D (prawa, po lacinie dexter).
Chemicy takie blizniacze (bardzo podobne — ale nie
identyczne) substancje okreslaja enancjomerami.
Mieszaning rownowagowsa obu enancjomeréw nazywamy
racematem. Enancjomery bardzo trudno odréznié
metodami chemicznymi. Na szczescie zachowuja sie
troche inaczej w Srodowisku chiralnym — co zostato
wykorzystane w procedurach ich rozdzielania.

Przyroda ozywiona z pewnej przyczyny wykazuje
zdecydowana przewage jednej chiralnosci nad druga.

I tak aminokwasy syntezowane w organizmach zywych
wykazuja konfiguracje L (poza jednym wyjatkiem —
glicyna — ktéra jest czasteczka achiralna). Przyktadowy
prosty aminokwas (alaning) przedstawiono na rysunku 1.

¢ A
C{L 2 R

L D

« A
t ]

«

)
J

J

Rys. 1. Jeden z podstawowych aminokwaséw (alanina) w konfiguracji
a) L oraz b) D. W organizmach zywych jest spotykana jedynie
wersja L, co nie oznacza, ze w laboratorium nie mozemy zsyntezowad
wersji D

Powstaje pytanie, dlaczego tak jest? Dlaczego
aminokwasy tworzace biatka w organizmach zywych
wykazuja tylko konfiguracje L, skoro w laboratorium

w trakcie syntezy z rownym prawdopodobienstwem
tworza sie czasteczki o konfiguracjach L oraz D? Do

tej pory nie znaleziono przekonujacej odpowiedzi na to
fascynujace pytanie.

Chiralnos¢ wystepuje nie tylko w chemii organicznej,
ale réwniez w fizyce. Przyjrzymy sie w tym kontekscie
ciekltym krysztatom i ich oddziatywaniu ze $wiattem.
Zaczniemy od przypomnienia, czym jest polaryzacja
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Pawel PERKOWSKI

Wydzial Nowych Technologii i Chemii, Wojskowa Akademia Techniczna
(pisal o tym réwniez Szymon Charzyniski w A%).

Fala elektromagnetyczna to oscylacje wzajemnie
prostopadtych do siebie pél: elektrycznego E

i magnetycznego B. Oba te pola ,napedzaja” sie
wzajemnie. Fala taka jest fala poprzeczna. Jak widaé
na rysunku 2, wektory: pola elektrycznego 57 pola
magnetycznego B oraz wektor falowy k, ktérego zwrot

i kierunek sa zgodne z wektorem predkosci rozchodzenia
sie fali, tworza prawoskretny uklad wektoréw. Mozemy
w fali elektromagnetycznej wyrdzni¢ pewien kierunek
prostopadly do kierunku rozchodzenia sie fali i nada¢ mu
nazwe kierunku polaryzacji. Przyjeto, ze ten kierunek
bedzie odpowiadal kierunkowi drgan wektora pola
elektrycznego E. Dlaczego tak przyjeto, przeciez w fali
elektromagnetycznej oba wektory sa réwnie wazne?
Stalo si¢ tak, poniewaz to wektor pola elektrycznego E
oddziatuje ze zdecydowang wickszoscig osrodkow.
Wektor pola magnetycznego B ze zdecydowana
wigkszoscia o$rodkéw nie oddziatuje — lub oddziatuje
bardzo stabo.

Kierunek
polaryzacji
by

‘\ k Kierunek

rozchodzenia sie fali

Rys. 2. Uktad prawoskretny wektoréw w fali elektromagnetycznej E, E, k
Naturalne swiatto stoneczne jest niespolaryzowane.
Najprostszym do uzyskania stanem polaryzacji

jest polaryzacja liniowa. Pole elektryczne oscyluje

w tym przypadku wzdluz jednego ustalonego
kierunku prostopadtego do kierunku rozchodzenia

si¢ fali. Uzyskujemy taka polaryzacje poprzez
zastosowanie polaryzatora liniowego, ktéry pochlania
fale elektromagnetyczne o polaryzacji innej niz
kierunek przepuszczania polaryzatora (rys. 3a). Takie
polaryzatory sa szare, poniewaz pochtaniajg czes¢
Swiatta.

Drugim, troche trudniejszym do otrzymania stanem
polaryzacji jest polaryzacja kotowa. Otrzymujemy

ja przez przepuszczenie Swiatta niespolaryzowanego
przez polaryzator liniowy i nastepnie przez plytke
¢éwieréfalowa — czyli pltytke z materiatu dwdjlomnego

(o takich materiatach napiszemy w dalszej czesci)

o specjalnie dobranej grubosci, dzieki czemu zmienia ona
$wiatlo spolaryzowane liniowo na $wiatlo spolaryzowane
kotowo. Zmiana wzajemnej konfiguracji polaryzator
liniowy—¢wiercfalowka prowadzi do otrzymania swiatta
spolaryzowanego kotowo lewoskretnie lub prawoskretnie.
W $wietle spolaryzowanym kolowo prawoskretnie

(rys. 3c) wektor pola elektrycznego obraca si¢ zgodnie
ze wskazowkami zegara, czyli tak, jak musiataby sie
obraca¢ sruba prawoskretna, zeby byta wkrecana

w kierunku rozchodzenia si¢ fali elektromagnetycznej.


http://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/2018/01/23/Jakie_fale_nas_kreca/

Gdy $wiatlo jest spolaryzowane kolowo lewoskretnie
(rys. 3b), woéwezas wektor pola elektrycznego obraca sie
w przeciwng strong (przeciwnie do wskazéwek zegara).

Fala

niespolaryzowana Fala spolaryzowana liniowo

X Ik Y
I R

Pola zator. ! ]
\ \
lintowy N NN
a) g &
Fala
niespolaryzowana
.'\ J
1Y
.‘ \
: \ '
i \ i
: i
0 ; T
¥\ \
Po ryzator‘
otowy
lewoskretny
Fal

Fala spolaryzowana kotowo prawoskretnie

niespolaryzowana
Ik
rof
]

Rys. 3. Stany polaryzacji §wiatla: a) liniowa, b) kolowa lewoskretna,
¢) kolowa prawoskretna
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Zajmiemy sie teraz cieklymi krysztalami i ich zwigzkiem
z polaryzacja $wiatla. Czasteczki o wydtuzonym
ksztalcie (pretopodobne) samoorganizuja sie, tworzac
najprostsza faze cieklokrystaliczng, zwana nematykiem.
Taka samoorganizacja polega na wzajemnie réwnoleglym
upakowaniu molekul, wymuszonym przez ich podtuzny
ksztalt. Nematyk charakteryzuje sie tym, ze dlugie osie
molekutl sa srednio skierowane wzdluz wyréznionego
kierunku zwanego direktorem, oznaczonym 7 na
rysunku 4a. Direktor nie jest wektorem — definiuje

tylko kierunek, ale nie ma zwrotu. Taki o$rodek
cieklokrystaliczny jest optycznie jednoosiowy (rys. 4b
i4c). Jego o$ optyczna pokrywa sie z kierunkiem
direktora.

Fala elektromagnetyczna inaczej rozchodzi si¢ w osrodku,

kiedy jej pole elektryczne oscyluje wzdtuz direktora,
a inaczej, kiedy oscyluje w kierunku prostopadtym.
Jezeli $wiatlo spolaryzowane liniowo biegnie réwnolegle
do kierunku direktora, to dla swoich wszystkich
polaryzacji pole elektryczne oscyluje prostopadle do
direktora (bo fala jest poprzeczna). Wtedy méwi sie,
ze to $wiatlo ,widzi” tzw. zwyczajny wspotczynnik
zalamania no (rys. 4b). Kiedy $wiatlo spolaryzowane
liniowo biegnie prostopadle do kierunku direktora, to
pole elektryczne (pamietamy, ze fala jest poprzeczna)
moze oscylowa¢ wzdluz direktora, prostopadle do
direktora lub pod innym dowolnym katem posrednim.
Wygodnie jest wtedy roztozyé¢ to swiatto na sktadowe
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polaryzacje: zgodna z kierunkiem direktora i prostopadla
do niego. Kazda z tych sktadowych rozchodzi sie
inaczej, co opisuje sie réznymi dla obu sktadowych
wspoélczynnikami zatamania. Jezeli kierunek polaryzacji
Swiatla pokrywa sie z kierunkiem direktora, to $wiatto
,widzi” tzw. nadzwyczajny wspotczynnik zatamania ng,
natomiast gdy polaryzacja $wiatla jest prostopadla

do kierunku direktora, wéwczas $wiatto ,,widzi”
wsp6lezynnik zalamania zwyczajny no (rys. 4c¢). Réznice
obu wspdlczynnikéw zalamania An = ng — np nazywamy
dwdjlomnoscia. W takiej fazie cieklokrystalicznej nie ma
jeszcze niczego zwi@zanego z chiralnoéci@.

l ‘ 1) 1 . "
. No %—' 0
n

l IIH"
AN crl

Rys. 4. a) uporzadkowanie czasteczek w nematyku, b) swiatto biegnace
wzdluz osi optycznej (do géry rysunku) ,widzi” osrodek izotropowy,
c) $wiatlo biegnace prostopadle do osi optycznej (prostopadle do
rysunku) widzi o$rodek dwéjlomny

Gdy wprowadzimy do czasteczek tworzacych nematyczny
ciekly krysztal centra (atomy) chiralne i czasteczki stana
sie chiralne, wowczas struktura nadmolekularna ciektego
krysztatu ulegnie modyfikacji. W chiralnym nematyku
powstanie skrecona struktura. Strukture taka nazywamy
struktura helikoidalna, czyli helisa (rys. 5). Powstaje
ona wskutek stopniowego skrecania osi direktora o maly
kat pomiedzy sasiednimi warstwami molekul. Skrecenie
wyrdznia o$ prostopadla do direktora, ktéra nazywamy
osig helisy. Struktura uporzadkowania w nematyku
chiralnym jest podobna do éruby. W zaleznoéci od
konfiguracji bezwzglednej czasteczek chiralnych (L i D)
powstata struktura srubowa moze by¢ prawoskretna

lub lewoskretna. Zmiana konfiguracji bezwzglednej
czasteczki powoduje zmiane skretnosci helisy na
przeciwna. Z tym ze konfiguracja bezwzgledna czasteczki
nie jest zwigzana $cisle z jedna skretnoscia helisy.

I tak w jednej substancji zbudowanej z molekutl

o bezwzglednej konfiguracji L tworzy sie helisa
prawoskretna, a druga substancja zbudowana z molekut
o konfiguracji L tworzy lewoskretna helise. Efekt,

w ktérym wprowadzenie chiralnosci do czasteczki
powoduje stworzenie nadmolekularnej struktury skretnej
(takze chiralnej), nazywa sie transferem chiralnosci.

Rys. 5. a) lewoskretna i b) prawoskretna helisa w nematyku chiralnym.
Warstwy sg narysowane dla ulatwienia — w rzeczywistosci skrecenie jest
ciggle. Strzatki pokazuja, o jaki kat obracaja sie warstwy wzgledem
warstwy pierwotnej (skrajnej lewej)



Wtlasciwoéci optyczne nematyka chiralnego sa

zupelnie inne w poréwnaniu z wlasciwosciami
optycznymi ,,zwyklego” nematyka. Przede wszystkim
nematyk chiralny jest aktywny optycznie. Skutkuje

to m.in. tym, ze Swiatto spolaryzowane liniowo
padajace na nematyk chiralny wzdtuz osi helisy
rozdziela sie na dwie przeciwne polaryzacje kolowe:
prawoskretna i lewoskretna. Polaryzacja kotowa

Swiatta charakteryzujaca si¢ przeciwna skretnoscia

w porownaniu do skretnosci helisy przechodzi przez taki
oérodek, natomiast $wiatto o polaryzacji kolowej zgodnej
ze skretnoscia helisy odbija sie idealnie od takiego
nematyka. Czyli chiralne molekuly tworza chiralny
nematyk — osrodek, ktory potrafi rozdzieli¢ S$wiatto na
dwie polaryzacje kolowe o przeciwnych skretnosciach.
Mozna by napisaé, ze struktura skrecona nematyka
chiralnego dziata na $wiatlo jak filtr chiralny — rozdziela
$wiatlo ,racemiczne” na dwie przeciwne polaryzacje
kolowe (co$ na ksztalt enancjomeréw” $wietlnych).
Mamy tu pewne ideowe podobienstwo do metody,
ktorej uzywaja chemicy do rozdzielania zsyntezowanego
racematu na dwa przeciwne enancjomery. Technologie
te nazywamy ogélnie chromatografia chiralna (rys. 6).
Wazne jest to, ze osrodek, w ktérym nastepuje proces
rozdzielenia enancjomeréw czy rozdzielenia polaryzacji
kotowych, musi by¢ chiralny, poniewaz tylko osrodek
chiralny potrafi rozrézniaé chiralne obiekty.

Swiatto spolaryzowane
liniowo

&

Helisa w chiralnym
chiralna nematyku

4 Y d Y

Czgsteczki chiralne Czasteczki chiralne Fotony o polaryzacji  Fotony o polaryzacji
o konfiguracji L o konfiguracji D kotowej lewoskretnej kotowej prawoskretnej

Racemat

O

Chromatografia

a)

Rys. 6. a) racemat rozdzielany na chiralnych kolumnach
chromatograficznych na dwa enancjomery, b) $wiatlo spolaryzowane
liniowo jest rozdzielane przez o$rodek chiralny (z helisa) na dwie
przeciwne polaryzacje kotowe

Gdy utworzymy nematyczny ciekly krysztal z taka samg
zawartoscia czasteczek, o jednej i o drugiej chiralnosci,
wowczas otrzymamy zwykly nematyk, ktéry straci
swoja aktywno$¢ optyczna — stanie sie racematem.
Podobnie jest ze $wiattem — gdy zlozymy Swiatto

o przeciwnych polaryzacjach kotowych, to otrzymamy
$wiatlo o polaryzacji liniowej; ale pamietajmy, ze
polaryzacja liniowa w dalszym ciggu sktada sie z dwdch
polaryzacji kotowych o przeciwnych skretnosciach —
mozna by napisa¢: ,chiralnosciach”.

Zobaczyliémy wiec, ze struktura skrecona nematyka
chiralnego moze rozdzieli¢ $wiatlo na dwie wzajemnie
przeciwne polaryzacje kotowe. Powstaje pytanie, czy
mozliwy jest efekt przeciwny: czy Swiatto spolaryzowane
kotowo lewo- lub prawoskretnie moze spowodowac,

ze w wyniku reakcji chemicznej powstanie nadwyzka
jednego enancjomeru nad drugim?
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Synteza asymetryczna jest wazna dziedzing syntezy
organicznej nie tylko ze wzgledu na synteze nowych
zwiazkow cieklokrystalicznych, ale przede wszystkim
ze wzgledu na synteze nowych lekow. Czystosé
enancjomeryczna lekéw jest istotnym parametrem,
gdyz ta sama substancja o réznych konfiguracjach
przestrzennych moze dziala¢ na organizm w rézny
sposob. W drugiej potowie XX wieku zauwazono,

ze $wiatlo spolaryzowane kolowo (o okreslonej lewo-
czy prawoskretnej polaryzacji) o$wietlajace achiralne
reagenty prowadzi do syntezy produktéw, ktére
wykazuja bardzo niewielka, ale mierzalna, réznice
pomiedzy jednym a drugim enancjomerem w produkcie
syntezy. Efekt ten jest nazywany transferem chiralnosci
pomiedzy chiralnymi (spolaryzowanymi kolowo)
fotonami a chiralnymi czasteczkami.

Piotr Curie sformulowal w 1894 roku zasade (zwana
zasada Curie), ktora okresla zwiazek symetrii przyczyny
i symetrii skutku z nig zwigzanego. Jest kilka
sformulowan tej zasady, przytoczmy tu jedna wersje:

Jezeli znany rezultat charakteryzuje sie szczegolng
asymetrig (czy brakiem elementéw symetrii), ta ostatnia
powinna byc takze cechq przyczyny, ktora doprowadzila
do wygenerowania tego rezultatu.

Mozna wiec przypuszczac, ze czasteczki chiralne

o zdefiniowanej chiralnosci musza byé¢ syntezowane

w obecnoéci czynnikéw, ktére przynajmniej na jakims
etapie musza wykazywaé¢ wymagang chiralnosé. Jezeli
nie bedzie takiego czynnika asymetryzujacego, to
czasteczki o konfiguracji L oraz D beda sie syntezowaly
z rownym prawdopodobienstwem, i powstanie racemat.
Obecnie czynnikiem asymetryzujacym przy tworzeniu
biomolekul wystepujacych w naturze sa same organizmy
zywe — z natury chiralne, w ktoérych zachodzi synteza.
Jednak pytanie, kiedy i dlaczego taka asymetria sie
pojawila, pozostaje nadal bez odpowiedzi.

Swiatlo sloneczne nie jest spolaryzowane. Gdyby
naturalne Swiatlo przejawialo minimalna przewage
jednej polaryzacji kotowej nad druga, to mozliwe byloby
sformulowanie hipotezy, ze ono jest przyczyna asymetrii
w chiralnosci zwiazkéw organicznych. Musimy takze
bra¢ pod uwage fakt, ze o$wietlenie silnym $swiattem
spolaryzowanym kolowo zaburza réwnowage racemiczng
zsyntezowanych produktéw nieznacznie.

Zjawisko chiralnosci jest charakterystyczne nie tylko dla
materii, ale réwniez dla $wiatta. Dowdd eksperymentalny,
ze polaryzacja kolowa fali elektromagnetycznej

moze prowadzié¢ do syntezy (synteza asymetryczna)
niewielkiej nadwyzki (ale mierzalnej) jednego
enancjomeru nad przeciwnym, nie jest rownowazny
dowodowi prawdziwoéci tezy, ze byla ona prekursorem
homochiralnego $wiata. Jest jednak na tyle istotny,

ze powinnidmy go braé¢ pod uwage w poszukiwaniach
odpowiedzi na pytanie: dlaczego tak sie stalo, ze Swiat
ozywiony preferuje aminokwasy o konfiguracji L?
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Baruch Spinoza i matematyka
Grzegorz LUKASZEWICZ*

Zwiazki Spinozy z matematyka sa niebanalne, choé¢ sam nigdy nie napisat
typowej pracy matematycznej. Matematyke uwazat za wzér rozumowania
majacego doprowadzi¢ do prawdy, a swoja stynna Ftyke, czyli Ethica Ordine
Geometrico Demonstrata (1677), napisal, wzorujac si¢ na Elementach Euklidesa.

W swoim niedokonczonym Traktacie o doskonaleniu umystu przedstawit kolejne
poziomy poznania [por. Polya, 1975]. Omdéwimy je ponizej, odnoszac sie do
zrozumienia znanej ze szkoly, elementarnej formuly

(1) (a+b)? = a® + 2ab + b2,

na poczatku w zakresie liczb naturalnych. Nastepnie bedziemy si¢ zaprzyjazniaé
z nasza formulg na rozmaite sposoby (przy okazji pokazujac mechanizmy
odkrywania prawd matematycznych), poglebiajac coraz bardziej poziomy jej
zZrozumienia.

(I) Poznanie mechaniczne. Znamy formule na pamieé, wiemy, ze jest
sensowna i jak ja zastosowaé, ale jeszcze nie sprawdziliSmy, czy jest poprawna
chocby dla jednego wyboru liczb a, b.

(IT) Poznanie indukcyjne. SprawdziliSmy formute na kilku losowo wybranych
przyktadach, przekonaliSémy sie, ze jest poprawna, sadzimy, ze jest zatem
poprawna dla dowolnych par liczb naturalnych, tym bardziej, ze formutla
widnieje w podreczniku.

(I1I) Poznanie racjonalne. Przeprowadzilismy dow6d formuly,

(2) (a+b)* = (a+b)(a+b) =a*+ab+ba+b*=a® + 2ab+ b,
korzystajac z naszej wiedzy o arytmetyce liczb naturalnych. Zatem formula jest
poprawna, jesteSmy o tym przekonani.

Ale czy na podstawie powyzszych badan mozna uznaé¢ formule za oczywista?
Czy przemawia do naszej intuicji? Z pewnoscia nie poraza swoja oczywistoscia.
Zauwazmy, ze w dotychczasowym poznaniu reguly mieliémy do czynienia

z jej coraz glebszym psychologicznym poznaniem. Jesli poprzestaniemy na
dotychczasowych stopniach poznania, co jest do$é¢ typowe, to nie mozemy
powiedzieé, ze sie z nasza formuta zaprzyjazniliémy. Spinoza proponuje kolejny
poziom poznania.

(IV) Poznanie intuicyjne. Jest dla nas oczywiste, ze formula jest prawdziwa,
nie moze by¢ inaczej, nikt nas nie przekona, ze jest inaczej. Nota bene
oczywistosé jest poziomem poznania podkreslanym takze przez Kartezjusza jako
konieczny dla prawdziwego poznania (Rozprawa o metodzie, 1656). W przypadku
naszej reguly ten poziom oczywistosci osiagamy, przedstawiajac geometryczny
dowéd formuly, ktéry znany byt juz w starozytnosci (Euklides, Elementy,
twierdzenie II, 4).

Czy to juz koniec? Wrecz przeciwnie, teraz dopiero zobaczylidémy, jakie
wyobrazenia stoja za nasza formuta. Mozemy ja dalej wykorzysta¢ w réznych
kierunkach, ktére nam si¢ narzucaja. Naleza do nich:

(i) powigkszenie zakresu liczb a, b,

(ii) uzycie innego wykladnika niz 2,

(iii) powiekszenie liczby skladnikéw,

(iv) inne rozumienia obiektéw a, b i operacji dodawania i mnozenia.

Jest to powszechna metoda odkrywania nowych prawd matematycznych —
indukcja ¢ analogia [Polya, 1954].

Ad (i) Proponujemy, aby Czytelnik sprébowal rozszerzyé zakres poprawnosci
formuty, kolejno dla liczb rzeczywistych spelniajacych warunki (a) a,b > 0,
(b) a>0,b<0, (c) a,b <0, postugujac sie wyobrazeniami geometrycznymi.
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Sir William Rowan Hamilton
(1805-1865)

George Boole (1815-1864)

Podobnie do wektoréw w R? mozemy
rozwazaé np. wektory w przestrzeni
euklidesowej dowolnego skoriczonego
wymiaru, a nawet w przypadku, gdy
rozwazane wektory maja nieskonczenie
wiele wspéirzednych.

Pomoze to uswiadomié sobie trudnoéci starozytnej geometrii, w ktorej liczby
byly dtugoéciami odcinkow, oraz doceni¢ dobrodziejstwo algebry. Zawsze jednak,
gdzie to mozliwe, warto poszukaé kluczowego geometrycznego pomystu.

Mozemy tez sprawdzi¢, ze reguta jest poprawna dla dowolnych liczb zespolonych,
i znalez¢ geometryczne interpretacje formuly dla kilku istotnie réznych
przypadkéw szczegdlnych. To moze nas doprowadzié — jak wszystkich
matematykow az do konca XVIII wieku i jeszcze dluzej — do wniosku, ze jest to
formutla algebraiczna ogélnie poprawna. Ukuto nawet na takie mniemanie nazwe,
principle of the generality of algebra. Znaczylo to tyle, ze formula sprawdzona
dla pewnego dos¢ szerokiego zakresu jej argumentow bedzie takze poprawna dla
wszystkich innych argumentow i interpretacji algebraicznych. Byto to zalozenie
dos¢ niebezpieczne, z drugiej strony jednak bardzo ptodne. Matematycy XVIII
i XIX wieku bronili tej swobody, twierdzac, ze nadmierne ograniczenia gwoli
Scistosci prowadzi¢ moga do zastoju matematyki, co péZniej wielokrotnie sie
zreszta powtarzalo — przypomnijmy choéby kontrowersje wobec rachunku
operatorowego Heaviside’a, pozornej magii matematyki S. Ramanujana czy calek
Feynmana. Fizycy, inzynierowie i wizjonerzy niejednokrotnie wymuszali rozwdj
matematyki.

Szokiem byta konstatacja, ze juz w zakresie liczbowym nie jest to formuta
algebraiczna ogolnie poprawna, gdy Rowan Hamilton wprowadzit kwaterniony
(1843) (potrzebne np. w zagadnieniach faktoryzacji wielomianéw, podobnie jak
wezesniej liczby zespolone) [Liczby zespolone i kwaterniony, Al2]. Zauwazmy,
ze w dowodzie naszej formuly, patrz rownosci w , uzyliSmy zalozenia, ze

dla dowolnych a, b jest zawsze ab = ba, a to jest nieprawda w przypadku
kwaternionow.

Mozemy teraz zadaé¢ narzucajace sie pytanie (patrz punkt (iv) powyzej): dla
jakich obiektéw a, b i interpretacji operacji dodawania i mnozenia nasza formuta
ma sens, jest poprawna badz nie jest poprawna?

Studenci matematyki juz na pierwszym roku wiedza, ze nasza formuta ma
sens np. dla macierzy kwadratowych, ale w ogdlnosci nie jest wtedy poprawna,
natomiast jest poprawna w zakresie np. macierzy diagonalnych. Mnozenie
macierzy odpowiada bowiem skladaniu przeksztalcen, dla ktorych kolejnoéé
wykonania jest oczywiscie istotna.

Mozemy rozwazaé nasza formute dla calkiem innych obiektow, np. za obiekty
a, b przyja¢ dowolne zbiory, z operacjami ich teoriomnogo$ciowego dodawania
i mnozenia, czyli sumy i przeciecia. Mamy wtedy
(aUb)? = (aUb)N(aUb) =aUb

oraz

a>U2(anb)ub®=(ana)U((anb)U(and))U(bnb) =aUb,
stad nasza formula jest poprawna takze przy takiej interpretacji, czyli
w algebrze Boole’a. Idac tym tropem, mozemy tez wyprobowaé naszg formule na
dowolnych zdaniach a,b o wartoéciach logicznych 1 lub 0, z operacjami logicznymi
a A b oraz a Vb (koniunkcji i alternatywy).

Zauwazmy, ze gdy a jest wektorem w przestrzeni euklidesowej R2, to a? mozemy
interpretowaé jako kwadrat jego dtugosci, a zatem a? jest liczba nieujemna,
natomiast dla wektorow a, b wyrazenie ab mozemy interpretowaé jako ich
iloczyn skalarny a - b, ktéry tez jest liczba rzeczywista. Wtedy rachunek
pozostaje w mocy, co pokazuje, ze nasza formula jest prawdziwa réwniez w tym
przypadku.

Natomiast jesli dla wektorow a i b symbolowi ab nadamy interpretacje iloczynu
wektorowego a x b, a dodawaniu interpretacje zwyklego dodawania wektorow, to
nasza formula jest w ogdlnosci nieprawdziwa.

Ad (ii) PrzejdZzmy teraz do niektérych istotnych uogélnienn w punkeie (ii).
Znajac geometryczny dowod naszej formuly dla liczb dodatnich, nie jest trudno
odgadnaé formule dla sze$cianu sumy, tzn.

(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + b°,
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Niels Abel (1802-1829)

Dowéd formuly przeprowadzil dopiero
Niels Abel, ten sam, ktéry udowodnil, ze
dla wielomianéw piatego stopnia nie
istnieje elementarny wzor na ich
pierwiastki. Od niego pochodzi tez nazwa
grupy abelowej (nieabelowej), w ktdrej
dziatania grupowe sa przemienne
(nieprzemienne) — podstawowego pojecia
dla teorii calkowalnosci réwnan.

Formutla posiada wersje z dowolnym
wyktadnikiem rzeczywistym, ktérej tu
jednak nie przytoczymy.

Obliczenia Newtona dla logarytmu
z dokladnoscig do ponad 50 miejsc po
przecinku

@

korzystajac z analogicznej konstrukcji geometrycznej, tym razem w przestrzeni
euklidesowej wymiaru trzy. Dla wyzszych poteg naturalnych nie mozemy sie
postuzyé¢ interpretacja geometryczna, bo nie mamy naturalnych intuicji co do
przestrzeni czterowymiarowej. Tym niemniej rozwiniecie dla wyrazenia (a + b)™
dla dowolnej liczby naturalnej n (prowadzace do tzw. dwumianu Newtona) byto
juz znane w XVII w. (James Gregory, 1670) [Coolidge, 1949]. A co otrzymamy,
gdy wykladnik jest liczbg wymierna? Wyrazenie (a + b)™/™ ma wtedy sens, ale
jak je rozwinaé w sume odpowiednich iloczynéw? Tym zagadnieniem zajmowali
sie w XVII wieku m.in. James Wallis i Isaac Newton. Ten ostatni doszedl do
poprawnej formuty dla liczb wymiernych, ktorej jednak nie udowodnit do konca.
Jest to formula bedaca w ogdlnosci nieskoniczonym szeregiem

oo

m 1 /m\ /m m m ok
®) (a—’_b)n_kz_ok!(n)(n 1)(n k—i—l)an b
(gdzie 0!=11=1,2!=1-2,31=1-2-3, itd.). Newton wykorzystal ja do obliczenia
wielu calek dla calych klas krzywych, takze niealgebraicznych, ktére nazywano
wtedy krzywymsi mechanicznymi. Byl z tego bardzo dumny, gdyz jego wielki
poprzednik Kartezjusz w swojej Geometrii badal tylko krzywe algebraiczne,
a w dodatku calkowaniem wcale si¢ nie zajmowal. Newton wykorzystywat
takze inne rozwiniecia funkcji w szeregi nieskonczone dla konkretnych obliczen
numerycznych, przy czym wykonywal niekiedy takie obliczenia z doktadnoscia
do kilkudziesigciu miejsc po przecinku.

Ad (iii) Formula ma takze uogoélnienie w tym kierunku, mianowicie:

n!
n __ ki,ke o km
(4ot tam)' = ) Tl Tl -l 1 2
ki+ko+...+km=n
gdzie sumujemy po wszystkich ciagach liczb catkowitych nieujemnych
ki, ko, ... ky, takich, ze k1 + ko + ... + ky, = n. W szczegdlnosci, dla m = 2,

n =2, x1 = a, T2 = b otrzymujemy wyjsciowa formute .

Na tym konczymy nasza zabawe, ktéra okazata sie pouczajaca. Przede
wszystkim pokazala ogromna silte zapiséow symbolicznych, ktére mozna
interpretowac¢ na rézne sposoby, jak rowniez zilustrowala plodnosé metod
indukcji i analogii w matematyce. ZaprzyjazniliSmy sie takze glebiej z pozornie
trywialng formuly ze szkoty éredniej. Dalsze zaprzyjaznianie si¢ z ta formula
wykracza juz poza ramy tego artykutu, a gdyby ktos chcial docieka¢ dalej,

np. pozna¢ geometryczne konstrukcje operacji dodawania i mnozenia w jezyku
geometrii rzutowej, albo dowiedzie¢ sie, jak mogliby widzie¢ problem ,,czy

ab = ba?” kosmici, zachecamy do lektury pozycji [Stillwell, 2002] oraz obejrzenia
wykladu [Stillwell, 2011].
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Rozwigzanie zadania M 1697. Ustalmy liczbe calkowity dodatnig n Rozwiazanie zadania M 1698. Odpowiedz: Nie mozna.
i zalézmy, ze jest parzysta. Mamy n = 2n — n, a skoro 2 | n, to n oraz 2n

maja tyle samo dzielnikéw pierwszych.

Podzielmy szes$cian na milion sze$cianéw o krawedzi 1.
Potozenie kazdego szeScianu podzialu mozemy opisaé za

Zalézmy wiec, ze n jest liczba nieparzysta. Niech p > 2 bedzie najmniejsza pomocy, tréjki wspélrzednych ze zbioru {1,2,...,100}.
liczba pierwsza, ktéra nie dzieli n. Mamy Niech

n=pn— (p— 1)n. (=" dla 1 < n <49,
Przez L(x) oznaczmy liczbe dzielnikéw pierwszych liczby catkowitej An = % dla 50 < n < 51,
dodatniej x. Pozostaje wykazaé, ze L(pn) = L ((p — 1)n). Skoro p )( n, to (—1)"*!  dla 52 < n < 100.
oczywiscie L(pn) = L(n) + 1. Z drugiej strony zapiszmy p — 1 = 2" - m, gdzie o o ) )
r,m > 1 sa catkowite oraz 2 f m. Oczywiscie m < p, wiec dowolny dzielnik Whpiszmy W szesclan o WSI)Oh'ZanyCh, (%, y,2) llcél’Q
pierwszy liczby m dzieli tez n. Wobec tego z nieparzystosci n dostajemy, ze agaya.. Wowczas kazdy prostopadloécian o wymiarach

L((p—1)n)=LE2" -m-n) = L(n) + 1= L(pn),

co konczy rozwigzanie.

1x1x51ilx1x53pokrywa szesciany o sumie liczb 0,
podczas gdy suma wszystkich liczb wpisanych w szesciany
podziatu jest réwna —1.
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Zadania z fizyki nr 730, 731
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

730. Dwie soczewki, skupiajaca i rozpraszajaca, tworza uklad o wspélnej osi
optycznej (rys. 1). Odlegtosé miedzy soczewkami b =4 cm. Uklad daje rzeczywisty
obraz przedmiotu znajdujacego sie w odleglosci a = 6 cm od soczewki skupiajacej.
Powigkszenie obrazu P = 4. Obraz powstal na ekranie umieszczonym w odlegtosci
¢ =4 cm od soczewki rozpraszajacej. Znalezé ogniskowe obu soczewek.

731. Dwa punkty materialne o jednakowych masach m oddzialuja ze soba
grawitacyjnie. W chwili poczatkowej jeden punkt spoczywa, drugi zbliza sie

do niego z nieskoriczonosci z predkoscia v, a parametr toru wynosi ¢ (rys. 2). Na
jaka najmniejsza odleglosé zbliza sie te masy?

Rozwigzania zadann z numeru 9/2021
Przypominamy tresé¢ zadan:

722. W skrzyni ciezaréwki lezg trzy jednakowe bale (rysunek 3). Skrzynia nachylona jest do
poziomu pod katem «. Dla jakich wartosci kata « uklad bali pozostaje w stanie rownowagi? Tarcie
zaniedbujemy.

723. Czastka relatywistyczna o masie m i energii kinetycznej Ej zderza si¢ niesprezyscie z taka
samyg czastka spoczywajaca. Znalezé maksymalng energie AFE, ktéra moze by¢ wykorzystana do
wytworzenia nowych czastek. Rozwazyé przyblizenie nierelatywistyczne, gdy Ej < mc?, oraz
ultrarelatywistyczne, gdy Ej >> mc?.

722. Maksymalna warto$é¢ kata «, dla ktérej mozliwy jest stan réwnowagi, wynosi /6.
Dla katéw wiekszych prosta, wzdtuz ktérej dziala sita ciezkosci dziatajaca na gérny bal,
przechodzi z lewej strony punktu podparcia o nizszy lewy bal, i bal gorny spadnie.

Rozwazmy sytuacje, gdy kat jest mniejszy od wartosci minimalnej, dla ktérej mozliwy
jest stan réwnowagi. Aby zapobiec rozjechaniu sie dolnych bali, podpieramy je sitg F'
przytozona do dolnego prawego bala wzdluz prostej taczacej srodki dolnych bali.
Praca tej sity podczas bardzo malego i powolnego przemieszczania prawego dolnego
bala réwna jest zmianie energii potencjalnej uktadu, poniewaz tarcie nie wystepuje.
Rysunek 4 (obrécony dla wygody o kat « zgodnie ze wskazéwkami zegara) przedstawia
trojkaty taczace srodki bali przed i po przemieszczeniu. Na poczatku trojkat byt
réwnoboczny i oznaczyliSmy dlugos$é jego boku przez a. Po przemieszczeniu $rodek
gérnego bala obnizyl sie o Ay i przesunal w prawo o Az, lewy dolny bal pozostal

w miejscu, a prawy przesunal sie w prawo o 2Az. Uwzgledniajac, ze sity ciezkosci @
na naszym rysunku tworza z osia y kat o, mozemy zapisa¢ zmiane energii potencjalnej

W postact: AE, =Qcosa-Ay+ Qsina- Az + Qsina - 2Azx.
Sita F' wykonuje przy tym prace AW = —F - 2Az, stad

—F-2Az =Qcosa- Ay + 3Qsina - Az. (%)
Aby wyznaczy¢ sile F', musimy znalezé zwiazek miedzy Az i Ay. W tym celu wyrazimy
je przez zmiane kata 8. W uktadzie wspélrzednych na rysunku 4 wspoétrzedne
wierzchotka tréjkata przed przemieszczeniem sg réwne x = acos 3, y = asin 3, stad
dla malych przyrostéw AS otrzymujemy Az = a(cos(8 + AB) — cos B) = —asin AR,
Ay = acos BAS. Podstawiajac to do (%) i uwzgledniajac, ze § = m/3, otrzymujemy

F = Q(cosa/V3 — 3sina)/2.

Gdy tga < 1/3v/3, to sita F' > 0, i bale musza byé podtrzymywane. Ostatecznie uktad
bali pozostanie w réwnowadze, gdy 1/3v3 < tga < v/3/3.

723. Oznaczmy przez M calkowita mase ukladu po zderzeniu. Przy danym pedzie
uktadu masa ta jest najwieksza, gdy wszystkie czastki leca w tym samym kierunku

z tymi samymi predkosciami. Energia, ktéra mozna wykorzysta¢ do wytworzenia
nowych czastek, wynosi AE = Mc? — 2mc?. Ped ukltadu przed zderzeniem réwny

jest pedowi p; czastki padajacej p* = pt = E7/c® — m?c?, gdzie E; jest energia
czastki padajacej E1 = mc? + Ej. Energia E uktadu przed zderzeniem réwna jest
energii uktadu E’ po zderzeniu E = 2mc? + Ej, = E’. Oznaczajac przez p' ped ukladu
po zderzeniu, mozemy napisaé p'? = E'?/c? — M?c* = ((2mc® + Ex)/c)® — M.

7Z zasady zachowania pedu p? = p’?, zatem M? = 4m?(1 + Ey/2mc?), AE =

2mc*(y/1 + Ex/2mc? — 1).

W przypadku nierelatywistycznym Ex < mc? i mozemy skorzystaé ze wzoru
V1+z~1+z/2dlaz < 1. Otrzymujemy wynik AE = FE} /2, czyli co najwyzej
potowa energii kinetycznej padajacej czastki moze zostaé¢ zamieniona na energie
spoczynkows powstajacych czastek. W przypadku ultrarelatywistycznym Ej > mc?,
stad AE = v/2mc2Ey. Czeé¢ energii kinetycznej AE/Ey, ktérag mozna wykorzystaé do
utworzenia nowych czastek, maleje wraz ze wzrostem tej energii.
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Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 833, 834

Redaguje Marcin E. KUCZMA

833. Trzy niewspdiliniowe punkty C, E, G leza wewnatrz kola ograniczonego

1-44

okregiem €, ktory przecina prosta CE w punktach B, F'; prosta CG —
w punktach A, I; prosta EG — w punktach D, H; oznaczenia ustalone sa tak,

by na kazdej z tych trzech prostych cztery nazwane punkty lezaly w porzadku

Termin nadsytania rozwigzan: 31 111 2022

alfabetycznym. Tréjkat krzywoliniowy ABC posiada okrag wpisany, styczny

do odcinkéw AC, BC oraz styczny w punkcie K do tuku AB okregu Q.
Analogicznie, okregi wpisane w figury DEF i GHI sa styczne do okregu 2
odpowiednio w punktach L i M. Udowodnié¢, ze proste CK, EL, GM maja

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M punkt WSpéhly.
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
823 (WT = 2,55) i 824 (WT = 1,44)

z numeru 6/2021

(ah a2,as, ..
Lukasz Merta Krakéw 44,45
Piotr Kumor Olsztyn 44,08
Blazej Zmija Krakéw 40,50
Janusz Olszewski Warszawa 39,34
Kacper Morawski Warszawa 37,16
Witold Bednarek §L6dz 36,36
Adam Woryna Ruda S1. 36,14
Pawel Najman Krakéw 34,25

Linie 44p. przekraczaja panowie: Lukasz
Merta po raz drugi; Piotr Kumor po raz
pietnasty.

Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2021
Przypominamy tres¢ zadan:

825. Dany jest graf wazony G majacy n wierzchotkéw; n > 4. Kazde
dwa wierzcholki lgczy co najwyzej jedna krawedz (niezorientowana).
Kazdej krawedzi przyporzadkowana jest jej waga: liczba rzeczywista
rézna od zera. Okreslamy migniecie wierzchotkiem jako jednoczesng
zmiang znaku wszystkich krawedzi wychodzacych z tego wierzchotka.

Zakladamy, ze zaréwno w grafie G, jak i w kazdym grafie wazonym,
uzyskanym z G przez jednokrotne lub dwukrotne wykonanie operacji
migniecia (na dowolnie wybranym wierzchotku/wierzchotkach) suma
wag wszystkich krawedzi grafu jest liczba o module 1. Wyznaczy¢ zbiér
wartodci, jakie moze mie¢ iloczyn wag wszystkich krawedzi grafu G.

826. Pi¢eciokat ABCDE jest wpisany w okrag o srednicy AB. Styczne
do okregu w punktach A i D przecinajg si¢ w punkcie F. Boki BC

i CD sa jednakowej dlugoéci; za$ przekatna CE potowi przekatna AD.
Dowiesé, ze proste CE i EF sa prostopadle.

825. Okreslamy walor wierzchotka jako sume wag
wychodzacych z niego krawedzi. Jezeli suma wag wszystkich
krawedzi grafu G wynosi s (s € {1,—1}), to suma waloréw
wszystkich wierzchotkéw wynosi 2s. Migniecie wierzchotkiem,
ktéry ma walor ¢, powoduje zmiane sumy wag krawedzi

z s na s — 2t. Ta nowa suma ma (z zalozenia) znéw by¢é
réwna s lub —s. Wobec tego t = 0 lub t = s. Tak wiec kazdy
wierzchotek ma walor 0 lub s. Suma wszystkich waloréw

to 2s. Zatem doktadnie dwa wierzchotki — nazwijmy je:
czerwone — maja walor s; pozostate — zielone — maja walor 0.

Dzieki zatozeniu o ,dwukrotnym mignieciu” mozna to
samo rozumowanie odnie$¢ do grafu uzyskanego w wyniku
mignigcia dowolnie wybranym wierzchotkiem grafu G.
Wniosek:

W1. Zaréwno w grafie G, jak i w kazdym grafie powstaltym
z G przez jednokrotne migniecie, sa dwa wierzchotki
czerwone (o jednakowym walorze réwnym 1 lub —1)
oraz n—2 wierzcholkéw zielonych (o walorze 0).

Migniecie dowolnym wierzchotkiem nie zmienia koloru tego
wierzcholka (jego walor ulega przemnozeniu przez —1).
Odnotujmy kilka wtasnosci nieco mniej oczywistych:
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834. Poda¢ przyklad takiego nieskonczonego rosnacego ciagu liczb naturalnych
.), ze dla kazdego n > 1 suma

1 1
—t ==
aq Ay

zapisana w postaci ulamka nieskracalnego L, /M,,, ma w liczniku liczbe L,
podzielna przez n. Dla znalezionego ciagu (a,) obliczyé sume szeregu
>0 (1/ay) lub oszacowaé ja z dotu; to znaczy, wskazaé dowolna liczbe D,
nie przekraczajaca owej sumy. Im wigksza warto$¢ D, tym wyzsza ocena.

Zadanie 834 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktéra przystal pan

W2. Kazda krawedz wychodzaca z wierzchotka zielonego w
(w grafie G) ma wage +1/2, za$ migniecie jej
przeciwnym koncem powoduje zmiane koloru
wierzchotka w na czerwony.

Jest tak, bowiem jesli taka krawedz ma wage ¢, to migniecie
jej drugim koricem zmienia zerowy walor wierzchotka w o 2¢;
jego nowy walor juz nie jest zerowy, wiec wynosi +1, czyli

w stal sie czerwony; ¢ = +1/2.

W3. Z wierzchotka czerwonego moze wychodzié¢ co najwyzej
jedna krawedz do wierzchotka zielonego.

Gdyby bowiem wychodzity dwie, to migniecie tym
czerwonym spowodowaloby (w mys$l W2) zaczerwienienie
ich zielonych konicéw; w nowym grafie bylyby juz trzy
wierzchotki czerwone, co (wobec W1) jest zabronione.

W4. W grafie G jest co najwyzej jedna krawedz o obu
koncach zielonych.

Uzasadnienie: w wyniku migniecia dowolnym koncem
krawedzi zielono-zielonej drugi koniec staje sie

czerwony (W2); w nowym grafie nie moze byé trzech
wierzchotkéw czerwonych (W1), wiec wierzchotek, ktérym
migamy, musi by¢ tez polaczony z pewnym wierzchotkiem
czerwonym (aby zmienié jego kolor). Gdyby istnialy dwie
krawedzie zielono-zielone, miatyby tacznie co najmniej trzy
wierzchotki, a kazdy z nich musialby taczyé¢ sie z ktéryms
z dwoéch wierzchotkéw czerwonych. Pewien czerwony bytby
polaczony z dwoma zielonymi, wbrew W3.

Dla dokonczenia rozwigzania rozwazymy dwa przypadki.
Jezeli istnieje w grafie G krawedz o obu koncach zielonych

i wadze ¢ (W2: ¢ = £1/2), to z kazdego z tych koncéw
wychodzi krawedz o wadze —q do wierzchotka czerwonego,

i to nie tego samego (W3). Jednostkowy walor wierzchotkéw
czerwonych wymusza ich potaczenie krawedzia o wadze —g;
innych krawedzi juz nie ma (wlasnosci W3, W4) — pozostale
wierzchotki sa izolowane. Czworobok krawedzi o wagach

q, —q, —q, —q spelnia wymagane warunki. Iloczyn wag
wynosi —q*, czyli —1/16.



Pozostaje przypadek, gdy w grafie G nie ma krawedzi o obu
koncach zielonych. Wtedy wszystkie wierzchotki zielone sg
izolowane; bowiem gdyby z ktéregos wychodzily krawedzie

— z koniecznosci do obu wierzcholkéw czerwonych, jedna

o wadze —1/2, druga o wadze 1/2 — wéwczas zadna liczba nie
mogtaby by¢ waga krawedzi taczacej wierzchotki czerwone,
dajaca kazdemu z nich walor +1. Tak wiec w tym przypadku
graf G ma tylko jedna krawedz, o koncach czerwonych,

z waga 1 lub —1.

Stad odpowiedz: iloczyn, o ktéry pyta zadanie, moze mieé
jedynie wartosci 1, —1, —1/16.

[Komentarz redaktora Ligi w elektronicznym wydaniu
numeru.|

826. Z podanych zalozen wynika, ze érodek M odcinka AD
lezy na prostej C'E, a srodek N odcinka BD lezy na

prostej OC'. Czworokat MOND jest réwnolegtobokiem; skoro
kat ADB jest prosty, jest to prostokat.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwiagzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez
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Deltoid AODF, z katami prostymi przy wierzchotkach A, D,
ma okrag opisany. W punkcie M przecinaja sie cieciwy

AD, OF tego okregu, jak réwniez cigciwy AD, C'E okregu

o srodku O. Stad FM - MO = AM - MD =CM - ME.
Dostajemy proporcje MO/MC = ME/MF, ktéra uzasadnia
podobienstwo trojkatéw MOC i M EF. Pierwszy z nich ma
kat prosty przy wierzchotku O, wiec drugi ma kat prosty
przy wierzchotku F; czyli CE | EF, jak nalezalo wykazaé.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

o0sé6b, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdltowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.

Odpowiedz na wielkie pytanie o Uczenie Maszynowe i calg reszte

Ksiazka Mini wprowadzenie do modelowania predykcyjnego (tytul oryginatlu The
Hitchhiker’s Guide to Responsible Machine Learning) autorstwa Przemystawa

0 ‘\ WPROWADZENIE DO
WM MobeLowania PRepvkcvineco
e

7 Bema  Birem

WERSIAR

Przemystaw Biecek | ANNa Kozak
ALEKSANDER ZAWADA

codziennosci.

Biecka, Anny Kozak i Aleksandra Zawady jest krétka, lecz pouczajaca
wycieczka po (jak sam tytul wskazuje) uczeniu maszynowym. Skladaja sie na
nia dwie zrecznie polaczone czeéci. Jedna z nich to komiks ($wietne rysunki
A.Z.) przedstawiajacy historie rodzenistwa ,naukodanowcéw” (ang. data
scientist), Bety i Bita (nawiasem piszac, goscili oni na tamach Delty jeszcze
jako dzieci, patrz A2 i|AY7), ktérzy pod presja czasu musza wykorzystaé

swoje analityczne umiejetnosci, aby wspoméc walke z rozprzestrzeniajacym

sie po kraju wirusem. Pojawiajace sie w tej opowiesci pojecia i koncepcje

z zakresu uczenia maszynowego sa dokladnie wyjasniane w ramach przeplatanej
z komiksem czesci drugiej, o bardziej podrecznikowym (w pozytywnym

tego stowa znaczeniu) charakterze. Zawarto w niej réwniez kody w jezyku R,
pozwalajace na samodzielne odtworzenie kolejnych etapéw analizy wykonywanej
przez bohateréw komiksu. Calos¢ obrazowo przybliza skomplikowany proces
wnioskowania z danych, a przynajmniej to, jak powinien on przebiegaé, jesli
chcemy mie¢ zaufanie do jego wynikéw. Warto tu podkresli¢, ze autorzy

sa dobrze zaznajomieni nie tylko z teoria, ale i praktyka data science, co
pozwala wierzy¢, ze przedstawiona przez nich wizja jest bliska ,naukodanowej”

Podkredlmy, ze w tej eskapadzie nie wymaga sie od Czytelnika profesjonalnego,
podroézniczego ekwipunku — otwarty umys! oraz solidne matematyczne
przygotowanie na poziomie szkoly $redniej to z pewnoécia wszystko, czego

Elektroniczng wersje ksigzki mozna
odnalezé na stronie

potrzeba, aby skorzystaé¢ z wyprawy. Nie trzeba chyba dodawaé, ze nie

https://betaandbit.github.io/RML/

wystarczy powrocié z takiej wycieczki, aby staé sie ekspertem w ,data science” —
jest to wszak ogromna (i fascynujaca) dziedzina, ktéra moze byé poréwnana do
podrézy tysiaca mil. Wiemy jednak doskonale, ze takie podréze rozpoczynaja sie
od pierwszego kroku... lub zlapania autostopu!

#.R.
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http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/rachunek_prawdopodobienstwa/statystyka/2016/11/25/Jak_szybko_urosne/
http://www.deltami.edu.pl/2021a/02/2021-02-delta-art-01-biecek.pdf
https://betaandbit.github.io/RML/

Zyclie na
Z y \AU® 129

Polecam ksigzke — rozmowe dr hab. Marty
Wrzosek z red. Karoling Glowacka

»W czym grzyby sa lepsze od ciebie?”,
‘Wydawnictwo Feeria, 2019.

Zagadka na szybie

Mozna zaczaé¢ od obserwacji. Szyby lub parapetu jesiennego okna, do ktérego
przylepiona jest mucha. Muche otacza ,halo” drobnych jakby wloskéw. Mucha
jest martwa.

Ktos kiedy$ uznatl, ze warto lepiej przyjrzeé sie temu zjawisku. Wtoski to
fragmenty grzybni owadomorkowca, Entomophthora muscae. Wystarczy, zeby
jeden jego zarodnik przykleil si¢ do ciala muchy. Zarodnik wydziela enzymy
trawiace chitynowa ostone owada i przenika do jego wnetrza. Mnozac sie,
wytwarza strzepki, drobne fragmenty grzybni, ktére rozchodza sie po calym
ciele muchy. Dopiero przy wysokim stezeniu strzepkow wytwarzane przez nie
enzymy rozpuszczaja od wewnatrz cialo muchy, pozostawiajac migsnie nog

i niektére potaczenia nerwowe. Mucha, a wtasciwie powloka pelna grzyba, moze
jeszcze znalezé dobrze o$wietlone miejsce (wspomniana szyba) i tam, przyklejona
strzepkami, rozklada skrzydetka. W takim ksztalcie przypomina samice gotowa
do kopulacji, przywabiajac (i zakazajac) samce.

Tyle mozna zaobserwowa¢. Badacze Uniwersytetu w Kopenhadze postanowili
lepiej zbadaé to zjawisko.

W zamknietej przestrzeni umieszczono martwa zakazona muche i samca muchy.
Mierzono czas, w ktérym zbliza sie on do martwej muchy i rozpoczyna kopulacje.
W prébie kontrolnej obserwowano zachowanie innego samca w stosunku do
muchy martwej, zabitej wysoka temperatura. ,,Ataki” na muchy zagrzybione
zdarzaly sie 5 razy czedciej, towarzyszylo im oczywiscie zakazenie samca
grzybem. Jezeli w zamknieciu umieéci¢ bibule nasaczona miazga grzybéw lub
woda, to na tej z grzybami samce muchy siadaja 3 razy czesciej.

A teraz cze$¢ porazajaco precyzyjna: na konce czutkéow samca badacze
wprowadzili elektrode i zarejestrowali charakterystyczny impuls po kontakcie

z martwa mucha pokryta strzepkami. Poddano analizie rodzaj lotnych substancji
wokoét much zdrowych i zakazonych — wykryto ich wiecej u zakazonych.
Wszystkie pomiary powtérzono wielokrotnie, uzyskujac dane istotne
statystycznie.

Wykonane w Kopenhadze stosunkowo proste doswiadczenia spelniaja zasady
badan naukowych: zidentyfikowanie obserwowanego zjawiska, jego powtarzalno$é
i jednoznacznos¢. Grzyb wydziela substancje, ktore przywabiajg samce

much, a te po zakazeniu pelnia role wektora grzyba w $rodowisku (wyniki
opublikowano w 2021 r.). Gdyby prowadzi¢ dalej badania mechanizméw tego
przyrodniczego zjawiska, nalezaloby zapewne zanalizowaé¢ rodzaj substancji
chemicznych wytwarzanych przez grzyby i stanowiacych ,afrodyzjak” dla much.
Niewatpliwie zagadka jest takze podloze genetyczne: aktywacja i/lub hamowanie
okreslonych genéw grzyba i muchy, wynikajace z uktadu gospodarz—pasozyt,
sterujace calym cyklem zakazenia. W domysle pozostawie mozliwe skutki
praktyczne w sferze ograniczania rozprzestrzeniania sie owadow.

Opisane zjawiska nie sa rzadkie i sa spotykane

w przyrodzie, nawet jezeli ograniczymy sie do interakcji
grzybéw i owaddéw. Poznano np. proces zakazania

much przez grzyba, ktéry niszczy narzady kopulacyjne
samca, nie niszczac jego libido — w ten sposéb zakaza
zarodnikami inne muchy, do ktérych si¢ zbliza. Stawnym
uczynit David Attenborough (zob. film w sieci Netflix)

uktad grzyba z tropikalna mrowka w dzungli azjatyckiej.

Zakazone grzybem mréwki zaczynaja wedrowaé tylko
w gore pnia drzewa. Gdy dotra do czubka galezi,
zamierajg i gina, ich cialo pokrywa si¢ grzybami,

a z jednego czutka rozsiewane sa, z gory, zarodniki
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zakazajace kolejne owady. Mréwki-zombie, juz chore,
a jeszcze wedrujace pod dyktando nowego mieszkanca.

Te i liczne inne przyklady zmuszaja do refleksji (prostej!)
o bogactwie form zycia wytworzonych przez miliardy lat
dzialania ewolucji, a takze o niezwykle skomplikowanych,
ukrytych czesto, oddzialywaniach miedzy réznymi
organizmami i zespolami organizméw. Szkoda, ze

coraz bardziej je niszczymy. Dobrze, ze coraz czesciej

je badamy. To moze sie zaczaé¢ od martwej muchy na
szybie.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



Planety na obiad

Maly gtéd, predzej czy pdzniej, dopada wszystkich.
Jak sie okazuje, moze sta¢ sie problemem nawet

dla gwiazdy. Ale podczas gdy ludziom zazwyczaj
wystarcza szybka przekaska, aby pokona¢ malego
potwora, niektore gwiazdy maja zdecydowanie wickszy
apetyt i ,,zjadaja” wlasne... planety. Zagrozone

sa zwlaszcza planety orbitujace na dynamicznie
niestabilnych orbitach. Czesto zblizaja sie one zbyt
blisko rodzimej gwiazdy i zostaja przez nig pochloniete.
Na szczescie dla nas Uklad Stoneczny jest bezpieczny.
Ziemia znajduje sie na stabilnej elipsoidalnej orbicie,

w bezpiecznej odlegloséci od Storica. Wiec, przynajmniej
na razie, nie grozi nam $mieré we wnetrzu naszej
gwiazdy.

Ale czy nasz stabilny Uktad Stoneczny jest norma

we Wszechswiecie, czy moze jednak czesciej

wystepuja uktady, w ktérych planety od czasu

do czasu spadaja na wlasne gwiazdy? W jakich
warunkach powstajg jedne i drugie uktady?

Odpowiedzi na te pytania sa wazne nie tylko

dla teorii formowania si¢ planet, ale tez dla
poszukiwania zycia we Wszechéwiecie. Astronomowie

z Osservatorio Astronomico di Padova sprébowali na nie
odpowiedzied.

Jestes tym, co jesz

Planety powstaja w dysku protoplanetarnym
otaczajacym mloda gwiazde. Dysk ten zbudowany
jest z gazu, pytu i lodu i w duzej mierze zawiera

te same iloéci pierwiastkéw, ktére mozna znalezé

w gwiezdzie centralnej. W miare uptywu czasu
ciezsze pierwiastki tacza sie, tworzac skaliste
planety i jadra gazowych olbrzyméw, podczas gdy
pierwiastki lotne dluzej pozostaja w formie gazowej
i ostatecznie ulegaja rozproszeniu. Kiedy wiec
gwiazda pochtania planete, jej sktad chemiczny
ulega wzbogaceniu o ciezsze pierwiastki
pochodzace z planety.

Niebo w styczniu

Od poczatku roku Storice coraz szybciej wedruje na
péinoc, szczegdlnie od trzeciej dekady miesiaca, gdy
przekracza ono rownoleznik —20° deklinacji i zaczyna
pia¢ sie mocno w gére. Jak co roku na poczatku stycznia
Ziemia przechodzi przez peryhelium, co oznacza,

ze porusza sie wtedy najszybciej po swojej orbicie,
maksymalne rozmiary osigga takze tarcza stoneczna.

7 tego wzgledu w tym okresie Ksiezycowi trudniej jest ja
zakry¢é w calodci w przypadku ewentualnego za¢mienia
— stad o tej porze roku rzadziej dochodzi do catkowitego
zaCmienia Storica.

Miesiac, i rok, zacznie sie od spotkania bardzo cienkiego
sierpa Ksiezyca z Marsem. Wracajac z nocy sylwestrowej
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Oznacza to, ze w teorii mozemy stwierdzié¢,

czy gwiazda wchloneta planete, poréwnujac jej
obecny sktad chemiczny ze stanem poczatkowym.
Jest tylko jeden problem. .. Jak okredli¢,

jaki byt sktad chemiczny gwiazdy przed
positkiem?

Uktlady podwdjne gwiazd

Mozna wykorzysta¢ uktady podwdjne gwiazd.
Dlaczego? Poniewaz powstaja one wewnatrz tej

samej chmury gazu i pytu i spodziewamy sie, ze ich
sklad chemiczny powinien by¢ identyczny. Réznice

w obserwowanych skladach gwiazd w takiej parze
podwojnej wynikaja albo z réznic we wlasciwosciach
gwiazd (takich jak np. masa), albo sa efektem zdarzenia,
ktore mialo miejsce po uformowaniu sie gwiazd,

jak np. pochtoniecia pobliskiej planety przez jedna

z gwiazd.

Aby mie¢ pewno$é, ze obserwowane réznice w sktadzie chemicznym
gwiazd sa spowodowane pochlonieciem planety, naukowcy
wyselekcjonowali tylko takie uktady, w ktérych dwie gwiazdy

sg do siebie bardzo podobne (np. majg poréwnywalne masy
i temperature).

Okazalo sie, ze az 30% gwiazd w takich ukladach
podwdjnych ma na swoim sumieniu przynajmniej
jedna planete. Co wiecej, jest bardziej prawdopodobne,
ze planety zostana pochloniete przez gwiazdy
charakteryzujace sie¢ wyzszymi temperaturami

(Teg ~ 5500 K). A co z naszym Stoncem?
Astronomowie z Padwy oszacowali, ze spo$rod

gwiazd podobnych do Storica 27% pochlonelo

planete.

Wyglada wiec na to, ze wickszo$¢ planet

jest bezpieczna — przynajmniej w uktadach
podwdjnych. Otwartym pozostaje jednak
pytanie, czy dotyczy to rowniez pojedynczych
gwiazd.

Anna DURKALEC

mozna prébowaé dostrzec oba ciata niebieskie bardzo
nisko nad potudniowo-wschodnia czescig niebosktonu.
Jednak obserwacje tego zblizenia stanowia wyzwanie,
gdyz okoto godziny 7 planeta Mars zdazy si¢ wznies¢
na wysokos¢ zaledwie 8° i przy jasnosci +1,5™ moze
gingé w zorzy porannej. Ksiezyc w fazie 3% pokaze
sie w odlegloéci 7° na godzinie 7 wzgledem Marsa,
natomiast stopien blizej, lecz na godzinie 4 wzgledem
Czerwonej Planety znajdzie si¢ Antares, najjasniejsza
gwiazda Skorpiona. Drugiego dnia stycznia Srebrny Glob
przejdzie przez néw i przeniesie si¢ na niebo wieczorne.

I dobrze sie sklada, ze néw wypada na poczatku
miesiaca, poniewaz zawsze w dniach 3-4 stycznia



maksimum swojej aktywnosci osiagaja meteory z roju
Kwadrantydow. Radiant roju znajduje si¢ na pdéinoc

od gléwnej figury gwiazdozbioru Wolarza i pod koniec
nocy astronomicznej wznosi sie na wysokosé ponad 70°,
dlatego Kwadrantydy sa jednym z lepiej widocznych

u nas rojéw meteoréw. Maksimum aktywnosci
Kwadrantydow spodziewane jest 3 stycznia okoto
godziny 22 naszego czasu. Wtedy mozna liczy¢ na prawie
100 meteoréw na godzine.

W styczniu ekliptyka zwieksza nachylenie do
wieczornego widnokregu. Stad juz dwa dni po nowiu
Ksiezyc zacznie pokazywaé sie o zmierzchu, szybko
zwiekszajac wysokos¢ z nocy na noc. Czwartego
stycznia, 45 minut po zachodzie Storica naturalny
satelita Ziemi w fazie 5% zajmie pozycje na wysokosci
6° nad poludniowo-zachodnim widnokregiem. Tego
samego wieczora 5° nad nim pokaze si¢ planeta Saturn,
8° na prawo za$ pokaze si¢ planeta Merkury. Nastepnie
oddalona o 13° na prawo od Merkurego znajdzie sie
planeta Wenus, lecz ta pokaze sie na wysokosci zaledwie
1° ponad horyzontem. W druga strone, w odleglosci 19°
wzdluz ekliptyki catemu uktadowi przyjrzy sie¢ Jowisz.

Ksiezyc spotka sie z gazowym olbrzymem w kolejne
dwa wieczory. Piatego dnia stycznia jego sierp pogrubi
sie do 11%, by dobe po6Zniej zwieckszy¢ faze do 19%.

Za kazdym razem Ksiezycowi zabraknie 8° do Jowisza.
Nastepnej nocy prezentujac sierp w fazie 29%, przejdzie
5° na poludnie od Neptuna. W tych dniach Wenus
zaprezentuje tarcze¢ o jasnosci —4,1™, $rednicy 62" i fazie
jedyne 2%. Tarcza Merkurego pokaze faze okoto 60%

i §rednice 7, przy jasno$ci —0,6™. Tarcza Saturna

ma jasno$é +0,7™ i $rednice 15”7, Jowisz zas$ Swieci

z jasno$ciag —2™, a jego tarcza ma $rednice 35”. Tylko
Neptuna nie da si¢ dostrzec gotym okiem, gdyz Swieci on
7 jasnoscig +7,9™.

Merkury osiggnie maksymalng elongacje wschodnia

7 stycznia, oddalajac sie od Stonca na 19°. Dwa dni
pézniej Wenus przejdzie przez koniunkcje dolna ze
Stonicem i przeniesie si¢ na niebo poranne, gdzie
ekliptyka tworzy nadal duzy kat z horyzontem. Stad
Wenus wyloni si¢ z zorzy porannej juz kilka dni p6zniej.
W okolicach koniunkcji dolnej planety wewnetrzne sa
najblizej nas, a zatem maja wtedy najwicksze rozmiary
katowe i faze bliska nowiu, stad sa atrakcyjnym celem
dla posiadaczy teleskopéw, a w przypadku Wenus nawet
lornetek, gdyz $rednica jej tarczy moze przekraczac
wtedy 1’ i tak wladnie jest w styczniu. Po koniunkcji
planeta stopniowo oddali sie od Stonica i od nas, stad do
korica miesiaca jej tarcza zmniejszy sie do 50”7, jej sierp
natomiast pogrubi sie do 14%. Urosnie za to jasnos$é
planety, do —4,7™.

Merkury w dniu maksymalnej elongacji 45 minut

po zachodzie Stonca zajmie pozycje na wysokosci

6° nad widnokregiem i pozostanie widoczny gdzie$
do 20 dnia miesiaca, gdy zniknie w zorzy wieczornej,
dazac do koniunkcji dolnej ze Stoncem 23 stycznia.
Zanim to nastapi, 13 stycznia zblizy sie on na niecalte
4° do Saturna. Niedlugo potem obie planety znikna
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z niebosklonu, gdyz na poczatku lutego Saturn przejdzie
przez koniunkcje ze Stoncem. W przypadku planet
zewnetrznych zawsze jest to koniunkcja gérna, gdy
planeta znajduje si¢ za Stonicem, jest najdalej od nas

i ma najmniejsze rozmiary katowe i jasnos¢.

Srodkowa czeéé stycznia uplynie rozéwietlona przez
Ksiezyc. Srebrny Glob pokaze tarcze o$wietlona

w polowie, §wiecac 9 stycznia na tle gwiazdozbioru

Ryb, a dwa dni pdzniej, w fazie zwigkszonej do 69%,
spotka si¢ z Uranem, zblizajac si¢ don na 3°. Uran

w styczniu jest nadal dobrze widoczny. Planeta goruje
wciaz po zapadnigciu nocy astronomicznej, przekraczajac
wtedy wysokosé 50°. W styczniu Uran przebywa na linii
laczacej Hamala z Menkarem, czyli gwiazdy o Barana

i Wieloryba, $wiecac z jasnoscia +5,8"™.

Przez nastepne kilka dni Ksiezyc przemierzy
gwiazdozbiory Byka i BliZniat, zwickszajac stopniowo
faze do pelni 17 stycznia. Pie¢ dni wczeéniej, 12 stycznia,
Ksiezyc zajmie pozycje okoto 6° od Plejad, dobe podzniej
pokaze si¢ w takiej samej odlegtosci od Aldebarana,
natomiast 14 stycznia zblizy si¢ na mniej niz 5° do
gwiazdy El Nath, stanowiacej péinocny rég Byka.
Calkowicie oSwietlona tarcza naturalnego satelity Ziemi
17 stycznia zblizy sie na 4° do Polluksa, drugiej co do
jasnosci gwiazdy BliZzniat.

W drugiej czedci miesiaca Srebrny Glob pokaze si¢ na
niebie porannym. Warto tutaj odnotowaé¢ spotkanie
Ksiezyca z Regulusem, najjasniejsza gwiazda Lwa,

w dniach 19 i 20 stycznia oraz ze Spika, najjasniejsza
gwiazda Panny, w dniach 24 i 25 stycznia. Jednak
najciekawsze zjawisko zwiazane z Ksiezycem w tym
miesiacu zdarzy sie kolejnego ranka, 26 stycznia, kiedy
to o$wietlona w 42% ksiezycowa tarcza zakryje Zuben
Elgenubi, druga co do jasnosci gwiazde Wagi, ktéra
jest ukltadem podwdéjnym, gdzie gwiazdy o jasnosciach
obserwowanych +2,8 i +5,2™ dzieli odlegloéé prawie 4'.
7 Polski zakrycie da si¢ dostrzec nad ranem, na
jasniejacym juz niebie. Stabszy skladnik ukladu zniknie
za ksiezycowg tarcza okolo 6:45, jasniejszy — 10 minut
pdzniej. Do okrycia dojdzie okoto godziny 8, a zatem juz
po wschodzie Storica.

Ostatnie dni stycznia ozdobi dazacy do nowiu sierp
Ksiezyca w fazie cienkiego sierpa, odwiedzajacy w tych
dniach dwie najblizsze planetarne sasiadki Ziemi. Pod
koniec stycznia, 27 dnia miesiaca, oSwietlona w 30%
ksiezycowa tarcza pokaze si¢ 4° na zachdd od tuku
gwiazd z péinocno-zachodniego kranca Skorpiona, by
nastepnej doby zajaé pozycje 7° na pdéinoc od Antaresa,
najjasniejszej gwiazdy konstelacji. Sierp Ksigzyca

w fazie 12% zblizy sie 29 stycznia na 6° do planety
Mars. W tym samym kierunku, 10° dalej, znajdzie si¢
bardzo jasna planeta Wenus. W tych dniach Mars jest
wciaz daleko od nas i $wieci blaskiem okoto +1,5™, stad
moze gina¢ w zorzy porannej. Wenus natomiast swieci
ze swoja maksymalna jasnoscia —4,7™, a przy $rednicy
tarczy przekraczajacej 50" jest atrakcyjnym celem nawet
dla posiadaczy lornetek.

Ariel MAJCHER



M. Khachatryan et al., [CLAS
Collaboration] i [e4v Collaboration]
“Electron-beam energy reconstruction for
neutrino oscillation measurements”,
Nature 599 (2021) 565.

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
W obliczeniach byt blad

Stabo. Bardzo, bardzo stabo. Tak najogledniej mozna opisaé¢ oddzialywanie
neutrin z materia. I to nie tylko dlatego, ze te niemajace tadunku elektrycznego
i kolorowego czastki ,,czuja” obecno$é innych form materii wytacznie za pomoca
oddziatywan, ktére fizycy nazywaja stabymi. Nazwa ta jest bowiem uzasadniona
— prawdopodobienstwo oddzialywania neutrina z innymi czastkami jest po prostu
niezwykle mate.

W ciagu kilkudziesieciu lat badan nad neutrinami udato sie stwierdzic,

ze ulegajg one tzw. oscylacjom, tzn. podczas ruchu zmienia sie wzgledne
prawdopodobienstwo, ze w wyniku oddzialywania z czastkami materii wytworza
one jeden z okreslonych leptonéw: elektron, mion lub taon. Na tej podstawie
udalo sie wyznaczy¢ réznice kwadratéw mas neutrin oraz wspomniane wyzej
prawdopodobienistwa. Ciagle nieznane pozostaja pewne inne parametry. Nie
wiadomo na przyklad, czy antyneutrina oddzialuja z materia w taki sam
sposéb co neutrina. Dlatego wciaz budowane sa nowe, doskonalsze detektory
neutrin, takie jak DUNE (Deep Underground Neutrino Experiment) w USA

i Hyper-Kamiokande w Japonii.

Poniewaz oddzialywanie neutrin z materia jest bardzo stabe, detektory neutrin
sa bardzo duze (i kosztowne). Zasada ich dzialania polega, w najwiekszym
uproszczeniu, na obserwacji czastek elementarnych, ktére powstaja, gdy
neutrino zderzy sie z jednym z jader atomowych materiatu wypelniajacego
detektor. (W przypadku wypelionego woda Hyper-Kamiokande sa to jadra
wodoru i tlenu; DUNE zawiera ciekly argon.) Mierzac wlasnosci czastek
powstalych w takich zderzeniach, mozna okresli¢, w szczegdlnosci, parametry
ruchu padajacego neutrina — jego energie i ped. Jest to wazne m.in. dlatego, ze
zjawisko oscylacji neutrin zalezy od energii oscylujacego neutrina.

Aby jednak wiedzieé, jak energia oddzialujacego neutrina przeklada sie na
odczyty detektora, nalezy go skalibrowacé, czyli przeanalizowaé jego odpowiedzi
na docierajaca do niego wiagzke neutrin o znanej energii. I tu pojawia si¢
pewien problem. Neutrina sa bowiem produkowane w rozpadach innych czastek
elementarnych. Rozpady za$ sa procesami w duzej mierze przypadkowymi, co
oznacza, ze uzyskanie wigzki neutrin o dobrze okreslonej energii jest niezwykle
trudne.

Naukowcy z zespoléw edv (electrons for neutrinos) i CLAS (CEBAF Large
Acceptance Spectrometer, gdzie zagniezdzony akronim oznacza Continuous
Electron Beam Accelerator Facility) zauwazyli jednak, ze oddzialywania neutrin
z jadrami atomowymi sa stosunkowo podobne do oddzialywan elektronow.

W Modelu Standardowym czastek elementarnych neutrina i leptony sa bowiem
bardzo bliskimi kuzynami i — na ile mozna pomina¢ efekty wynikajace z réznicy
mas i faktu, ze leptony majg tadunki elektryczne — oddzialuja w taki sam
sposob. Elektrony moga by¢ jednak produkowane w kontrolowany sposéb,
pozwalajacy na uzyskanie praktycznie monoenergetycznych wiazek tych czastek.

Badacze przeanalizowali zatem wyniki do$wiadczalne rozpraszania elektronéw
na jadrach helu, wegla i zelaza pochodzace sprzed ponad 20 lat, a nastepnie
poréwnali je z wynikami symulacji oddziatywan neutrin w detektorach.
Okazalo sie, ze symulacje pozostawiaja wiele do zyczenia, jesli chodzi

o doktadnosé okreslenia energii padajacego neutrina. W przypadku wegla tylko
w jednej trzeciej przypadkéw udato sie okreglié energie z dokladnoscia do 5%.
W przypadku zelaza bylo jeszcze gorzej — sukces osiagany byl w mniej niz jednej
czwartej przypadkow.

Wynik ten oznacza jedno. Jesli chcemy odkrywaé wielkie tajemnice przyrody,
musimy mie¢ do tego porzadne narzedzia. Postep w fizyce neutrin zalezy

dzi$ zatem w duzej mierze od porzadnego opisu teoretycznego oddzialywan
miedzy neutrinami a jadrami atomowymi — obszaru badawczego, ktéry nawet
w Swiadomosci fizykéw czastek elementarnych zajmowal dotad niezbyt poczesne
miejsce. . .

Kraysztof TURZYNSKI
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Na tropie wielomianéw — czes¢ 1
Bartlomiej BZDEGA

Zajmiemy sie zadaniami polegajacymi na znajdywaniu wielomianéw
o wspolczynnikach rzeczywistych, spelniajacych dane réwnoéci. A oto kilka
pomocnych faktéw i wskazdéwek:

1. Stopien wielomianu. Niech P(z) = ag + a1z + ... + a,2" oraz

Q(z) =bo+bix+ ...+ bypa™, przy czym ay, b, # 0 oraz n = m > 0. Przez

deg W oznaczmy stopien wielomianu W (przyjmuje sie, ze stopiei wielomianu

zerowego jest réwny —oo); mamy tu zatem deg P = n i deg Q = m. Wowcezas

deg (P(z) + Q(x)) <n,  deg(P(2)Q(x)) =m+n,  deg(P(Q(x)))

przy czym nieréwnosé ostra ma miejsce tylko wtedy, gdy n = m i a,, + by, = 0.

Dowdéd opiera sie¢ na nastepujacych réwnosciach:

P(z)4+Q(z) = (ag+bo)+(a1+b))z+. . .4 (am+bpm)T™ +amr 2™ 4. +apz™,
P(JJ)Q(QZ) = (aobo)—|—(a1b0—|—a0b1)x—|—(aob2—|—a1b1 —|—a2b0)x2—|—. . .—&—(anbm)x"“”,

P(Q(x)) = ao+a1Q(2) +a2Q(x)* +. . . +a,Q(z)".
Rowne wielomiany maja réwne stopnie — zawsze wiec warto wyznaczy¢ lub
oszacowac stopnie wielomianéw po obu stronach rownosci z zadania i je
przyréwnac. Jesli obie strony réwnosci sa sumami, najlepsze efekty daje
przeniesienie skladnika (sktadnikéw) o najwyzszym stopniu na jedng strone
rownosci, a pozostalych — na druga.

= mn,

2. Badanie najstarszych wspélczynnikéw. Niezerowy wielomian P(x)
stopnia n mozemy zapisa¢ w postaci P(x) = az™ + Q(x), w ktorej a # 0

i deg Q < n. Po podstawieniu tego do zadanego réwnania mamy spore szanse
na wyznaczenie a i dalej rozwiazujemy rownanie, by¢ moze latwiejsze od
wyjéciowego, w ktérym niewiadoma jest wielomian ). Czesto prowadzi ono

do Q(z) = 0 dzieki wlasno$ciom stopnia wielomianu opisanym w punkcie 1.
Jesli Q(x) # 0, mozemy pdjs¢ dalej i podstawié Q(z) = ba™ + R(x), przy czym
deg R <m < nibs# 0. Mozna tak wiele razy, ale jesli nie wida¢ efektéw, trzeba
sprobowaé inaczej. Mozna tez od razu podstawi¢ P(z) = az™ + ba™ + R(x).

3. Czesé parzysta i czeSé nieparzysta. Niech f : R — R bedzie dowolna
funkcja. Poszukamy takiej funkcji parzystej fp i takiej funkcji nieparzystej fy, ze
f(@) = fe(z) + fu(z). Wtedy f(—2z) = fo(—2) + fu(—2) = fe(z) — fu(z), problem
sprowadza si¢ zatem do rozwiazania ukladu dwoch réwnan z niewiadomymi
fp(z) 1 fu(z). Jego jedynym rozwigzaniem jest

iy = 1052
7 tego wynika, ze kazda funkcja f : R — R ma jednoznaczne przedstawienie
w postaci sumy funkcji parzystej i funkcji nieparzystej. Nazywamy je
odpowiednio cze$cig parzyste i cze$cig nieparzystg funkcji f. Pozostawiamy
Czytelnikowi sprawdzenie, ze iloczyn funkcji parzystej i nieparzystej jest funkcja
nieparzysta, a iloczyn dwoéch funkcji parzystych lub dwoéch nieparzystych —
parzysta; ponadto dla parzystej funkcji p : R — R i dowolnej funkcji
f R — R funkcja f(p(x)) jest parzysta. W przypadku funkcji wielomianowej
P(z) =ap+ a1z + ...+ a,z™ mamy

Bo(z) = ag + asz® + agaz® + ..., Pu(z) = ayz + azz® + asz® + ...
Pomyst polega na podstawieniu do zadanego réwnania P(x) = Bp(z) + Py(z),
a nastepnie porownania czesci parzystych i nieparzystych obu stron réwnosci.

Zadania. Wyznaczyé wszystkie wielomiany/pary wielomiandw
o wspotczynnikach rzeczywistych, ktore dla kazdego rzeczywistego x spelniajg
dang réwnosé/dane réwnosci.

1. P(x3) = 22P(2?) + 2% — 1.

2. P(a%) = P()®

3. P(z)? — P(z?) = 22%7

4. P(x?)P(x®) = P(a)

5. P(z)P(4z) = P(2x)%

6. P(x®> +1) = Q(x)? + 2z, Q(z? +1) = P(z)2.
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Zbiér Ku gwiazdom: Antologia polskiej fantastyki naukowej 2021, inaugurujacy coroczng
serie wydawnicza, to zwienczenie jednego z najwazniejszych projektéw Polskiej Fundacji
Fantastyki Naukowej - ogdlnopolskiego konkursu na opowiadanie science fiction,
przeznaczonego dla autordow przed debiutem ksigzkowym.

W publikacji znalazty sie teksty pieciu laureatéw, wytonione przez zespdt recenzentéw oraz
Jury ztozone z literaturoznawcdw i przedstawicieli kilku dyscyplin nauki. Jednak antologia
nie sktada sie tylko z opowiadan wybranych sposrad blisko dwustu prac konkursowych. Aby
zadbac o przekrojowa reprezentacje wspdtczesnych twarcow polskiej fantastyki naukowej,
zbiér uzupetniono opowiadaniami mniej i bardziej znanych autoréw tego gatunku.
Dodatkowo - z intencja, by antologia w komplementarny sposéb, w duchu mysli i twdrczosci
Stanistawa Lema, taczyta fantastyke oraz nauke - w sktadzie tekstow umieszczono rowniez
popularnonaukowe artykuty w formie felietonéw. Catos¢ opatrzona zostata przedmowami
specjalistow Polskiej Fundacji Fantastyki Naukowej - dr. hab. Grzegorza Brony, bytego
prezesa Polskiej Agencji Kosmicznej oraz dr. Marcina Kowalczyka, literaturoznawcy.

Oktadke zbioru zaprojektowata znana w srodowisku polskiej fantastyki ilustratorka,

Vivi Ekhart.

Utwory zaprezentowane w antologii czerpia inspiracje z literackiego dziedzictwa
Stanistawa Lema, podejmujac probe zrozumienia cztowieka i jego miejsca we
Wszechswiecie. Cyklicznemu konkursowi, ktérego pierwszg edycje wienczy ta publikacja,
przyswieca idea dbatosci o zatozenia gatunku, opartego na fundamencie wiedzy naukowej,
obowiagzujacych praw, prognoz i teorii oraz na ich logicznym rozwinieciu.

Zbior powstat we wspoétpracy Polskiej Fundacji Fantastyki Naukowej z Wydawnictwem IX,
zas jego premiera nastapita we wrzesniu 2021 roku, w setng rocznice urodzin Stanistawa
Lema. Antologia objeta zostata patronatem medialnym miesiecznikow Delta i Mtody Technik
oraz patronatem honorowym Krakowskiego Biura Festiwalowego, operatora programu
Krakéw Miasto Literatury UNESCO.
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