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Na tropie wielomianéw — czes¢ 1
Bartlomiej BZDEGA

Zajmiemy sie zadaniami polegajacymi na znajdywaniu wielomianéw
o wspolczynnikach rzeczywistych, spelniajacych dane réwnoéci. A oto kilka
pomocnych faktéw i wskazdéwek:

1. Stopien wielomianu. Niech P(z) = ag + a1z + ... + a,2" oraz

Q(z) =bo+bix+ ...+ bypa™, przy czym ay, b, # 0 oraz n = m > 0. Przez

deg W oznaczmy stopien wielomianu W (przyjmuje sie, ze stopiei wielomianu

zerowego jest réwny —oo); mamy tu zatem deg P = n i deg Q = m. Wowcezas

deg (P(z) + Q(x)) <n,  deg(P(2)Q(x)) =m+n,  deg(P(Q(x)))

przy czym nieréwnosé ostra ma miejsce tylko wtedy, gdy n = m i a,, + by, = 0.

Dowdéd opiera sie¢ na nastepujacych réwnosciach:

P(z)4+Q(z) = (ag+bo)+(a1+b))z+. . .4 (am+bpm)T™ +amr 2™ 4. +apz™,
P(JJ)Q(QZ) = (aobo)—|—(a1b0—|—a0b1)x—|—(aob2—|—a1b1 —|—a2b0)x2—|—. . .—&—(anbm)x"“”,

P(Q(x)) = ao+a1Q(2) +a2Q(x)* +. . . +a,Q(z)".
Rowne wielomiany maja réwne stopnie — zawsze wiec warto wyznaczy¢ lub
oszacowac stopnie wielomianéw po obu stronach rownosci z zadania i je
przyréwnac. Jesli obie strony réwnosci sa sumami, najlepsze efekty daje
przeniesienie skladnika (sktadnikéw) o najwyzszym stopniu na jedng strone
rownosci, a pozostalych — na druga.

= mn,

2. Badanie najstarszych wspélczynnikéw. Niezerowy wielomian P(x)
stopnia n mozemy zapisa¢ w postaci P(x) = az™ + Q(x), w ktorej a # 0

i deg Q < n. Po podstawieniu tego do zadanego réwnania mamy spore szanse
na wyznaczenie a i dalej rozwiazujemy rownanie, by¢ moze latwiejsze od
wyjéciowego, w ktérym niewiadoma jest wielomian ). Czesto prowadzi ono

do Q(z) = 0 dzieki wlasno$ciom stopnia wielomianu opisanym w punkcie 1.
Jesli Q(x) # 0, mozemy pdjs¢ dalej i podstawié Q(z) = ba™ + R(x), przy czym
deg R <m < nibs# 0. Mozna tak wiele razy, ale jesli nie wida¢ efektéw, trzeba
sprobowaé inaczej. Mozna tez od razu podstawi¢ P(z) = az™ + ba™ + R(x).

3. Czesé parzysta i czeSé nieparzysta. Niech f : R — R bedzie dowolna
funkcja. Poszukamy takiej funkcji parzystej fp i takiej funkcji nieparzystej fy, ze
f(@) = fe(z) + fu(z). Wtedy f(—2z) = fo(—2) + fu(—2) = fe(z) — fu(z), problem
sprowadza si¢ zatem do rozwiazania ukladu dwoch réwnan z niewiadomymi
fp(z) 1 fu(z). Jego jedynym rozwigzaniem jest

iy = 1052
7 tego wynika, ze kazda funkcja f : R — R ma jednoznaczne przedstawienie
w postaci sumy funkcji parzystej i funkcji nieparzystej. Nazywamy je
odpowiednio cze$cig parzyste i cze$cig nieparzystg funkcji f. Pozostawiamy
Czytelnikowi sprawdzenie, ze iloczyn funkcji parzystej i nieparzystej jest funkcja
nieparzysta, a iloczyn dwoéch funkcji parzystych lub dwoéch nieparzystych —
parzysta; ponadto dla parzystej funkcji p : R — R i dowolnej funkcji
f R — R funkcja f(p(x)) jest parzysta. W przypadku funkcji wielomianowej
P(z) =ap+ a1z + ...+ a,z™ mamy

Bo(z) = ag + asz® + agaz® + ..., Pu(z) = ayz + azz® + asz® + ...
Pomyst polega na podstawieniu do zadanego réwnania P(x) = Bp(z) + Py(z),
a nastepnie porownania czesci parzystych i nieparzystych obu stron réwnosci.

Zadania. Wyznaczyé wszystkie wielomiany/pary wielomiandw
o wspotczynnikach rzeczywistych, ktore dla kazdego rzeczywistego x spelniajg
dang réwnosé/dane réwnosci.

1. P(x3) = 22P(2?) + 2% — 1.

2. P(a%) = P()®

3. P(z)? — P(z?) = 22%7

4. P(x?)P(x®) = P(a)

5. P(z)P(4z) = P(2x)%

6. P(x®> +1) = Q(x)? + 2z, Q(z? +1) = P(z)2.



