Okregi 1 biegunowe wokot stozkowych

Stanistaw Majchrzak

Streszczenie

W prezentowanej pracy poruszymy zagadnienie cieciw krzywych stozkowych prze-
chodzacych przez ich ognisko. Zaprezentowane sg w niej trzy twierdzenia dotyczace
okregéw przechodzacych przez ognisko, ktére konstruowane sa z wykorzystaniem ta-
kiej cieciwy. W dalszej czesci pracy przedstawione sg konfiguracje z wykorzystaniem
biegunowych. Jako zastosowanie pokazemy kilka wlasnosci okregu wpisanego.

1 Preliminaria

W tym rozdziale wprowadzimy pojecia krzywych stozkowych oraz pokazemy ich podstawo-
we wlasnosci. Przedstawimy podejscie syntetyczne z pominieciem analitycznego. Na koniec
wykazemy, ze wtasnosci biegunowych wzgledem okregu mozna przenie$é¢ réwniez na krzywe
stozkowe.

1.1 Krzywe stozkowe

Krzywe stozkowe, inaczej krzywe stopnia drugiego, rozpoznawane sa jako przekroje stoz-
ka. Naleza do nich elipsa, hiperbola i parabola. Choé¢ najczeSciej mozna sie spotka¢ z ich
analitycznym przedstawieniem, to posiadaja one mnostwo geometrycznych wlasnosci.

Definicja 1.1.1. Elipsqg nazwiemy zbior punktow, ktorych suma odlegtosci od dwoch ustalo-
nych punktow, zwanych ogniskams, jest stata.

Latwo zauwazy¢, ze elipsa posiada dwie osie symetrii. Jedna z nich jest prosta przechodzaca
przez ogniska elipsy, a druga symetralng odcinka taczacego te ogniska. Sume odlegtosci od
ognisk elipsy punktéw na elipsie bedziemy nazywac stata elipsy. Oczywiscie warto$¢ ta dla
punktéw znajdujacych sie wewnatrz elipsy bedzie mniejsza od jej stalej, a dla punktéw poza
elipsa bedzie odpowiednio wieksza.

Definicja 1.1.2. Hiperbolg nazwiemy zbior punktow, ktorych wartosé bezwzgledna z rézinicy
odlegtosci od dwdch ustalonych punktow, zwanych ogniskams, jest stala.

Hiperbola sktada sie z dwoch gatezi. Podobnie jak elipsa posiada dwie osie symetrii. Jedna
jest prosta przechodzaca przez jej ogniska, a druga symetralng odcinka taczacego te ogni-
ska. Stata hiperboli bedziemy nazywa¢ wartos¢ bezwzgledna z réznicy odleglosci od ognisk
punktoéw na hiperboli.



Definicja 1.1.3. Parabola to zbior punktow rownoodlegtych od ustalonego punktu i proste;.
Dany punkt nazywamy ogniskiem paraboli, a prostq kierownicg paraboli.

Prosta prostopadta do kierownicy paraboli przechodzaca przez jej ognisko bedziemy nazy-
wac osia paraboli. Jest to oczywiscie jej o symetrii. Punkt wspélny tej prostej z parabola
nazywamy wierzchotkiem paraboli.

Charakterystyczna dla stozkowych wlasnoscia jest ich wlasno$é¢ optyczna. Dla konkretnych
stozkowych wyglada ona nastepujaco:

Fakt 1.1.1 (Wlasnos$¢ optyczna elipsy). Przypusémy, Ze prosta k jest styczna do elipsy w
punkcie P. Wéwczas prosta k jest dwusieczng zewnetrzng kqta ZFy PFs, gdzie punkty Fi, Fy
to ogniska elipsy.

Dowaéd. Przypusémy, ze dwusieczna zewnetrzna kata ZF) PF, przecina elipse w réznym od
P punkcie ). Niech F| bedzie odbiciem punktu F} wzgledem tej dwusiecznej. Wtedy punkty
F,, P, F| sa wspoétliniowe oraz zachodzi PF} = PF|, QF, = QF]. Zatem

FhF] = F,P+ PF, = F,P + PFy = F2Q + QF, = F,Q + QF]

gdzie trzecia rownos¢ wynika z definicji elipsy. Otrzymalidémy sprzecznosé¢ z nierénoscig troj-
kata. O

W analogiczny sposob mozna pokaza¢ wtasno$é¢ optyczna hiperboli:

Fakt 1.1.2 (Wlasnosé optyczna hiperboli). Przypusémy, ze prosta k jest styczna do hiperboli
w puncie P. Wowczas prosta k jest dwusieczng kgta ZFyPFs, gdzie punkty Fy, F» to ogniska
hiperboli.
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Fakt 1.1.3 (Wtasno$¢ optyczna paraboli). Przypusémy, zZe prosta k jest styczna do paraboli
w punkcie P. Niech P' bedzie rzutem prostokgtnym punktu P na kierownice, a F' niech bedzie
ogniskiem. Wowczas prosta k jest dwusieczng kgta FPP'.



Dowdéd. Przypusémy, ze dwusieczna kata ZF PP’ przecina parabole w punkcie () r6znym od
P, i niech ' bedzie rzutem @ na kierownice. Poniewaz trojkat F'PP’ jet réwnoramienny
to dwusieczna ZF PP’ jest jego osig symetri, wiec QF = QP’. Ale z wtasnosci paraboli
QF = QQ', zatem QQ' = QP'. Jest to niemozliwe poniewaz @' jest jedynym najmniej
oddalonym punktem od () lezagcym na kierownicy. O]

Ogniska stozkowych posiadaja rozmaite wtasnosci. Do najwazniejszych zaliczy¢ mozna ich
izogonalnosc.

Fakt 1.1.4 (Wtasno$¢ izogonalnosci ognisk). Jesli z punktu P leZgcego poza stozkowq T o
ogniskach w punktach Fy, Fy poprowadzimy styczne do ', to ZXPF, = ZF,PY, gdzie X 1
Y to odpowiednie punkty stycznosci.

Dowdéd. Niech FY i Fj to odbicia punktow F} i F, wzgledem prostych PX i PY odpowiednio.
Wowezas z wlasnosci optycznej punkty Fi,Y, F) sa wspétliniowe oraz punkty Fy, X, F sa
wspolliniowe. Zatem FoF| = b2 X + X F) = B2Y +Y Fy = FyFy, wiec tréjkaty PFyFy i PF|F,
sa przystajace z cechy bbb. Stad LF1 PF}, = ZF>,PF], co prosto implikuje teze. O]

Odpowiednikiem powyzszego faktu dla paraboli jest nastepujacy:

Fakt 1.1.5. Niech P’ to rzut punktu P leZgcego poza parabolg na jej kierownice. Z punktu
P prowadzimy do paraboli styczne w punktach X iY. Wowczas /X PF = Z/P'PY, gdzie F
to ognisko paraboli.

Dowdéd. Niech X' 1Y’ to rzuty odpowiednio X i Y na kierownice. Poniewaz tréjkaty £ X X'
oraz I'YY’ sg rOwnoramienne, a proste PX i PY sg ich osiami symetrii z wlasnosci optycz-
nej, to X’ i Y’ sg réwniez odbiciami punktu F wzgledem protych PX i PY. Stad PF =
PX = PY, wiec P to srodek okregu opisanego na FX'Y’. Zatem

1 1
LZXPF = iéX’PF =/FY'X'=90° - ZLYY'F = iéFYY’ =/PYY' = /P'PY

gdzie ostatnia réwno$é wynika z réwnoleglosci prostych PP 1YY, O
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Bezposrednio z powyzszych dowodéw wynika nastepujaca wlasnosé

Fakt 1.1.6. Niech styczne do stozkowej I' w punktach X 1Y przecinajg sie w punkcie P.
Wowczas prosta F'P jest dwusieczng kgta ZX FY , gdzie punkt F jest ogniskiem I'.

Dowod. Jesli I jest elipsa lub hiperbolg to przy oznaczeniach z faktu 1.1.4 mamy:
/P X = /PF/F, = /PFF,=/PFY

Jesli z kolei I" to parabola to przy oznaczeniach faktu 1.1.5 mozemy zauwazy¢, ze ZX PF =
ZPY F i analogicznie /ZPXF = /FPY | zatem trojkaty X PF i PY F sa podobne z cechy
kk, wiec ZXFP = /ZPFY. O

Whniosek. W przypadku, kiedy punkty X, F,Y sg wspotliniowe to F'P L XY

Fakt 1.1.7. Miejscem geometrycznym rzutow ogniska stozkowej I', ktora jest elipsq lub hi-
perbolg, na jej styczne jest okregiem, ktorego srednicg jest cieciwa I' zawierajgca sie w prostej
przechodzgceej przez ogniska.

Dowdéd. Oznaczmy ogniska I' przez F) i F. Niech k bedzie dowolng styczng do I' w punkcie
P. Przez F| oznaczmy odbicie punktu F; wzgledem k. Z wtasnosci optycznej lezy on na
prostej FyP. Stad PFy; = PF|, wiec odcinek FyF} bedzie rowny FyP + Fy P lub |F, P — F} P|
odpowiednio dla elipsy lub hiperboli. Zatem odcinek F»F] ma dtugos¢ réwna statej I'. Zatem
wszystkie takie punkty F] leza na okregu o srodku w punkcie F,. Rozwazajac jednoktadnosé
o srodku w punkcie Fj i skali % otrzymujemy, ze rzuty punktu F; na styczne do I' leza na
okregu, ktorego srodkiem jest srodek odcinka F)Fy. Niech teraz prosta F}F, przecina I' w
punktach @) i R. Poniewaz styczne w tych punktach sg prostopadte do prostej F F, to punkty

te sg rzutami ognisk na te styczne, wiec QR jest srednicg rozwazanego okregu. O
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Zauwazmy, ze okrag ten jest wspolny dla obu ognisk. Ponizej prezentujemy analogiczny fakt
zachodzacy dla paraboli.



Fakt 1.1.8. Miejscem geometrycznym rzutow ogniska paraboli na jej styczne jest prosta
styczna do tej paraboli w jej wierzchotku.

Dowod. Jak wczesniej zauwazylisSmy, odbicia ogniska paraboli wzgledem jej stycznych leza
na kierownicy. Jednoktadnos¢ o srodku w ognisku paraboli i skali % konczy dowdd. O]

Dodatkowe wtasnosci paraboli

Fakt 1.1.9. Ognisko paraboli lezy na okregu opisanym na trojkgcie opisanym na tej paraboli.

Dowdd. 7 faktu 1.1.8 wynika, ze rzuty ogniska paraboli na boki tego trojkata leza na jednej
prostej. Twierdzenie o prostej Simsona konczy dowod. ]

Fakt 1.1.10. Ortocentrum trojkgta opisanego na paraboli lezy na jej kierownicy.

Dowdd. 7. twierdzenia o prostej Steinera oraz faktu 1.1.9 ortocentrum tego trojkata lezy
na prostej przechodzacej przez odbicia ogniska paraboli wzgledem jego bokow. Wezesniej
zauwazylismy, ze ta prosta jest kierownica. O]
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Fakt 1.1.11. Styczne do paraboli poprowadzone z punktu lezgcego na kierownicy sq prosto-
padle.

Dowaod. Niech F' bedzie ogniskiem paraboli, P punktem lezacym na kierownicy, a X,Y to
punkty stycznosci stycznych poprowadzonych z punktu P. Oznaczmy przez X', Y’ rzuty
punktéw odpowiednio X, Y na kierownice. Wtedy czworokaty X FPX' 1 Y EFPY' sg delto-
idami, wiec ZXPY = 180° — $(£LX'PF + ZFPY’) = 90°. O



1.2 Biegunowe

Biegunowa punktu wzgledem okregu to prosta przechodzaca przez jego obraz inwersyjny w
tym okregu, prostopadta do prostej taczacej go ze $rodkiem okregu. Biegunowe sg poteznym
narzedziem w rozwigzywaniu zadan olimpijskich. Zwrécimy uwage na ich dwie wlasnosci:

1. Twierdzenie La Hire. Jesli punkt A lezy na biegunowej punktu B, to punkt B lezy
na biequnowej punktu A.

2. Jesli prosta przechodzgca przez punkt P przecina okrag w punktach A i B, a biegunowsg,
punktu P wzgledem tego okregu w punkcie @, to (A, B; P,Q) = —1

Szczegblnie wazne jest Twierdzenie La Hire. Pozwala ono zamienia¢ wspotliniowosé punktow
na wspotpekowos¢ prostych, i na odwrét. W ten sposob kazdej konfiguracji mozemy przy-
pisa¢ jej dualny odpowiednik. Tzn. jesli prawdziwe jest pewne twierdzenie to zamieniajac
w nim punkty na proste, proste na punkty oraz relacje wspotliniowosci na wspotpekowosé i
odwrotnie, uzyskamy réwniez twierdzenie prawdziwe.

Okazuje sie, ze whasnosci biegunowych mozna ”przenies¢” rowniez na krzywe stozkowe. W
tym celu rozwazmy stozkowsq i punkt P. Wezmy dowolne przeksztatcenie rzutowe przeksztal-
cajace dang stozkowg na okrag. Niech P’ bedzie obrazem punktu P w tym przeksztalceniu.
Oznaczmy przez p’ biegunowa punktu P’ wzgledem powstatego okregu. Niech p bedzie ob-
razem p’ w przeksztatceniu odwrotnym. Wéwcezas p mozemy skonstruowaé w nastepujacy
sposob:

Niech dwie proste przechodzgce przez P przecinajq dang stozkowqg w punktach A, B,C, D.
Oznaczmy przez () punkt przeciecia stycznych do tej stozkowej w punktach A i B, a przez R
punkt przeciecia stycznych w C i D. Wtedy p pokrywa sie z QR.

Zauwazmy, ze konstrukcja ta zastosowana dla punktu P’ daje nam oczywiscie prostg p'.
Stad poniewaz przeksztalcenia rzutowe zachowuja przeciecia oraz stycznosci prostych i stoz-
kowych to prosta p nie zalezy od wyboru przeksztatcenia rzutowego. Zachowuja sie rowniez
wspomniane wyzej wtasnosci, gdyz przeksztatcenia rzutowe zachowuja dwustosunek. Prosta
p bedziemy nazywaé¢ biegunows punktu P, a punkt P biegunem prostej p. W szczegolnosci
jesli punkt P jest $rodkiem elipsy lub hiperboli to p bedzie prosta w nieskonczono$ci.

Na koniec tego rozdziatu schrakteryzujemy biegunowa ogniska paraboli wzgledem niej same;j.

Fakt 1.2.1. Biegqunowq ogniska paraboli jest jej kierownica.

Dowdd. Przy oznaczeniach faktu 1.1.9 mamy, ze /ZXFP = /ZPFY = 90°, wiec punkty
X, F,Y sa wspotliniowe. Znaczy to, ze biegunowa punktu lezacego na kierownicy przechodzi
przez ognisko paraboli. Twierdzenie La Hire konczy dowdd. O]



2 Wlasnosci prostych przechodzacych przez ognisko

2.1 Lemat wstepny
W dalszej czesci wiodaca role odgrywaé bedzie nastepujacy lemat:

Lemat 2.1.1. Punkt F' jest ogniskiem stozkowej I'. Proste k,l sq styczne do I' @ przecinajg
sie na biegunowej F' wzgledem I'. Punkty K, L lezg na prostych k,l odpowiednio. Wowczas
LKFL=90° <= prosta KL jest styczna do T'.

Dowdd. (<)

Niech prosta KL bedzie styczna do I' w punkcie R. Ponadto niech S,T beda punktami
stycznosci prostych odpowiednio k,l z ta stozkowa. Wowczas prosta F'K jest dwusieczna
ZSF R oraz prosta F'L jest dwusieczng /T F R. Stad poniewaz punkty .S, F, T sa wspotliniowe
z twierdzenia La Hire, to proste K F' i LF musza by¢ prostopadte.
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Niech L’ bedzie przecieciem prostej [ i stycznej do I' poprowadzonej z punktu K. Z powyz-
szego dowodu wiemy, ze /K FL' = 90°, zatem L = L'. O

Lemat 2.1.1 cho¢ jest prosta konsekwencja faktu 1.1.6 to znajduje zastosowanie w zadaniach
olimpijskich

Przyktad 2.1.1 (Serbia MO 2018). Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego w tréjkat
ABC. Na odcinkach BI, CI wybrano takie punkty P i Q, Ze 2/PAQ = ZBAC. Niech D
to punkt stycznosci okregu wpisanego w ABC' z bokiem BC'. Pokazaé, ze ZPDQ = 90°.

Dowdd. Rozwazmy hiperbole I' o ogniskach w A, D oraz statej |AB — BD| = |[AC — CD|.
Proste BI oraz C1 sa styczne do I' w punktach B i C odpowiednio. Poniewaz D € BC' to
I lezy na biegunowej punktu D wzgledem I', zatem wystarczy pokazaé, ze prosta PQ jest
styczna do I'. Z punktu P poprowadzmy styczna (rézna od BI) do I' w punkcie R, ktéra
przetnie prostag C'I w @Q'. Pokazemy, ze Q = Q)'. Z faktu 1.1.6 mamy, ze /BAP = /PAR
oraz ZRAQ = ZQ'AC, stad 2/PAQ' = /BAC, wiec Q = Q'.



2.2 O okregu przechodzacym przez ognisko

Dla nas lemat 2.1.1 bedzie punktem wyjscia do sformuowania pewnego twierdzenia.

Twierdzenie 2.2.1. Niech ST bedzie cieciwg stozkowej I', przechodzgcg przez jej ognisko F'.
Styczna do I' w punkcie R przecina styczne do I' w S 1T w punktach K i L. Okrgg opisany
na trojkgcie KFL przecina prostg ST po raz drugi w W. Woéwczas prosta RW przechodzi
przez drugie ognisko T'.

Dowodd powyzszego twierdzenia poprzedzimy nastepujacym lematem

Lemat 2.2.1. Stozkowa T' jest elipsq lub hiperbolg. Niech punkty F, F' bedq jej ogniska-
mi, a punkt O jej Srodkiem. Oznaczmy przez X,Y rzuty punktéow odpowiednio F', F na do-
wolng styczng do T', a Fy niech bedzie odbiciem punktu F wzgledem tej stycznej. Wowczas
2/XF'F, =/XO0Y.

Dowdd. 7 faktu 1.1.7 punkty X i Y leza na pewnym okregu o srodku w O. Niech Y’ bedzie
punktem antypodycznym do Y w tym okregu. Wtedy punkty Y’ i F” leza na prostej pro-
stopadtlej do prostej XY przechodzacej przez X, wiec punkty X, Y, F’ s wspétiniowe oraz
Y F, || XF'. Poniewaz punkt O jest srodkiem odcinka F'F’ to z twierdzenia o linii sSrodkowe;
w tréjkacie FF'Fy mamy, ze YO || F'Fy. Stad czworokat YY'F'F) jest réwnoleglobokiem,
zatem /X F'Fy = ZXY'Y, co jest rOwnowazne tezie.
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Dowad twierdzenia. Przypu$émy najpierw, ze I' jest parabola. Teza twierdzenia méwi wow-
czas, ze prosta RW jest prostopadta do kierownicy. Niech styczne w S i T przecinaja sie
w punkcie P. Z twierdzenia La Hire punkt P lezy na biegunowej punktu F' wzgledem I,
czyli na kierownicy. Zatem ZSPT = 90°. Z wtasnosci paraboli punkty F, P, L, W, K leza na
jednym okregu w. Ponadto z lematu 2.1.1 ZKFL = 90°, wiec KL jest srednica w. Zatem
punkt F; bedacy odbiciem punktu F wzgledem KL lezy na w oraz z wtasnosci praboli lezy
na kierownicy. Poniewaz RF} 1 F} P wystarczy pokazaé, ze WF, L Fi P, czyli ze PW jest
srednicg w. Z wtasnosci stozkowej mamy, ze /PFS = /PFT, wiec PF 1 ST, co konczy
dow6d w tym przypadku.

Rysunek 11



Zalézmy teraz, ze I' nie jest parabolg. Oznaczmy przez F’ jej drugie ognisko, a przez O
jej srodek. Niech 2 bedzie okregiem o srodku w O, o ktéorym mowa w fakcie 1.1.7. Niech
X,Y beda rzutami punktéw F’ i F odpowiednio na prosta K L. 7Z faktu 1.1.7 leza one
na €. Ponadto niech F; bedzie odbiciem punktu F' wzgledem prostej K L. Z lematu 2.1.1
ZKFL = 90° wiec I} lezy na okregu opisanym na K F'L jako odbicie wzgledem Srednicy.
Trzeba pokazaé, ze punkty Fy, W, F’ sg wspotliniowe. Z wlasnosci prostych £ istnieje taka
srednica PQ) okregu Q, ze PQ || ST oraz P € SK, Q € TL. Ponadto zachodzi PX | FL,
AFKL ~ AY PQ. Zatem ZLFT = /X PQ oraz /ZFKL = /Y P(Q. Stad

WHhF=/WKL—-/ZFKL=/LFT - /FKL=/XPQ—/ZYPQ =/XPY

Z lematu 2.2.1 ZXPY = ZXF'F}, co dowodzi wspdiliniowosci punktow Fy, W, F’, poniewaz
FF || F'X.

Rysunek 12
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Ponizej prezentujemy dwa zastosowania powyzszego twierdzenia.

Twierdzenie 2.2.2. Cieciwa AB krzywej stozkowej I przechodzi przez jej ognisko Fi, a
cieciwa C'D tej krzywej przechodzi przez jej drugie ognisko Fy. Proste ¢ i d styczne do I' w
C i D przecinajq sie w punkcie X. Styczne do I w A 1 B przecinajqg odpowiednio proste ¢ i
d w punktach Y i Z. Wowczas punkty X,Y, Z, F lezg na okregu.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze proste AB i C'D nie sg réwnolegte. Mozemy wtedy przedtuzy¢
prosta XY do przeciecia z prosta BZ w punkcie () oraz prostg X Z do przeciecia z prostg
AY w punkcie R. 7Z twierdzenia 2.2.1 prosta C'F; przecina prostag AB w takim punkcie P,
ze czworokat PQF1Y jest cykliczny. Z kolei prosta D F, przecina AB w takim punkcie P, ze
czworokat P'RZ F} jest cykliczny. Ale prosta C'Fy i DF) to ta sama prosta C'D, wiec P = P'.
Z twierdzenia Brianchona punkt P jest réwniez punktem przeciecia prostych YZ i QR. Z
powyzszych rozwazan wynika, ze punkt F) jest punktem Miquela czworokata XY PR, co
dowodzi wspotokregowosci punktow X, Y, Z, Fy.

Rysunek 13

Niech teraz AB || CD. Wtedy punkty () i R sa punktami w nieskonczonosci. Ale z lematu
211 LY FiQQ) = LZF1R = 90°, wiec punkty Y i Z sa rzutami prostokatnymi punktu Fj na
proste XY i XZ. O
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Twierdzenie 2.2.3. Czworokqt K1 KsLoLy jest opisany na stozkowej I', przy czym proste
K 1Ky oraz LiLs przecinajg sie na biegunowej ogniska F' tej krzywej ¢ sq styczne do I' w
punktach S i T. Wowczas 0s potegowa okregow opisanych na trojkgtach KiF Ly © KoF Ly
jest osig symetrii ' <= F'P 1 ST, gdzie P = K1L1 N KLy, a F' to drugie ognisko I'.

W dowodzie powyzszego twierdzenia wykorzystamy nastepujacy lemat:

Lemat 2.2.2. Dany jest punkt F 1 kgt o wierzcholku w punkcie P. Niech Fy 1 Fy bedg
odbiciami punktu F' wzgledem ramion zadanego kgta. Wowczas symetralna FyFy jest prostg
1zogonalng do PF w zadanym kqcie.

Dowaod. 7 symetrii mamy, ze PF' = PF; = PF,, wiec punkt P jest $rodkiem okregu opisa-
nego na tréjkacie F'F1F,, w szczegdlnosci lezy na symetralnej odcinka FiF,. Niech punkty

M, N, O beda srodkami odcinkéw F'Fy, Fy Fy, F F odpowiednio. Wtedy poniewaz PN 1 F| Fy
i PM | FF; to czworokat PN M F; jest cykliczny, wiec

1
LMPN = ZLFFF = §AFPF1 = /FPO

P

X

Rysunek 14

]

Dowod twierdzenia. Zatdézmy najpierw, ze I' jest parabola. Teza przyjmuje wtedy nastepuja-
ca postac: o$ potegowa okregéow opisanych na trojkatach Ky F Ly i KoF' Lo jest osig symetrii
I’ wtedy i tylko wtedy, gdy prosta ST jest réwnolegta do kierownicy - jest to oczywiste.

Rozpatrzmy teraz przypadek, kiedy I' nie jest parabola. Niech okregi opisane na trojkatach
K F L, oraz KyF Ly przecinaja prosta ST po raz drugi w punktach Wi i W,. Z dowodu
twierdzenia 2.2.1 wiemy, ze proste F'W, i F'W, przecinjg te okregi po raz drugi w punktach
Fy i Fy, kore sa odbiciami punktu F' wzgledem prostych KL, 1 Ky Ly. Wtedy z potegi punktu
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F' lezy on na osi potegowej wtedy i tylko wtedy, gdy czworokat Wi Fy FoW, jest cykliczny. Ale
z wlasnosci elipsy oraz hiperboli F'Fy = F'F,, zatem czworokat Wy FyFoWs jest cykliczny
wtedy i tylko wtedy, gdy jest trapezem réwnoramiennym, czyli kiedy symetralna odcinka
F\F5 pokrywa si¢ z symetralng odcinka W;W,. Jednak z lematu 2.2.2 oraz twierdzenia o
izogonalnosci ognisk wiemy, ze symetralna odcinka F}Fy to prosta F'P, wiec musi ona by¢
prostopadta WWs. O

Rysunek 15
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2.3 7Biegunowe” wtlasnosci ogniska na prostej

Przyporzadkowanie kazdemu punktowi jego biegunowej oraz kazdej prostej jej biegunu po-
zwala na sformuowanie dualnej wersji lematu 2.1.1:

Lemat 2.3.1 (Dualny do 2.1.1). Niech ST bedzie cieciwg stozkowej I', przechodzgcq przez jej
ognisko F. Punkty K i L lezg na biegunowej punktu F wzgledem I". Wowczas ZKFL = 90°
<= proste SK i TL przecinajg sie na I

Uzyskana w ten sposéb konfiguracja posiada nastepujaca wlasnosé

Lemat 2.3.2. Niech ST bedzie cieciwg krzywej stozkowej I przechodzgcq przez jej ognisko
F. Punkty K 1 L lezg na biegunowej punktu F wzgledem I w taki sposéb, ze ZKFL = 90°.
Proste SK i TL przecinjg siec w punkcie P, a proste SL i+ TK przecinajg sie w punkcie Q).
Wowczas punkty P, Q, F sq wspotliniowe.

Rysunek 16

Dowdd. 7 lematu 2.3.1 punkty P i @ leza na I'; dany wiec mamy czworokat zupetny SPTQ
wpisany w stozkowa I'. Zatem punkt L lezy na biegunowej punktu K. 7 drugiej strony K
lezy na biegunowej F', wiec z twierdzenia La Hire punkt F' lezy na biegunowej K. Stad F'L
to biegunowa punktu K wzgledem I'. Analogicznie F'K to biegunowa punktu L wzgledem
I'. Poniewaz te proste moga przeciaé sie tylko w punkcie przekatnym czworokata zupetlego
SPTQ, to F lezy na przekatnej PQ). O]

Okazuje sie, ze lemat 2.1.1 mozna wykorzysta¢ w konstrukcji biegunowej ogniska wzgledem
stozkowej.

Twierdzenie 2.3.1. Punkt I jest ogniskiem stozkowej I', a ST cieciwg I przechodzqcq przez
F. Styczne do " w S i T przecinajqg dowolng trzecig styczng do I' w punkcie R w punktach
P i Q. Wtedy prosta Pappusa punktow S, P, F,Q, T, R jest biequnowq punktu F wzgledem I.

14



Dowaéd. Niech Z = SPNTQ, X = RITNFP,Y = RSNFQ, W = STNXY . Poniewaz Z lezy
na biegnowej punktu F' wzgledem I', wystarczy pokazaé, ze (S,T; F,W) = —1. Z wtasnosci
stozkowej LSFQ = LQFR, ZRFP = ZPFT oraz ZQFP = 90°, zatem F(S,R;Q,P) =
—1. Niech Ry = FRN XY. Wtedy

—1=F(S,R;Q,P) = (W,Ry;Y,X) = (W, F;S,T)

Rysunek 17

]

W powyzszym twierdzeniu tatwo wywnioskowac z twierdzenia La Hire, ze X to biegun F'Q, a
Y to biegun F'P, wigc X lezy na biegunowej Y. Wtasnos¢ ta mozna w bardzo prosty sposéb
uogolnic.

Lemat 2.3.3. Proste k,l przechodzq przez ognisko F' stozkowej I'. Niech punkty K, L bedg
biegunamsi prostych k.l wzgledem T" odpowiednio. Wowczas LK F'L jest rowny kgtow: miedzy
prostyma k 1 1.

Dowdéd. Niech a = Z(k,l). Z wlasnosci stozkowych mamy FK | ki FL 1L 1. Stad ZKFL =
180° — a. 0

Na podsumowanie tego rozdziatu rozwiazemy zadanie uzywajac biegunowych oraz lematu
2.1.1.

Przyktad 2.3.1. Rownolegltobok PQRS jest wpisany w stozkowq I, ktorej ogniskiem jest
punkt F, przy czym F € PQ. Niech O bedzie srodkiem I, a Z dowolnym punktem tej stozko-
wej. Proste PZ i QZ przecinajg biegunowq punktu F wzgledem I' w K @ L. Proste KO 1 LO
przecinajg QR © PS w punktach X,Y odpowiednio. Wowczas punkty X,Y, Z sq wspotliniowe.
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Rysunek 18

Dowdd. Przyporzadkujmy kazdemu punktowi jego biegunowa, a kazdej prostej jej biegun.
Oznaczmy przez () okrag o érodku w O, o ktérym mowa w fakcie 1.1.7. Zauwazmy, ze
styczne do I' w P i ) przecinaja () w takich punktach, ze dwa z nich sg $rednica 2. Niech
to beda B i C, gdzie BP i C'() sa styczne do I'. Poniewaz O jest takze srodkiem symetrii
rownolegtoboku PQRS, to CR i BS réwniez sg styczne do I', wiec B to biegun PS, a C
to biegun QR. Dalej niech proste BP i C'() przecinaja styczng do I' w Z w punktach D i
E. Wtedy DF jest biegunowg punktu K, a EFF jest biegunowa punktu L. Z lematu 2.1.1
dostajemy, ze Z/DFFE = 90°. Zauwazmy teraz, ze biegunami prostych KO i LO sg punkty
w nieskonczono$ci prostych DF' i EF', zatem biegunowa punktu X jest prosta k réwnolegta
do DF przechodzaca przez C', a biegunowa Y jest prosta [ przechodzaca przez B réwnolegta
do EF.

Rysunek 19
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Po tak przeprowadzonej transformacji ”biegun-biegunowa” trzeba pokazaé, ze proste k, [ i
DFE sa wspotpekowe. Jest to proste przeliczenie na katach, ktére pozostawiamy czytelnikowi
jako ¢wiczenie. O

2.4 Okregi wpisane i dopisane

W tym podrozdziale wykorzystamy twierdzenie 2.2.1 w okreslonej konfiguracji dotyczacej
okregow wpisanych i dopisanych do tréjkata.

Przyklad 2.4.1. Na boku BC' trojkgta ABC' lezy punkt K. Woéwczas wspdlna styczna we-
wnetrzna okregow wpisanych w trojkety ABK 1+ ACK, rozna od AK, przechodzi przez punkt
stycznosci okregu wpisanego w trojket ABC' z bokiem BC'.

Dowdd. Niech Iy, I, beda srodkami okregéw wpisanych w trojkaty ABK i ACK odpowied-
nio, a S'iT" punktami stycznosci tych okregéw z prosta BC. Wtedy KT = %(AK—FKC’—AC’)
oraz SD = 3(AB+ BC — AC — BK — AB + AK) = %(AK + KC — AC) = KT. Ponie-
waz LI1KS + ZILKT = 90° oraz ;S 1L BC i LT L BC to ALSK ~ AKTI,. Stad
42 = KL, wiee B2 = 28, czyli ALSD ~ ADTI,. Zatem Z1,DS + Z1,DT = 90°, wicc
LI DI, = Z11 KT, = 90°, czyli czworokat I; DK I, jest cykliczny. Rozwazmy teraz hiperbole
I’ jak w przyktadzie 2.1.1. Proste BI; i CI; sg styczne do I' w puntktach B i (', zatem z
lematu 2.1.1 prosta [;15 jest réwniez styczna do I'. Z twierdzenia 2.2.1 dostajemy, ze punkt
L = AK N 1115 jest punktem stycznodci, wiec z wlasnosci stozkowej proste DI, oraz DI, sa

dwusiecznymi katow Z/BDL i ZC DL odpowiednio.

A

LE&'
B S D KT C

Rysunek 20 Rysunek 21
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Przyktad 2.4.2. Okrqgg o $rodku w I wpisany w trojket ABC' jest styczny do prostych
BC,CA, AB w pukntach D, E,F odpowiednio. Prosta EF przecina prostqg BC' w punkcie
D*. Na prostej D*I wybieramy takie punkty X,Y, ze ZXDY = 90°. Proste BX i CY
przecinajq sie w punkcie P. Wowczas czworokqgty ABDP i APDC' posiadajg okregi wpisane
bgdZ dopisane.

Rysunek 22

Dowdéd. Podobnie jak poprzednio rozwazmy hiperbole I' o ogniskach A, D oraz statej |AB —
BD| = |AC — CD|. Poniewaz proste Bl i CI sa styczne do I'" oraz D € BC to [ lezy
na biegunowej D wzgledem I'. Zauwazmy roéwniez, ze (B,C;D,D*) = —1. Oznacza to,
ze prosta D*I jest biegunowa D wzgledem I'. Zatem z lematu 2.3.1 punkt P lezy na I
Zachodza woéwcezas rownosci AB — BD = AP — PD oraz AC — CD = AP — PD lub
AB — BD = DP — PA oraz AC — CD = DP — PA. W obydwu przypadkach dostajemy
rownosci AB + PD = AP+ BD i AC+ PD = AP+ CD lub AB+ PA = BD + DP i
AC + PA=CD + DP, ktére sa rownowazne tezie. O]

Przyktad 2.4.1 posiada bardzo duzo pokrewnych konfiguracji. Dla definicji punktu K tak jak
wyzej mozemy rozwazy¢ nastepujace okregi:

Przyktad 2.4.3. Wspélna styczna wewnetrzna okregow A-dopisanych do trojkgtow ABK i
ACK przechodzi przez punkt stycznosci okregu A-dopisanego do trojkgta ABC' z prostg BC.

Przyktad 2.4.4. Wspdlna styczna wewnetrzna okregow K-dopisanych do trojkgtow ABK i
ACK przechodzi przez punkt stycznosci okregu A-dopisanego do trojkgta ABC' z prostg BC.

Przykltad 2.4.5. Wspdlna styczna wewnetrzna okregow B-dopisanego do tréjketa ABK i

C-dopisanego do trojkgta ACK przechodzi przez punkt stycznosci okregu wpisanego w trojkqt
ABC' z prostg BC.

Mozna rozwazaé¢ réwniez konfiguracje w ktorych punkt K lezy poza odcinkiem BC'. Dla

ustalenia uwagi przyjmijmy, ze znajduje sie on na potprostej BC'. Wtedy tres¢ przyktadu
2.4.1 przeksztalci si¢ na jedna z nastepujacych:
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Przyklad 2.4.6. Wspélna styczna wewnetrzna okregow B-dopisanego do trojketa ABK 1 K-
dopisanego do trojkgta ACK przechodzi przez punkt stycznosci okregu wpisanego w trojkqt
ABC z prostqg BC.

Przyktad 2.4.7. Wspélna styczna wewnetrzna okregéow K-dopisanego do tréjkgta ABK i
C-dopisanego do trojkgta ACK przechodzi przez punkt stycznosci okrequ A-dopisanego do
trojkgta ABC' z prostqg BC'.

Przyktad 2.4.8. Wispdlna styczna zewnetrzna okregow wpisanego w trojkgt ABK i A-
dopisanego do trojkgta ACK przechodzi przez punkt stycznosci okregu wpisanego w trojkqt
ABC z prostg BC.

Przyktad 2.4.9. Wspdlna styczna zewnetrzna okregow A-dopisanego do tréjkgta ABK i
wpisanego w trojket ACK przechodzi przez punkt stycznosci okregu A-dopisanego do trojkgta
ABC' z prostqg BC.

Przykltad 2.4.10. Wspolna styczna wewnetrzna okregow wpisanego w trojket ABK @ C-
dopisanego do tojkgta ACK przechodzi przez punkt stycznosci okrequ B-dopisanego do troj-
kgta ABC' z prostqg BC.

Przyktad 2.4.11. Wspélna styczna zewnetrzna okregow A-dopisanego do tojkgta ABK i
K-dopisanego do trojkgta ACK przechodzi przez punkt stycznosci okrequ C-dopisanego do
trojkgta ABC' z prostqg BC.

Przyktad 2.4.12. Wispdlna styczna wewnetrzna okregow B-dopisanego do trojkgta ABK i

wpisanego w tojkat ACK przechodzi przez punkt stycznos$ci okrequ B-dopisanego do trojkgta
ABC' z prostqg BC.

Przyktad 2.4.13. Wispdlna styczna zewnetrzna okregow K-dopisanego do tojkgta ABK i

A-dopisanego do trojketa ACK przechodzi przez punkt stycznosci okregu C-dopisanego do
trajkgta ABC' z prostg BC.

Dowody powyzszych przyktadéw sg analogiczne do dowodu 2.4.1.
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