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ABSTRACT. Przestrzen wszystkich krzywych surjektywnych na kwadrat
jest Sciggalna. Prezentujemy kilka wnioskow z dowodu i wokot tego faktu.

1. WSTEP

Krzywe Peano (klasycznie: surjektywne ciagle odwzorowanie odcinka
I = [0,1] na kostke I"™) maja bogata historie [1| i (co jest by¢ moze za-
skakujace) rowniez zastosowania [2|. Najczesciej jednak mozna przeczytac
o konstrukcjach konkretnych rodzajow krzywych, rzadko za$ rozwaza sie
przestrzen wszystkich takich odwzorowan. W niniejszej pracy pokazemy, ze
ta przestrzen okazuje sie by¢ $ciggalna, jako wniosek z duzo ogélniejszego
faktu.

Sciagalnosé przestrzeni wszystkich odwzorowan w kostke wynika oczy-
wiscie ze $ciggalnosci kostki, jednak konieczno$é zachowania surjektywnosci
w kazdym czasie homotopii zmusi nas do innego potraktowania przestrzeni
odwzorowan surjektywnych.

Praca wyrosta z pytania, na ile typ homotopii surjekcji w X moze sie
rozni¢ od typu homotopii wszystkich odwzorowan w X.

2. PRELIMINARIA

Przestrzenn X bedzie ponizej zawsze metryczna, zwarta, spojna i lokalnie
spojna, poniewaz Twierdzenie Hahna-Mazurkiewicza [3] mowi, ze te i tylko
te przestrzenie moga by¢ obrazami odcinka jednostkowego I. To pozwala
na przestrzeni wszystkich funkeji ciagltych C(I, X) wprowadzi¢ topologie
zbieznosci jednostajnej (czy tez metryke supremum), i z ta topologia roz-
patrywac ja ponizej. Niech P(X) :={f: 1 — X | f jest ciagla surjekcja }.

Obserwacja 1. P(X) jest domknietym podzbiorem C(I, X).

Dowdd. Niech k, bedzie ciagiem w P(X) zbieznym do k € C(I,X). Dla
ustalonego = € X istnieje t;, ze k;(t;) = z. Bez straty ogdlnosci mozemy
zalozy¢, ze t; jest zbiezny do t, i oczywiscie z definicji metryki supremum i
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ciaglodci k staly ciag © = k;(t;) zmierza do k(t), a zatem k jest surjekcja i
lezy w P(X), co dowodzi domknietosci tego podzbioru. O

Mozemy réowniez zauwazy¢, ze P(X) dziedziczy zatem z C(I,X) zu-
petnosé.

Definicja 2. Przestrzen X bedziemy nazywac Y -$ciagalng, jezeli kazde dwa
odwzorowania ze zwartej, spojnej i lokalnie spéjnej przestrzeni metrycznej
Y do X sa homotopijne, lub réwnowaznie jezeli kazde odwzorowanie z Y do
X jest homotopijne z ustalonym odwzorowaniem statym.

Oczywiscie X jest Sciagalna wtedy i tylko wtedy gdy jest X-Sciagalna,
i wtedy i tylko wtedy, gdy jest Y-$ciagalna dla kazdej przestrzeni Y, co
wynika z elementarnych wlasnosci sktadnia homotopii.

Twierdzenie 3. Jesli X jest Y-Sciggalna, to P(X) rowniez.

Dowadd. Po pierwsze zauwazmy, ze dla dowolnego xq € X istnieje krzywa
p € P(X) taka, ze p(0) = xo. Istotnie, dowolne ustalone k € P(X) osiaga
ro W czasie tyg. A zatem krzywa

(1= 20)t)  dlat <
p(t) = { k(2t — 1) dlat >

NN

spetnia zadany warunek.
Po drugie, poniewaz wszystkie rozwazane przestrzenie sg zwarte, skorzys-
tamy z tego, ze C(Y,C(1, X)) 1C(Y x I, X) sa we wzajemnej odpowiedniosci.
To pozwala nam przej$é¢ do wlasciwego dowodu. Niech o : Y — P(X),
ktore mozemy wymiennie traktowac jako funkcje o wartosciach w przestrzeni
funkcji, piszac a(y)(t), lub jako funkcje dwoch zmiennych, a(y, t). Szukamy
funkcji 5 : Y x I — P(X) (lubY x I x I — X) takiej, ze 5(y,0) = a(y)
a B(y,1) = const (lub B(y,0,t) = a(y,t) 1 By, 1,t) jest ciagla surjekcja
niezalezna od y). Funkcja f(y) := «(y, 1) jest homotopijna ze stala jako
odwzorowanie z Y do X (dzieki Y-$ciagalnosei), ustalmy te homotopie jako
g: Y xI — X zaczynajacasiew g(y,0) = f(y) a konczaca sie w g(y, 1) = xo.
Na podstawie uwagi rozpoczynajacej dowdéd wybieramy krzywa p taka, ze
p(0) = zg. Zdefiniujmy teraz v: Y x I — X jako
a(y, 3t) dlat < 3
Yy, t) =% g(y,3t—1) dlas<t<3
p(3t—2) dlaz<t

Wl w|—

Zauwazmy, ze v jest oczywiscie ciagla. Ponadto, dla kazdego y € Y odw-
zorowanie ¥(y,-) : I — X lezy w P(X), poniewaz y(y, [0,3]) = a(y,I) =



X =p(I) =y, [%, 1]). Podobnie, zdefiniujmy teraz ¢: I x I — I jako

o0 = {

1t(1+4s) dla s <
$t(5—4s)+3(4s—2) dlas>

N[ N[ =

Ponownie, ¢ jest oczywiscie ciggla. Zauwazmy, ze ¢(0,t) = £ oraz ¢(1,t) =
t+2 1
3 3
1. 1 - :

5 < 515> 5. Przedstawmy wykres ¢(s,1) i ¢(s,0):

zas przedziaty [0 } i [%, 1] zawieraja sie w ¢(s, I) dla, odpowiednio,
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Stad juz wynika, ze funkcja
By, s,t) =y, d(s,1))

jest szukana homotopia, mamy bowiem

00,0 = (15 ) = 2ty

t+2
i ponadto nie opuszcza ona P(x):
1 1
X = Y (y7 |:07 §:|) g 7(3/7@25(87[)) = ﬁ(y,S,I) dla s < 5
2 1
X =9 (97 [g,l]) CH(y, (s, 1)) = B(y,s, I) dlas> 3
co konczy dowdd. O
3. WNIOSKI.

Konsekwencja powyzego twierdzenia jest rozwigzanie problemu postaw-

ionego na wstepie.
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Whniosek 4. Przestrzenie klasycznych krzywych Peano P(I™) sq Sciggalne,
poniewaz 1™ sq Sciggalne.

Zauwazmy, ze typ homotopii X jest istotny dla Sciagalnosci P(X).
Obserwacja 5. Przestrzeri P(S'), surjekcji na okrag, nie jest $ciggalna.

Dowdd. Istotnie, nie znika jej grupa podstawowa. Gdyby bowiem funkcja
St ¢ = (It ¢-e**) € P(S') byta homotopijna do odwzorowa-
nia statego (to znaczy pewnej surjektywnej krzywej k(t)) przez homotopie
H(g,t,s), to H(¢,0,s) byloby homotopia identycznoéci na S' z funkcja

stala, co nie moze mie¢ miejsca. Il

Twierdzenie 6. Niech Y bedzie zwartq, spojng i lokalnie spojng przestrzeniq
metryczng. Jesl oy, 1 € C(Y, P(X)) sq¢ homotopijne w C(Y,C(I, X)) to sq
tez homotopijne w C(Y, P(X)).

Dowdd. Z homotopijnosci istnieje funkcja ciagta 5: I — C(Y,C(I, X)) taka,
ze B(0) = ap i (1) = ay. Rownowaznie 8(s,y,t): I xY x I +— X jest ciagla
oraz 5(0,y,t) = ao(y,t), B(1,y,t) = a1(y,t). Chcemy skonstruowac funkcje
B'(s,y,t): IxY xI — X, ktora ponadto ma te wlasciwosé, ze B'(s,y, ) = X
(czyli 5'(s,y) jest surjekcja). Podobnie jak poprzednio konstruujemy funkcje
ciagta v: Y X I — X przez

5(0,y,31) dla t < 3
Yy, t) =< BBt—1,y,2—3t) dlali<t<?
B(1,y,3t — 2) dla 2 <t
Tak jak poprzednio v(y, [0,3]) = ao(y,I) = X = au(y, 1) = ~(y, [3,1]).

Definiujemy teraz ¢(s,t) doktadnie tak jak wczesniej:
1 1
P(s:t) = { ig ’ ii; +14s—2) jiz j i i
3 3 Z 3
Tak jak poprzednio, przedziaty [O, %} i [%, 1} zawieraja sie w ¢(s, 1) dla,
odpowiednio, s < % i s> 3. Ponadto ¢(0,t) = Loraz ¢(1,t) = % Stad
znow wynika, ze funkcja

B'(s,y,t) =y, 6(s,1))
jest szukana homotpia, gdyz:
t
6,(07 Y, t) =7 (y7 g) = Oé()(y, t)

t

B'(1,y,t) =7 (y, %) = ai(y,t)



Ponadto nie opuszcza ona P(X):

X =9 (y, {0, %D Sy, d(s,1)) = B'(y,s,1) dlas<

N~ N =

co konczy dowdod. Il

Latwo zauwazy¢, ze Twierdzenie 3 jest wnioskiem z Twierdzenia 6, jednak
zdecydowalidmy si¢ zaprezentowaé je najpierw, by od prostszego i bardziej
namacalnego problemu $ciagalnosci przestrzeni krzywych Peano przej$é¢ do
bardziej abstrakcyjnej sytuacji.

Twierdzenie 6 moéwi ponadto, ze typ homotopii P(X) jest $cisle pow-
igzany z typem homotopii C(I,X), czyli z typem homotopii X. Mozna
domniemywa¢, ze w wiekszosci przypadkéw bedzie to dokladnie ten sam
typ homotopii, jednak w ogélnosci ten problem wydaje si¢ trudny.
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