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Kwadrat? Barttomiej BZDEGA

Uwaga. W catym artykule liczby k, m, n, q, r sq catkowite, a liczba p — pierwsza.

Korzystajac z tego, ze numer niniejszego kacika jest kwadratem liczby
naturalnej, napisze o tym, jak rozpoznaé liczby, ktére kwadratami liczb
naturalnych na pewno nie sa. Wymienie tu trzy najprostsze sposoby.

Sposéb I: rozklad na czynniki pierwsze. W rozktadzie kwadratu liczby
naturalnej wszystkie czynniki pierwsze wystepuja z wykladnikami parzystymi
(por. kacik nr 31, Af,). Aby wykazaé, ze dana liczba nie jest kwadratem,
wystarczy wiec znalezé jeden czynnik pierwszy, ktéry ma wykltadnik nieparzysty.
Mozna to oczywiscie uogolni¢ — w rozkladzie k-tej potegi wszystkie czynniki
pierwsze maja wykladniki podzielne przez k. W praktyce najczesciej stosuje sie
to tak: jesli p | n, ale p? { n, to n nie jest kwadratem, ani zadng potega liczby
naturalnej o wyzszym wykladniku.

Sposéb 1II: reszty z dzielenia. Ustalmy liczbe m > 1. Kazda liczbe naturalng n
mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci gm + r, w ktérej —m/2 < r < m/2.
Woéwezas n? = m(q>m + 2qr) + r?, wiec aby poznaé¢ wszystkie mozliwe reszty

z dzielenia kwadratéw liczb naturalnych przez m, wystarczy wyznaczy¢ reszty

z dzielenia przez m liczb 02,12, ..., |m/2]?. Te reszty nazywamy kwadratowymi,
a pozostate — niekwadratowymi. Jesli liczba naturalna daje reszte niekwadratowa
z dzielenia przez m, to nie jest ona kwadratem liczby naturalnej. Mozna,
ogOlniej, rozwazac reszty szeécienne i reszty dla wyzszych wyktadnikow.

Sposéb III: szacowanie. Zachecam do zapoznania si¢ z artykulem Miedzy
kwadratami autorstwa Michata Kiezy (gazetka OMJ Kwadrat, nr 20, wrzesierl
2017). Idea jest nastepujaca: liczby znajdujace si¢ pomiedzy kwadratami dwdch
kolejnych liczb naturalnych nie sg kwadratami liczb naturalnych. To samo
mozna oczywiscie powiedzieé o szesScianach miedzy szedcianami, jak réwniez

o wyzszych wyktadnikach.

Powyzsze metody zilustruje dwoma prostymi przyktadami.

Przyklad 1. Liczba n? ma dwie ostatnie cyfry réwne c. Wyznaczyé wszystkie
mozliwe wartosci c.

Rozwigzanie. Wartosci 0 i 4 sa mozliwe, bo 102 = 100 i 122 = 144. Ponadto

c & {2,6}, bo wtedy 2 | n?, ale 4 n?, oraz ¢ # 5, bo wtedy 5 | n?, ale 25 { n?.
Réwniez ¢ & {3,7,8}, bo 2 i 3 sa niekwadratowymi resztami z dzielenia przez 5,
oraz ¢ € {1,9}, gdyz 3 jest reszta niekwadratowa z dzielenia przez 4.

Przyklad 2. Udowodnié, ze liczba M = 444 ...44 (2n czwoérek) nie jest kwadratem
liczby naturalne;j.
Rozwigzanie. Mozemy zapisaé M = %(102" — 1), wiec

(6...66)2 = (2(10" —1))* < M < (2(10" +2))* = (6...67)2.

Zadania

1. Czy liczba n = 657657657 . . ., ktora konczy sie cyfra 6, 5 lub 7, moze by¢
kwadratem liczby naturalnej?

2. Wyznaczy¢ wszystkie n, dla ktérych liczba 4™ + 2™ + 17 jest kwadratem liczby
naturalne;j.

3. Niech S(m) oznacza sume cyfr liczby naturalnej m. Udowodnié, ze S(2n? + 3)
nie jest kwadratem liczby naturalne;j.

4. Wykazaé, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb naturalnych, ktérych nie da sie
przedstawié¢ w postaci a® + b3 + ¢ dla pewnych liczb catkowitych a, b, c.

5. Wyznaczy¢ wszystkie n, dla ktérych 2™ + 105 jest kwadratem liczby naturalne;j.

6. Wyznaczy¢ najwicksza mozliwg dlugo$é ciggu kolejnych liczb catkowitych,
z ktérych kazda mozna przedstawié¢ w postaci a® + 2b2 dla pewnych liczb
catkowitych a i b.

7. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne, ktérych kwadraty maja w zapisie
dziesietnym wylacznie nieparzyste cyfry.
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