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*Zgodnie z regula, ze odpowiedz na

tytulowe pytanie zawsze jest przeczaca.

Przyklad zastosowania tej metody:

Czy ? to iloraz dy i dx?
Michal M[SK[E WICZ

If you have built castles in the air,
your work need not be lost; that is
where they should be. Now put the
foundations under them.

Henry David Thoreau

Z mojego skromnego do$wiadczenia dydaktycznego wynika, ze na pytanie
postawione w tytule najbezpieczniej jest odpowiedzieé¢ nie*. Pochodna funkcji
y(x) definiowana jest jako granica ilorazéw

- ) o M=)

ale sama ilorazem nie jest. A przynajmniej nie w taki sposob, ze jest ilorazem
granic licznika i mianownika. Przypomnijmy — wzoér na granice ilorazu

. Ganp hmn—>oo G,
lim — = —————

n—oo by, lim, o0 by,
zachodzi, gdy ciagi a, i b, sa zbiezne, przy czym granica b, nie jest zerowa. To
ostatnie zastrzezenie stuzy wykluczeniu dzielenia przez zero, a z takim wtaénie
przypadkiem mamy do czynienia w definicji pochodnej. Gdyby dy bylo granica
y(a') —y(z), a do granica ' — z, to jedno i drugie byloby po prostu zerem.

Nie zmienia to faktu, ze pochodna jako granica ilorazéw dziedziczy wiele ich
wlasnosci. Prawdziwe sa m.in. wzory na pochodna zlozenia i na pochodna

funkcji odwrotnej:
dy dy dz dx 1

— T T Ay
de dz dz dy ¢
ktore sugeruja, ze w wielu przypadkach % zachowuje si¢ jak iloraz. Uzasadnia
to na przykitad metode rozwi@zywania réwnan rézniczkowych o zmiennych
rozdzielonych, czyli rtéwnain postaci 3 y = f(z)g(y), gdzie funkcje f i g sa z géry
zadane. Symbolicznie czesto ZaplSllJe SIQ ja jako ciag przejsc¢:

@ = f(2)g(y) = mdy_f( r)dr = / yZ/f(x)de

Uzyta w tym zapisie posrednia forma —~dy = f(z)dz moze budzié

kontrowersje, poniewaz sugeruje, ze d:cgi(ya;,y sa bytami, ktore mozna poréwnywac.
Najproéciej jest jednak uznaé, ze to tylko mnemotechnika, uzyteczna zaréwno
w rozwiazywaniu réwnan roézniczkowych, jak i w zapamietaniu wspomnianych
wyzej wzoréw na pochodne, a przy tym zawierajaca cenng intuicje dotyczaca
samej definicji pochodnej. Réwnoczes$nie niech napisy % i [ f(z)dz pozostang
wladnie napisami, oznaczajacymi odpowiednio pochodna y'(z) i funkcje
pierwotng (funkecje F(x) spelniajaca F’'(x) = f(x)) — nic nas nie zmusza do
przypisywania sensu pojedynczym sktadowym tych napiséw.

I na tym mozna spokojnie zakonczy¢ lekture niniejszego tekstu... chyba, ze chce
sie zobaczy¢ drugie dno.

Tto historyczne

Pojecie pochodnej pojawito sie¢ w XVII wieku za sprawa Isaaca Newtona
(1642-1727) i Gottfrieda Leibniza (1646-1716). Do zapisu pochodnej stosowano
(i stosuje sie nadal) rézne symbole, m.in. ¥, g, %. To ostatnie oznaczenie
pochodzi od Leibniza i oddaje jego rozumienie pochodnej jako ilorazu
nieskonczenie malych wielkosci dy i dz. Leibniz wprowadzil bowiem liczby
dodatnie nieskoniczenie male, to znaczy mniejsze od odwrotnosci wszystkich
liczb naturalnych. Zauwazmy, ze gdyby € > 0 bylo taka wlasnie liczba spelniajaca
€< % dla wszystkich n € N, to jej odwrotnos¢ é bytaby gérnym ograniczeniem
zbioru liczb naturalnych N. Tymczasem tzw. aksjomat Archimedesa, o ktérym
jeszcze napisze w dalszej czesci, méwi dokladnie tyle, ze takie ograniczenie nie
istnieje, wiec w naszej matematyce nie ma miejsca na liczby nieskonczenie matle.
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Przyktadowo, dla y = aclmg mamy

dy
dzg
pochodnej czgstkowej po x2 zmienng xq
niejako zamrazamy.

A

= 2z122 — na potrzeby obliczania

T1 = rcosa
ZTo = rsina

— /2 2
r= ml+932

a = arctg(za/z1) (nie zawsze)

Dalszy rozwdj matematyki nie potoczyl sie torem wytyczonym przez Leibniza.
Chociaz wprowadzona przez niego notacja si¢ utrzymala, to w XIX wieku
Sciste pojecie pochodnej oparto na granicy, tak jak w @ Samg granice z kolei
zdefiniowano poprzez znany uczniom warunek z epsilonem i delta (e i §), co
ostatecznie odarto te dziedzine z magii wielkosci infinitezymalnych.

Ale nie jest to koniec historii — w latach 60. ubiegtego wieku Abraham
Robinson (1918-1974) ugruntowal idee Leibniza, budujac teorie liczb i funkeji
hiperrzeczywistych uwzgledniajaca liczby nieskoriczenie mate. Stworzona
w ten sposéb teorie nazywa si¢ analizg niestandardowq, dla odréznienia od
analizy — no c¢6z — standardowej. Aksjomat Archimedesa jest w tej teorii
niespelniony, ale za to pochodna mozna $cisle definiowaé jako iloraz wielkosci
nieskoniczenie malych. Mianowicie liczbe S nazwiemy pochodna y(z) w z, jesli
S jest zaokrggleniem do najblizszej liczby rzeczywistej (standard part) wartodci
w dla kazdej infinitezymalnej liczby Az # 0. Przyktadowo, dla y = 22
ey 2 2 2 2 2

(x+ Ax)* —x o +2zAx + (Ax)? —x — 9wt Au

Az Az

a zaokragleniem do liczby rzeczywistej jest 2z (niezaleznie od Ax). Historie
i obecny stan tego fragmentu matematyki mozna lepiej poznaé dzieki zrodlom
podanym na marginesie.

Rézniczka na ratunek

A czy w standardowej analizie mozna jakos usprawiedliwi¢ % jako iloraz?

W duchu stawiania fundamentéw pod wiszacymi w powietrzu zamkami
mogliby$my to zrobié, definiujac dy i dz jako liczby réwne odpowiednio y'(x)

i 1. Skoro do tej pory nie przypisaliSmy tym obiektom Zadnego innego znaczenia,
to wolno. I nikt nie zaprzeczy, ze wéwczas iloraz % jest réwny pochodnej, tyle
ze takie podejécie jest zupelnie jalowe. Przekonamy sie jednak, ze nie jest ono
dalekie od formalizmu form rézniczkowych.

Meandry wielu wymiaréw

W tym celu dodajmy jeden wymiar i rozwazmy funkcje y: R? — R. Méwimy
wtedy o funkcji dwdch zmiennych, gdyz punkt w R? mozemy reprezentowaé
jako pare liczb rzeczywistych (x1,x2). Jesli ustalimy warto$é x1, to pozostaje
nam funkcja jednej zmiennej zo — y(x1,x2) — jej pochodna nazywamy pochodng
czgstkowg funkcji y wzgledem zmiennej xo:

y(w1,25) — y(z1,72)

7 .

—y(xl,xg) = lim
Ty — T2

0z TH—T2
2

Istnieja tez inne sposoby reprezentacji punktéw R2. Czytelnik na pewno
spotkal sie ze wspdlrzednymi biegunowymi (r, ), w ktérych r mierzy dlugosé
promienia wodzacego poprowadzonego z poczatku uktadu wspotrzednych, a «
odchylenie tego promienia od dodatniej p6tosi OX; (zob. wzory na marginesie).
Z wyjatkiem poczatku ukladu i ewentualnej niejednoznacznosci doboru «,
wspblrzedne (r, ) w niczym nie ustepuja wspolrzednym (x1, z2). Mozemy wiec
mysle¢ o y jako o funkcji y(r, ) i definiowaé jej pochodne czastkowe % i %
wszedzie poza poczatkiem uktadu.

Skupmy teraz uwage na dwoch funkcjach, x4 oraz «, przyporzadkowujacych

kazdemu punktowi jego druga wspolrzedna, odpowiednio kartezjanska lub
biegunowa. Postepujac jak poprzednio, obliczamy pochodne czastkowe

O (rsina) cos

— = —(rsina) = rcosq,

e’ o]

oo 1o} 1 1 T

= o— (arctg(v2/21)) = —F—F% — = 5 3

Oxy  Oxy 1+ (we/z1)? 71 23+ 23
Drugi wynik mozna przedstawi¢ w formie <= i wida¢ wtedy, ze 88—;)‘2 nie jest

-1
rowne (%) . Intuicja — przynajmniej w tak naiwnym wydaniu — nas zawiodtla.

Adepci studiow matematycznych i technicznych znajg rozwigzanie tego
problemu — 76zniczke. Rézniczka y w punkcie p € R? jest przeksztalceniem
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http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/analiza/2011/01/01/Analiza_niestandardowa/
https://terrytao.wordpress.com/2010/11/27/nonstandard-analysis-as-a-completion-of-standard-analysis/
http://www.math.wisc.edu/~keisler/
http://www.math.wisc.edu/~keisler/

Uwaga terminologiczna: wzér nie jest hnlowyrn dypl R2 — R, ktére na wektorze v € RQ przyjmuje wartoséé
definicja rézniczki, tylko pochodnej

kierunkowej. Wiadomo jednak, ze jesli (**) d (V) — lim y(P + tV) - y(p)
\f;;urlrll(gjca;y posiada rézniczke, to jest Yp - 150 t :

Wspomniane wczesniej pochodne czastkowe daja sie wyrazié¢ jako szczegdlne
przypadki powyzszych pochodnych kierunkowych:

0 0 0 T T 9]

Tmyl :dy(170>7 87;/2 :dy(071)7 372 =dy (71772) ) =4 :dy(_x27x1)>
cho¢ w dwdéch ostatnich przypadkach nie jest to takie oczywiste. Warto jednak
odnotowaé, ze pojawiajace sie tu wektory odpowiadaja kierunkom, w ktérych
porusza sie punkt, gdy ustali si¢ jedna wspétrzedna, a zaburzy druga.

Roézniczki sa przeksztatceniami liniowymi, wiec jako takie mozna je dodawac,
mnozy¢ przez skalary, a przy odpowiednich warunkach rowniez sktadaé — to
ostatnie jest odpowiednikiem mnozenia i pojawia si¢ naturalnie przy obliczaniu

rézniczki zlozenia. A czy mozna dzieli¢, jak w napisie %?

Moze si¢ zdarzyé¢ na przyklad, ze w danym punkcie dzp(v) = 2dyp(v) dla

wszystkich v € R?, powiedzieliby$my wtedy, ze % = 2. To jednak rzadki
P

przypadek — we wczedniej rozwazonym przykladzie mamy

dxzo(v1,v9) = va, da(vi,vs) = D1tz — 201

)

2 2
r{ + 5
rézniczki te nie sa wiec proporcjonalne (poza osia OXy).
Dzielenie rézniczek w jednym wymiarze

Dobra wiadomosé! W przypadku jednowymiarowym wszystkie przeksztalcenia
liniowe R — R sa proporcjonalne, wiec zawsze mozna je dzieli¢ (chyba ze dzielimy
przez zero, to wtedy nie). W szczegdlnosci z definicji @ wynika

dyz
da) =y @ dn@) =0 P @) dusoeR oo
Roézniczka pozwala zatem zaréwno przypisaé¢ sens symbolom dx, dy, jak i nadac

% walory ilorazu. Jest nawet lepiej — po wykonaniu pewnej pracy (nadaniu R?

struktury rozmaitosci gladkiej) mozna pozby¢ sie zaleznosci definicji @) od
wspotrzednych (21, 12), zaleznosci kryjacej sie w dodawaniu wektoréw w R2.

Tak samo w R! Jedli funkcja z: R — R ma niezerujaca sie rézniczke, to mozna ja
przyjaé jako wspolrzedng w miejsce x, tak samo jak wspolrzedne kartezjanskie
mozna zamieni¢ na biegunowe. Wtedy z koniecznosci poréwnanie rézniczek dy
idz daje dy = Z—Zdz, przy czym Z—Z jest pochodng y po z. W rezultacie

z
dy = %dz7 dz = %dm = dy= % . le—idx,
i wzor na pochodna zlozenia okazal si¢ faktem arytmetycznym. Czytelnik moze
sie czué oszukany, i stusznie — tak naprawde wzor na pochodng zlozenia jest
juz zakodowany we wspomnianej strukturze rozmaitoéci, ktéra pozwolita nam
‘ oderwaé rézniczke od wspotrzednych. Jesli udato mi sie Czytelnika zaciekawié, to

| polecam zaglebi¢ sie w geometrie rézniczkowa — dziedzinge zajmujaca sie wolnym
' Y od wspélrzednych (przynajmniej w wiekszosci) opisem obiektéw geometrycznych.
A na poczatek proponuje zastanowié¢ sie nad ponizszymi problemami:

Zadanie 1. Punkty na sferze jednostkowej S? = {(z,y,2) : 22 +4* + 22 = 1}
mozna opisywaé przez geograficzng szeroko$é « i dlugosé 8 (wzorami jak na

Wspélrzedne sferyczne: marginesie). O funkcji f: S? — R mozna wtedy mysle¢ jako o funkcji f(a, B)
Zi Eg:g:ﬁfg i obliczaé¢ jej pochodne czastkowe g—i, g—é. 7 drugiej strony, z = /1 — 22 — y2
z=sino zadaje opis sfery (lub przynajmniej jej polowy) para (z,y), mozemy wiec tez

liczy¢ pochodne czastkowe g—i, y Jak opisaé zaleznosé¢ miedzy jednym a drugim
zestawem pochodnych?

Zadanie 2. Jak zmodyfikowaé definicje , by miala sens dla f: S? — R? Jak
wyrazi¢ pochodne czastkowe z poprzedniego zadania w terminach rézniczki?
Wskazéwka: ograniczyé sie do wektoréw v stycznych do S? w p, a nastepnie
poprawié¢ p + tv, by punkt ten lezal na sferze.
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Blokowe cechy podzielnosci

Szeroko znana jest cecha podzielnosci przez 3 i przez 9.
Mianowicie: liczba n dzieli sie przez 3 (lub 9) wtedy

i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr dzieli sie przez 3
(odpowiednio 9). Mozna te mysl wyrazi¢ w sposéb
nieco bardziej skomplikowany, za to lepiej poddajacy
sie uogdlnieniu: dana liczbe dzielimy, zaczynajac od
konca, na bloki jednocyfrowe, a nastepnie dodajemy
bloki. Otrzymana liczba dzieli sie przez 3 lub 9 wtedy
i tylko wtedy, gdy liczba wyjsSciowa ma t¢ wtasnosé.
Na przyktad 145321 podzielimy na bloki 1, 4, 5, 3, 2, 1,
ktérych sumag jest 1 +4+5+3+2+ 1= 16.

Nieco rzadziej méwi sie o podobnej cesze podzielnosci
przez 11. Jedyna réznica jest to, ze bloki podziatu maja
po dwie cyfry. Na przyklad liczbe 7345891 podzielimy
na bloki 7, 34, 58, 91 o sumie 7 4+ 34 4+ 58 4+ 91 = 190.
Wezmy bloki po 3 cyfry, a otrzymamy ceche podzielno$ci

przez 37.
Jak to dziata?

Wprowadzmy odrobine pozytecznej nomenklatury. Dla
danej liczby liczbe utworzona z jej k koncowych cyfr
nazwiemy jej k-koncem, a utworzong z pozostalych cyfr —
k-poczatkiem. Zatem 1-koniec liczby 56743287 to 7, a jej

3-poczatek to 56743.

Zacznijmy od uzasadnienia cechy podzielnoéci przez 3.

A jaka ceche podzielnosci uzyskamy dla
d bedacego dzielnikiem liczby
99...900...07

Czytelnik Uogdlniajacy zauwazy, ze
analogiczne rozwazania pozostaja stuszne
w kazdym systemie pozycyjnym.

Czytelnik Poprawiajacy dostrzeze, ze
przedstawiong obok argumentacj¢ mozna
ulepszy¢: potegi liczby 10 nie moga by¢
podzielne przez d, wigc mozna wykluczyé
reszte d i uzyskaé t < d — 1.

Wiecej o funkcji Eulera mozna przeczytaé
np. w artykule Witolda Bednarka (Aig)

Pawel Rafal BIELINSKI

Student, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW
Zauwazmy, ze 3 jest dzielnikiem liczby 9, zatem liczba
10a + b daje te sama reszte z dzielenia przez 3 co liczba
mniejsza od niej o 9a, czyli liczba a + b. To oznacza,
ze liczba naturalna, np. 32467, daje przy dzieleniu
przez 3 te sama reszte co suma jej 1-poczatku i 1-konca,
3246 4+ 7. Ale w ten sam sposOb mozemy stwierdzié, ze
i jej 1-poczatek 3246 daje te sama reszte co suma jego
1-poczatku i 1-konica, czyli 324 4+ 6. Wobec tego reszta
z dzielenia wyjsciowej liczby 32467 jest taka sama jak
liczby 324 + 6 4 7. Powtarzajac rozumowanie jeszcze
kilkukrotnie, stwierdzamy, ze taka sama reszte daje tez
po prostu suma cyfr liczby wyjsciowe;j.

Dla cechy podzielnosci przez 11 zauwazmy, ze liczba ta
jest dzielnikiem liczby 99. Wobec tego reszta z dzielenia
liczby 100a + b przez 11 jest taka sama jak liczby

100a + b — 99a = a + b. Zatem kazda liczba naturalna
przy dzieleniu przez 11 daje te sama reszte co suma jej
2-poczatku i 2-konica. Znowu, interesujaca nas cecha
wynika z kilkukrotnego zastosowania tej obserwacji.

Wreszcie cecha podzielnoéci przez 37 bierze sie stad, ze
999 jest wielokrotnoscia tej liczby. Zatem 1000a + b daje
te sama reszte co 1000a + b — 999a = a + b, a jest to suma
3-poczatku i 3-konica liczby 1000a + b. Jest to tez prawda
dla kazdego innego dzielnika liczby 999, w szczegoélnosci
dla liczby 27.

Te rozwazania mozemy podsumowaé i uogélni¢ w postaci nastepujacego
stwierdzenia: jedli liczba d jest dzielnikiem liczby 999...9, skladajacej sie

z t dziewiatek, to reszta z dzielenia liczby n przez d jest zawsze taka sama jak
dla sumy t-poczatku i t-konca tej liczby.

Celem 2-korica niniejszego artykulu jest pokazanie, ze dla kazdej liczby d
wzglednie pierwszej z 10 mozna stworzy¢ ceche podzielnosci tego szczegdlnego,
blokowego typu. Innymi stowy, musimy wykazac, ze wsrod wielokrotnosci takiej
liczby d zawsze znajdziemy liczbe, ktorej zapis dziesigtny sklada sie z samych
dziewiatek. Proponujemy dwie metody dojécia do tego wniosku.

Zasada szufladkowa

Pierwszy sposob opiera sie na szczegblnym przypadku stynnej zasady
szufladkowej, o ktérej mozna przeczytaé w AlZ AS, i Ag. Ustalmy liczbe d
wzglednie pierwsza z 10. Rozwazamy liste wszystkich liczb, ktérych zapis
dziesietny sktada si¢ z samych dziewiatek: 9, 99, 999, 9999, ... Jest ich
nieskonczenie wiele, wiec pewne dwie z nich muszg dawac te sama reszte

z dzielenia przez d. Wobec tego ich réznica, réwna 999...9—-999...9 =
=99...900...0, dzieli sie przez d. Ale 99...900...0=199...9-100...0. Teraz
skorzystamy z zalozenia, ze d nie ma wspolnych dzielnikéw z liczba 10, a wiec
nie ma ich tez z jej potega, 100...0. Zatem d jest dzielnikiem liczby 99...9,

co konczy uzasadnienie.

Zauwazmy jeszcze, ze powtoérzenie reszty z dzielenia przez d musi sie zdarzy¢
juz wéréd d + 1 pierwszych liczb na liscie 9, 99, 999, ..., poniewaz mozliwych
reszt jest d < d+ 1. W takim razie wskazana powyzej liczba 99...900...0 ma
co najwyzej d dziewiatek. Widzimy wiec, ze poszukiwane t nie tylko istnieje, ale
tez ze minimalne t jest nie wieksze niz sama liczba d. W kolejnej czesci, stosujac
bardziej zaawansowane metody, znajdziemy doktadniejsze oszacowanie.

Dalsza eliminacja

Wprowadzmy na scene jednego z najwigkszych celebrytéw klasycznej teorii liczb.
Mowa tu o tzw. tocjencie, znanym tez jako funkcja Eulera i oznaczanym .
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Czytelnik Ciekawski dowie sie, ze
minimalne ¢ jest réwniez dzielnikiem A(d),
gdzie A oznacza tzw. funkcje Carmichaela.
Trudno natomiast, w ogdlnosci,
przewidzieé jego dokladng wartosé.

Dla danej liczby naturalnej n jej tocjent ¢(n) wyraza liczbe liczb naturalnych
dodatnich, ktore sa mniejsze od n i sa z ta liczba wzglednie pierwsze. Na
przyklad ¢(5) =4, bo 5 jest wzglednie pierwsza z 1,2,3 i 4. Z kolei ¢(6) = 2,
bo 6 jest wzglednie pierwsza z 11 5, ale nie z 2, 3 ani 4.

Jesli liczba a ma wspélny dzielnik z n, to jest on takze dzielnikiem kazdej liczby,
ktora daje reszte a przy dzieleniu przez n. Istotnie, oznaczajac ten wspélny
dzielnik jako x i piszac a = za’, n = zn’, mamy kn + a = kan’ + za’ = z(kn' + d').
Oznacza to, ze reszta z dzielenia przez n liczby wzglednie pierwszej z n jest tez
wzglednie pierwsza z n. Takich reszt jest, z definicji, ¢(n).

Zastosujmy ten fakt. Wezmy, jak zwykle, liczbe d, ktéra jest wzglednie pierwsza
z 10. Jest tez ona wzglednie pierwsza z kazda potega liczby 10. Wobec tego
kazda liczba postaci 100...0 daje jedna sposréd ¢(d) reszt z dzielenia przez d.
Zatem ktores dwie z ¢(d) + 1 liczb 1, 10, 100, ..., 10...0 daja jednakowa reszte
z dzielenia przez d. Wobec tego d jest dzielnikiem ich réznicy, 99...900...0, ktéra
ma co najwyzej ¢(d) cyfr, a wiec co najwyzej ¢(d) dziewiatek. Korzystajac ze
wzglednej pierwszosci d i 10, stwierdzamy, ze sam poczatek tej liczby, 99...9,
zlozony z co najwyzej ¢(d) dziewiatek, jest podzielny przez d. Stad minimalne ¢
jest nie wigksze niz (d).

Jest to pewna poprawa, bo ¢(d) to zazwyczaj liczba istotnie mniejsza niz d.

Wspomnijmy tu jeszcze stynne twierdzenie Eulera, mowiace, ze jesli liczby a i n
sa wzglednie pierwsze, to n jest dzielnikiem liczby a?(™ — 1. W szczegblnosci
biorac a = 10, n = d, stwierdzamy, ze mozna wybraé t = ¢(d). Da sie tez stad
wywnioskowaé, ze minimalne ¢ jest nawet dzielnikiem ¢(d).

Zadania (wskazowki do zadaii mozna znalez¢ na stronie [0)

1. Wykaz, ze jesli liczba 333 ...
to n jest podzielne przez 6.

2. Uzasadnij, ze dana liczba dzieli sie¢ przez 7 wtedy i tylko wtedy, gdy réznica
jej 3-poczatku i 3-konca dzieli sie przez 7.

3. Uzasadnij, ze jesli zapis dziesietny liczby podzielnej przez 9 sktada sie

z samych dwojek, to liczba ta jest podzielna przez 37. Wskaz liczbe, ktérej zapis
dziesietny sklada sie z samych dwdjek i ktéra dzieli sie przez 37, ale nie przez 9.

333, ztozona z n trojek, jest podzielna przez 99,

Skad wiadomo, ile gwiazd rodzi sie w galaktyce?

Miguel FIGUEIRA

Adiunkt, Narodowe Centrum Badan
Jadrowych

Masa Storica to 1,989x10%° kg.

O masywnych gwiazdach méwimy, gdy
ich masa przekracza 8 M. Wiecej na
temat ewolucji masywnych gwiazd mozna
przeczyta¢ w artykule ,,Gwiezdne
przedszkola — Obszary HII w galaktyce”

B20)!

Widmo ciala doskonale czarnego jest
opisywane przez prawo Plancka. Relacje
miedzy dlugoscig fali o maksymalnej
mocy promieniowania a temperatura ciata
doskonale czarnego opisuje prawo Wiena.

Tworzenie i umieranie gwiazd odgrywa fundamentalng role w ewolucji galaktyk,
dlatego tez astrofizycy szukaja najlepszych sposobéw, aby precyzyjnie oszacowaé
liczbe gwiazd tworzonych w danej galaktyce w okreslonym czasie. Ten parametr
fizyczny nazywamy tempem powstawania gwiazd (star formation rate, SFR).
Wyznaczona warto$¢ SFR wyrazamy w jednostkach mas Stonca tworzonych

w ciggu jednego roku (Mg yr—!). Ale w jaki sposéb my, na naszej malutkiej
planecie, mozemy obliczy¢ te wielko$é, skoro interesujace nas galaktyki znajduja
si¢ miliony lat Swietlnych od nas?

Gwiazdy maja rézne masy poczatkowe — od 0,08 do kilkuset mas Stonca — a im
masywniejsza gwiazda, tym szybciej przebiega jej ewolucja. Masywne gwiazdy
sa tak energetyczne, ze ich $wiatlo jest mocniejsze od Swiatla wszystkich innych
gwiazd w danej galaktyce. Pomiar strumienia emitowanego $wiatta méwi nam
o liczbie takich masywnych gwiazd, a z pomocag kilku teoretycznych modeli
astrofizycy sa w stanie obliczy¢, ile takich gwiazd $rednio powstaje w galaktyce
w ciggu roku.

Ale w jakim zakresie energetycznym emitowane jest $wiatto masywnych
gwiazd? Teoretycznie, promieniowanie pochodzace z gwiazd mozna opisaé jako
promieniowanie ciala doskonale czarnego — dlugos¢ emitowanej fali $wiatta jest
dyktowana tylko przez temperature emitujacego je obiektu. Masywne gwiazdy
maja temperature okoto ~30 000 K, totez promieniuja glownie w zakresie
ultrafioletowym (UV, zakres dlugosci fali od 10 nm do 400 nm).
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Szerzej o blokowaniu promieniowania UV
przez pyl pisaliSmy w numerze Ago —

,»O istotnosci pylu w obserwacjach
galaktyk”.

O interakcjach promieniowania UV

z materiag w galaktykach pisaliSmy
1 2

w numerach | A5, oraz A3;.

Fotony z serii Lymana (LyC) maja
energie nie wigksze niz 13,6 eV.

Ha to linia emisyjna wodoru od stanu
n = 3 do stanu n = 2, ktdrej towarzyszy
emisja $wiatta o dtugodci fali 656 nm.

Obserwowana, dtugosé fali (A°P%) zmienia
sie zgodnie ze wzorem:
Aobs
emi =1+z,
przy czym A\°™ to wyemitowana ditugosé
fali, a z to przesuniecie ku czerwieni

(redshift,| Alg).

Promieniowanie kosmiczne to naladowane
czastki, ktérych predkosé jest bliska
predkodci swiatla.

O zasadzie dzialania interferometréw
radiowych pisaliSmy w Agl.

Problem wydaje sie wiec rozwiazany. Obserwacja swiatta UV galaktyki powinna
wystarczy¢ do obliczenia SFR. Na naszej drodze stoja jednak dwie przeszkody.
Po pierwsze atmosfera Ziemi blokuje promieniowanie UV, wiec nie moze ono
dotrzeé do teleskopéw naziemnych. Jedynym rozwigzaniem jest wykorzystanie
teleskopow kosmicznych. Po drugie tylko niewielka ilo$¢ promieniowania UV
jest w ogole w stanie dotrze¢ do naszej planety — pyt galaktyki blokuje
promieniowanie UV przed ucieczka i podréza po Wszechéwiecie. To, co udaje
sie nam zaobserwowacé, to tylko czedé $wiatla faktycznie wypromieniowanego
przez gwiazdy. Zeby otrzymaé prawdziwa wartosé strumienia $wiatta, musimy
stosowaé¢ pewne zalozenia i dodatkowe poprawki, co z kolei zwieksza niepewno$é
pomiaru SFR.

Cgzy istnieje wiec inny sposéb obliczenia liczby masywnych gwiazd? Zamiast
bezposredniego wykorzystania promieniowania UV mozemy obserwowac efekty
interakcji gwiazd z materia galaktyki. Fotony kontinuum Lymana pochodzace

z masywnych gwiazd jonizuja otaczajace je atomy wodoru i wybijajg ich
elektrony. Zdarza sie réwniez odwrotne zjawisko, podczas ktérego elektron
rekombinuje z protonem, emitujac fotony Ha o dtugosci fali charakterystycznej
dla masywnych gwiazd. W przeciwienstwie do strumienia UV znaczna czes¢é tej
emisji moze uciekac¢ z galaktyki. Fotony o tej konkretnej dtugosci fali sa nieliczne.
Oznacza to, ze obserwacja linii emisyjnej Ha dla galaktyk jest czasochlonna

i stosunkowo trudna. Istnieje réwniez inny problem. Diugo$é fali fotonu,

ktory podrozuje w przestrzeni, zwieksza sie w wyniku ekspansji Wszech$wiata

i wzrost ten jest proporcjonalny do dlugosei podrézy (odleglosci od galaktyki).
W rezultacie dlugosé¢ fali fotonéw pochodzacych z bardzo odlegtych galaktyk
moze osiagnac¢ wartosci blokowane przez atmosfere Ziemi. Jako alternatywe
astrofizycy wykorzystuja fotony bedace wynikiem jonizacji tlenu. Moga one
pokonaé wieksza odleglosé, zanim zostang zablokowane przez atmosfere. Niestety,
ta metoda zalezy od jednej z wlasciwosci galaktyki — zawartosci pierwiastkéw
ciezszych od helu, ktorej obliczenie stawia nie lada wyzwanie.

Pyt, ktéry jest gléwnym sktadnikiem galaktyk, tez moze by¢ uzywany do
obliczenia liczby masywnych gwiazd — ich promieniowanie jest absorbowane
przez chmury pyltu znajdujace sie¢ w poblizu narodzin gwiazd. Absorbujac
promieniowanie, pyl podgrzewa sie i w konsekwencji emituje $wiatlto w zakresie
podczerwonym (IR). Swiatlo o tej dlugoéci fali nie moze by¢ obserwowane

na Ziemi (jedynie przez teleskopy kosmiczne, podobnie jak promieniowanie

w zakresie UV), lecz jego istotna zaleta jest, ze prawie w calosci ucieka

z obserwowanej galaktyki. Problemem jest jednak to, ze populacja innych
typow gwiazd rowniez podgrzewa pyl, i nie jesteSmy w stanie rozréznié, czy
obserwowane promieniowanie podczerwone jest spowodowane tylko przez mlode
masywne gwiazdy.

Ostatnia z popularnych metod szacowania SFR opiera si¢ na obserwacjach
radiowych i wykorzystuje dwa zjawiska, ktére produkuja ten sam typ fotonow.
Pierwsze zjawisko jest zwiazane z wybuchami supernowych — moga one tworzy¢
promieniowanie kosmiczne. Czastki tego promieniowania (w szczegdlnosci
elektrony) poruszaja sie¢ w polu magnetycznym supernowej i ich spiralny ruch
w polu magnetycznym powoduje emisje promieniowania synchrotronowego

w zakresie fal radiowych. Z uwagi na fakt, ze supernowa to implozja masywnej
gwiazdy, moc takiego promieniowania synchrotronowego daje nam szacunkowa
liczbe masywnych gwiazd (zobacz wiecej w A3,). Drugie zjawisko pochodzi od
elektronow i protonéw materii znajdujacej sie w poblizu masywnych gwiazd.
Trajektoria elektronu, ktory przechodzi obok protonu, zmienia sie nieznacznie

z powodu przyciagania. Jesli nie wystapi rekombinacja, to elektron tylko hamuje,
a strata energii kinetycznej obserwowana jest jako emisja fotonéw w zakresie
radiowym. Zjawisko to nosi nazwe promieniowania hamowania — wyemitowane
w ten sposéb fotony moga ucieka¢ z galaktyki i przechodzié¢ przez atmosfere.
Poniewaz rozdzielczos¢ katowa obserwacji jest proporcjonalna do dtugosci fali,
obserwacje tego promieniowania wymagaja uzywania interferometréw radiowych.
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Galaktyki eliptyczne sg stare i tworza
bardzo malo gwiazd (~0,01 Mg yr’l),
natomiast galaktyki spiralne sa mltode

i tworzg kilkanascie albo kilkaset gwiazd
w ciggu roku. Istnieja réwniez galaktyki,
ktére tworza ich az kilka tysigcy. Dla
poréwnania, SFR Drogi Mlecznej jest
oszacowany miedzy 1 a 10 Mg yr_l.

m Zadania

Przygotowat Dominik BUREK

Wszystkie cztery gtéwne metody wyznaczania parametru SFR, opisane w tym
artykule, przedstawione sg na rysunku. Kazda z nich ma oczywiscie swoje wady
i zalety, ale daja nam one mozliwos¢ oszacowania liczby gwiazd tworzonych

w galaktykach réznego typu. Dlaczego takie pomiary sa wazne? Wartos¢ SFR
zalezy od typu galaktyki. Jego pomiar pozwala okresli¢, z jaka galaktyka mamy
do czynienia oraz jak przebiegala jej ewolucja.

Jonizacja L .
bez rekombinacji Promieniowanie

3 e-O—\/IW hamowania
([ ]

Promieniowanie

synchrotronowe
. . p °

Fotony LyC Promieniowanie e s )

Jonizacja - gwiezdne \'\L %
Rekombinacja  ¢- + Supernowa N
N=3 =——Om—— V\I\ 5

J —— Foton Hu Podgrzany
N=2 =—Om— py{

Cztery najbardziej popularne metody pozwalajace na oszacowanie parametru SFR. 1) Bezposrednio
z wykorzystaniem promieniowania UV pochodzacego z mtodych, masywnych gwiazd. 2) Za pomocy
pomiaréw linii Ha pochodzacej od rekombinacji wodoru. 3) Za pomoca tzw. ukrytego wskaznika
emisji SFR, czyli emisji podgrzanego pytu w zakresie podczerwonym. 4) Przy wykorzystaniu detekcji
promieniowania synchrotronowego emitowanego przez ruch elektronéw w polu magnetycznym
gwiazdy i promieniowania hamowania od straty energii kinetycznej elektronu. Widzialnosé¢ strzatki
przedstawia ilo§é strumienia promieniowania, ktéry ucieka z galaktyki (im bardziej przezroczysta
strzalka, tym wigksze straty promieniowania)

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

M 1690. Na plaszczyznie dane jest 3n punktéow, wsréd
ktérych nie ma trzech punktéw wspétliniowych. Dowiesé,
ze istnieje n roztacznych trojkatow o wierzchotkach

w danych punktach.

Rozwiazanie na str. [12]

M 1691. Niech a, b, ¢ beda dlugosciami bokéw
ostrokatnego tréjkata ABC. Zalézmy, ze nastepujacy
uktad réwnan

2%+ zy + y° = a?
v +uyz+ 22 =02
P4 +a=c2

ma rozwigzanie w liczbach rzeczywistych dodatnich.

Wyznacz zy + yz + zzx.

Rozwiazanie na str.

M 1692. Niech a, b, ¢ beda takimi ré6znymi liczbami

calkowitymi dodatnimi, ze liczby
1+bc 1+4ca
b—c’ c—a’

sg catkowite. Udowodnij, ze

1+bc 14ca 1+ ab

a—>b

1+ ab

)

NWD( , ,
b—c c—a

Rozwiazanie na str. [12]

F 1035. Podczas wyladowania atmosferycznego
chmura—ziemia podstawa chmury burzowej
(cumulonimbus) znajduje sie na wysokosci h &~ 1 km
nad powierzchnig ziemi, a typowa srednica takiej
chmury D ~ 20 km. Napigcie przebicia powietrza
zalezy od ci$nienia i wilgotnosci, istotna role odgrywa
tez promieniowanie jonizujace (np. promieniowanie
kosmiczne). W warunkach towarzyszacych burzy
przebicie w postaci blyskawicy odpowiada polu
elektrycznemu E ~ 1-10% V/m. Oszacuj réznice
potencjalu U miedzy podstawa chmury i powierzchnia
ziemi, tadunek elektryczny @ oraz energie W
zgromadzona w ukladzie chmura—ziemia.

Przenikalno$é elektryczna prézni g9 ~ 8,85 - 1072 F/m.
Rozwiazanie na str.

F 1036. Szkielety ssakéw, niezaleznie od ich rozmiaréw,
sa bardzo podobne — maja taka sama liczbe kosci
podobnie ze sobg polaczonych. Material kosci
wytrzymuje nacisk p ~ 170 MPa. Jak grubos¢ d kosci
konczyn rostaby z masg ssaka m, gdyby podczas ewolucji
czynnikiem decydujacym o wielko$ci ssaka byl ciezar,
jaki jest w stanie uniesé jego szkielet?

Rozwiazanie na str. [T1]
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Obok niestawnego Kuby Rozpruwacza jednym

z najbardziej znanych nieuchwytnych, seryjnych
mordercéw jest niewatpliwie posta¢ o pseudonimie
Zodiak. Jego posepna aktywno$¢ miala miejsce na
przetomie lat 60. i 70. XX wieku w okolicach San
Francisco. Duzy wpltyw na zakorzenienie si¢ Zodiaka

w $wiadomosci publicznej mialy listy, ktére wysylat

do lokalnych gazet. Oprécz grézb kierowanych do
kalifornijskiej spolecznosci w niektorych listach
znajdowaly si¢ zaszyfrowane wiadomosci. Morderca
sugerowal, ze ich rozszyfrowanie pomoze wtadzom ustali¢
jego tozsamo$¢. Znane sa cztery kryptogramy Zodiaka —
7408, 7340, Z13 i Z32 (liczby oznaczaja, z ilu symboli
skladaja sie poszczegdlne wiadomosci).

Zaszyfrowane informacje skladajace sie na Z408 zostaly
opublikowane 31 lipca 1969 roku w trzech lokalnych
kalifornijskich gazetach. Niewiele ponad tydzien od
publikacji szyfr zostal zlamany przez malzenstwo

Betty i Donalda Hardenéw, ktérzy pozniej stwierdzili,
ze nad swoim rozwigzaniem pracowali w sumie okoto

20 godzin. Okazalo sie, ze w pierwszym szyfrogramie
Zodiak zastosowal homofoniczny szyfr podstawieniowy.

Szyfry podstawieniowe polegaja na zamianie kazdego
symbolu wiadomosci jawnej na inny symbol, zgodnie
z ustalona zasadg podstawiania. Na przyklad, stosujac
podstawienie

AT E—>+ K= /M= T—oe Y—L]
mozemy zaszyfrowaé stowo MATEMATYKA jako
pJle+pIe ]I Oczywiscie alfabet kryptogramu
nie musi sie réznié¢ od alfabetu wiadomosci
jawnej — klasycznym przykladem prostego szyfru
podstawieniowego jest tzw. szyfr Cezara.

W szyfrze Cezara kazda litera alfabetu lacinskiego (za wyjatkiem
trzech ostatnich) zastepowana jest literg znajdujaca si¢ trzy pozycje
dalej w alfabecie, natomiast ostatnie trzy litery — odpowiadajacymi im
trzema pierwszymi literami. SURVWH.

Proste szyfry podstawieniowe cechuja sie tym, ze mozna
je bardzo latwo zlamaé — wystarczy przeprowadzié
analize czestosci wystepowania poszczegdlnych

znakéw. Przykladowo: najczesciej wystepujaca litera

w tekstach w jezyku polskim jest A, z czestotliwoscia
wystapien 8,91%. Jak wida¢ na powyzszym przykladzie,
faktycznie najczedciej wystepujacy znak I odpowiada
literze A (mimo iz przyktad sam w sobie nie jest
reprezentatywny pod tym wzgledem; im dluzsza jest
zaszyfrowana wiadomosé¢, tym dokladniej jej rozklad
czestosci wystepowania znakéw odpowiada rozkladowi
otrzymanemu z dowolnego réwnie dlugiego tekstu
zapisanego w tym jezyku).

Wariantem odpornym na przedstawiona wyzej
elementarna analize czestosci jest szyfr homofoniczny.
W tej wersji poszczegdlne znaki moga by¢ szyfrowane
na kilka sposobéw w zaleznosci od tego, jak czesto
wystepuja w tekstach w danym jezyku. I tak w szyfrze
Zodiaka rzadko wystepujacej w jezyku angielskim
literze K (1,1%) przydzielono tylko jeden symbol /,
natomiast najczesciej wystepujacej literze E (11,16%)
— az siedem symboli: E,N, W, Z, 9, 4+, ©.
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Barttomiej PAWLIK

Wydzial Matematyki Stosowanej, Politechnika Slqska

Hardenowie skupili sie na wyszukiwaniu par
identycznych symboli. Zauwazyli, ze w Z408 wystepuja
dwie pary dld oraz para lIM. Najczesciej wystepujaca
para w jezyku angielskim jest LL, wiec zalozyli, ze kazdy
z symboli [ oraz B odpowiada literze L. Nast¢pnie,
biorac pod uwage kontekst sytuacji, zaczeli wyszukiwaé
w szyfrogramie czterosymbolowych segmentéw, ktére
moglyby odpowiadaé¢ stowu KILL. W ten sposéb udato
im sie ustali¢ przyporzadkowania K — /, I — {P,U, A}
oraz L — B. Majac czesciowo rozszyfrowany tekst, Betty
(wiedziona intuicja) odgadla, ze wiadomos$é zaczyna

sie od sléw ILIKEKILLING. Po odszyfrowaniu tego
fragmentu Hardenowie mogli juz bardzo latwo ustali¢
pozostate przyporzadkowania. Wiadomo$¢ okazata sie
opisem okrutnych motywacji kierujacych morderca.

Trzy miesigce pdzniej, 8 listopada, zostal opublikowany
kolejny kryptogram Zodiaka — Z340. Pierwsze
propozycje ,ztamania” szyfru przedstawiono niedtugo
po publikacji, jednak ostatecznie przez ponad po6t wieku
nikomu nie udalo sie znalez¢ przekonujacego rozwiazania.
Do najpopularniejszych blednych rozwigzan Z340 nalezy
rozwigzanie zaprezentowane przez Roberta Graysmitha.
Robert Graysmith jest autorem ksigzki, ktéra postuzyla za podstawe

scenariusza filmu fabularnego Zodiak z 2007 roku w rezyserii Davida
Finchera.

Fundamentalng wada tego rozwiazania jest fakt, ze
Graysmith arbitralnie przepermutowal 86% symboli
znajdujacych sie w wiadomosci w taki sposob, aby

ich kolejnos¢ pasowala do obranej przez niego metody
podstawiania (dodatkowo catkowicie zignorowal niektére
z symboli). Stabosé tej metody stanowi fakt, ze moze
ona wygenerowac¢ olbrzymia liczbe réznych rozwigzan
(wystarczy dokonaé innych permutacji). Graysmith przez
jaki$ czas poprawial swoje rozwiazanie, ale nigdy nie
zrezygnowal z watpliwych metod deszyfracji.

Zodiak najprawdopodobniej postanowit usprawnic
metode szyfrowania wiadomoéci, gdy uswiadomit

sobie, jak niewiele czasu wymagato ztamanie Z408.

Ze statystycznego punktu widzenia szybko stato

sie jasne, ze Z340 zostal zaszyfrowany co najmniej
dwuetapowo. W miedzyczasie belgijski programista
Jarl van Eycke stworzyl program AZdecrypt, stuzacy
do tamania homofonicznych szyfréw podstawieniowych
(gléwnym elementem deszyfracji jest analiza czestosci
wystepowania identycznych par symboli). Zaszyfrowana
informacje Z408 program van Eycke’a jest w stanie
ztamaé¢ w utamku sekundy, nie radzi sobie jednak

z szyfrem Z340, co dodatkowo wspiera teze, ze szyfr
jest bardziej skomplikowany od swojego poprzednika.
Jak sie ostatecznie okazalo, Zodiak uzyt homofonicznego
szyfru podstawieniowego oraz pewnego wariantu szyfru
przestawieniowego.

Szyfrowanie przestawieniowe polega na zmianie
kolejnosci wystepujacych w tekscie symboli, zgodnie

z precyzyjnie ustalona zasada. Jednym z najprostszych
modeli szyfru przestawieniowego jest zapisanie tekstu



Tekst jawny zawiera polskie tytuly
ksiazek sktadajacych si¢ na pewna
trylogie sci-fi (pierwszy tom zawiera
intrygujacy watek matematyczny).

David Oranchak od wielu lat zajmuje si¢
kryptologicznymi aspektami dziatalnosci
Zodiaka. Miedzy innymi jest autorem
serii filméw poswigconych tej tematyce.
Mozna je znalezé na YouTube pod
wspélng nazwa Let’s crack Zodiac.
Polecam je kazdemu zainteresowanemu
zagadnieniami omawianymi w niniejszym
artykule.

‘Wskazoéwki do z artykulu

Blokowe cechy podzielnosci

1. Mozesz zbadaé, kiedy taka liczba dzieli
si¢ przez 9, a kiedy przez 11.

2. Kluczowe okaze sig, ze 1001 jest
wielokrotnoscia liczby 7.

3. Ile cyfr moze mieé taka liczba?

jawnego w prostokacie (np. od géry do dotu, od lewej do prawej) i odczytanie go
wzgledem innej orientacji (np. od lewej do prawej, od géry do dotu). Rozwazmy
tekst jawny PROSTYSZYFRPRZESTAWIENIOWY i zapiszmy go zgodnie z sugerowana
w nawiasie zasada, w prostokacie o wysokosci 4:

PTYRTEW

RYFZANY

OSREWI

SZPSIO
Zapisujac otrzymany tekst od lewej do prawej i od géry do dohu, otrzymujemy
szyfrogram PTYRTEWRYFZANYOSREWISZPSIO. Szyfry przestawieniowe stosowane
samodzielnie sa niezwykle proste do zlamania, o czym mozna sie przekonad,
rozszyfrowujac ponizsza wiadomos¢:

PCKRIOOANBEILCEEICMESTMMRNIZYEELRCACHSI.

Jednak zastosowanie pewnej modyfikacji szyfru przestawieniowego w Z340
niezwykle skomplikowalo zadanie osobom prébujacym odtworzy¢ tekst jawny.

W 2020 roku pandemia COVID-19 zapewnila australijskiemu matematykowi
Samowi Blake’owi troche wolnego czasu od dotychczasowych obowiazkéw na
Uniwersytecie w Melbourne. Blake zainteresowal sie teza amerykanskiego
informatyka Davida Oranchaka, ktéry podczas jednego z wykladow zasugerowal,
ze by¢ moze Z340 jest nie tylko szyfrem podstawieniowym, ale rowniez
przestawieniowym. Przypuszczenie to wywodzilto sie z analizy statystycznej
wystepowania par symboli przy pewnych rearanzacjach uktadu tekstu
szyfrogramu. Matematyk skontaktowal sie z Oranchakiem i wspélnie zaczeli
analizowa¢ Z340 pod katem szyfru przestawieniowego. Ich metoda polegala na
przestawianiu symboli zawartych w Z340 i analizie otrzymanych szyfrograméow
za pomocy AZdecrypt. Gdy to podejscie nie przyniosto rezultatu, badacze
postanowili dzieli¢c Z340 na mniejsze czesci i analizowaé je osobno. Oryginalnie
7340 zostal zapisany w prostokacie 20 x 17. Po zmudnych obliczeniach, przy
podzieleniu tekstu na trzy prostokaty 9 x 17, 9 x 171 2 x 17 i zastosowaniu
opisanego ponizej przestawienia, udato im si¢ rozszyfrowaé pierwszych 9 linijek
wiadomosci. Kolejnosé zapisu symboli przez Zodiaka w tym prostokacie
przypomina ruch skoczka na szachownicy — pierwszy symbol zostal zapisany

w lewym gérnym rogu, a kazdy nastepny o jeden wiersz nizej i dwie kolumny
dalej (z modularnym przejsciem przez krawedzie prostokata):

1 10 19 28 37 46 55 64 73 82 91 100 109 118 127 136 145
137 146 2 11 20 29 38 47 56 65 74 83 92 101 110 119 128
120 129 138 147 3 12 21 30 39 48 57 66 75 84 93 102 111
103 112 121 130 139 148 4 13 22 31 40 49 58 67 76 85 94
8 95 104 113 122 131 140 149 5 14 23 32 41 50 59 68 77
69 78 87 96 105 114 123 132 141 150 6 15 24 33 42 51 60
52 61 70 79 88 97 106 115 124 133 142 151 7 16 25 34 43
35 44 53 62 71 8 8 98 107 116 125 134 143 152 8 17 26
18 27 36 45 54 63 72 81 90 99 108 117 126 135 144 153 9

Jednak zastosowanie otrzymanego w tym prostokacie homofonicznego klucza do
pozostalej czesci tekstu nie przynosito rezultatéw. Blake i Oranchak postanowili
skontaktowaé si¢ z van Eycke’em i przedstawi¢ mu swoje czesciowe rozwiazanie.
Twoérca AZdecrypt szybko odkryl, jak dwie drobne modyfikacje ,,ruchu skoczka
szachowego” pozwolg rozszyfrowaé¢ wiadomosé ukryta w drugim prostokacie.
Natomiast w ostatnim — najkrétszym — fragmencie szyfrogramu wystarczylo
niektore otrzymane stowa odczyta¢ od tylu — zachecamy do samodzielnego
przeprowadzenia tego etapu (w rozwigzaniu znajduje si¢ popelniony przez
Zodiaka blad ortograficzny):

EFIL WILL EB NA EASY ENO NI ECIDARAP DEATH

Ostatecznie okazalo sie, ze tekst jawny Z340 — podobnie jak Z408 — nie zawiera
zadnych bezposrednich wskazowek dotyczacych tozsamosci mordercy.

Ostatnie dwa szyfrogramy Zodiaka pozostaja wciaz nierozwiazane. Niestety

sg one zbyt krotkie, aby mozna bylo poddaé je metodom kryptoanalitycznym.
Rozwiazanie kazdego z nich wymagaloby wiarygodnego uzasadnienia przyjetego
klucza deszyfracji. W jednym ze swoich kolejnych listéw Zodiak zawart
bezposrednia wskazéwke do rozszyfrowania Z32, jednak do dzisiaj nie zostala
ona przez nikogo przekonujaco zinterpretowana.
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* Autor jest adiunktem w Instytucie
Informatyki i Matematyki Komputerowej
na Uniwersytecie Jagiellonskim,

a zarazem autorem ogdélnej koncepcji
ANS oraz wszystkich opisywanych
w tekscie jej wariantow.

M = 2% réznych wartosci wymaga

N = 1g M bitéw do jednoznacznego zapisu.
Moéwimy wiec, ze jednostajne zdarzenie

o n wartosciach niesie 1g(n) bitéw
informacji.

Asymetryczne systemy liczbowe —
wygodna praca z utamkowymi bitami

Jarostaw DUDA*

Systemy liczbowe maja dluga historie — zaczynajac od liczb egipskich,
chinskich, babiloniskich, rzymskich i in. az do wspélczesnej dominacji systemu
dziesiatkowego dla ludzi oraz dwdjkowego dla komputeréw. To jeszcze nie koniec
— w ostatnich latach dane w naszych komputerach coraz czesciej zapisane sa
asymetrycznymi systemami liczbowymi: ANS, od ang. Asymmetric Numeral
Systems.

Jest tak, poniewaz system dwoéjkowy jest idealny tylko dla zapisu ciagu
nieskorelowanych 0 i 1 o jednakowym prawdopodobienstwie Pr(0) =

=Pr(1) = 1/2, gdyz takie zdarzenia rzeczywiscie niosa po jednym bicie
informacji. Natomiast w rzeczywisto$ci operujemy na zdarzeniach o bardziej
skomplikowanych rozktadach, statystykach, czesto niosacych utamkowe

ilodci bitéw informacji, np. chociazby cyfra dziesietna niesie 1g(10) = 3,32

bitéw lub mniej (Ig = log,). W takich przypadkach bezposrednie zapisanie
danych w systemie dw6jkowym moze okazaé sie (w sensie rozmiaru danych)
dalece nieoptymalne. ANS prébuje wiec uogdlniaé¢ systemy liczbowe,
optymalizujac je do dowolnego wybranego rozkladu prawdopodobienstwa
symboli reprezentujacych zdarzenia. Dzieki temu ANS w ostatnich latach stal sie
podstawowym sposobem pracy na ulamkowych bitach w zapisie danych, ktére
przechowujemy i przesytamy — jako prostszy zastepuje kodowanie arytmetyczne
(pl.wikipedia.org/wiki/Kodowanie_arytmetyczne)), pozwalajac na szybsze
implementacje, nawet do 30 razy.

Zawarto$¢ informacyjng zwykle mierzymy entropig Shannona, ktéra chyba
najlatwiej zrozumie¢ asymptotycznym zachowaniem dwumianu Newtona

w nastepujacym przypadku: rozwazamy ciagi zero-jedynkowe o dlugosci n,

z ktorych dokladnie p procent pozycji stanowia jedynki. Oszacujmy liczbe takich
ciagéw. Przyblizenie wzorem Stirlinga n! ~ (n/e)” daje nam:

< n ) _ n! ~ (n/e)" _
) () ((L=p)n)!  (pn/e)rn (1 — p)n/e)t—P"

= on(=plg(p)=(1-p)lg(1-p)) — onh(p)

przy czym h(p) := —plg(p) — (1 — p)lg(1 — p) oznacza entropie Shannona. Aby
optymalnie (mozliwie krétko) opisa¢ jedna z tych kombinacji, potrzebujemy
okoto Ig (pﬁl) ~ nh(p) bitéw informacji — gdyz ogdlnie K bitéw pozwala
zakodowad jedna z 2% réznych mozliwoéci. Otrzymany wynik pokazuje istotna
réznice miedzy prostym zapisem kolejnych cyfr za pomoca kolejnych bitow
(jeden znak — jeden bit) a takim, w ktérym bierzemy pod uwage rozklad
prawdopodobienistwa. W naszym przypadku — kodowanie trywialne datoby

n bitéw, a takie uwzgledniajace liczbe jedynek — okolo nh(p) bitéw, czyli
$rednio okolo h(p) bita na jeden znak (h(0) = h(1) =0, h(0,11) = h(0,89) =~ 0,5,
maksimum h(1/2) =1).

Interpretujac entropie Shannona jako srednia wazona, z powyzszych rozwazan
dostajemy ogdlna praktyczng regule: symbol o prawdopodobienstwie p
niesie 1g(1/p) bitéw informacji, czyli na przyklad 1 bit dla p = 1/2, 3 bity dla
p = 1/8, ale moze byé tez utamkowa iloéé, np. pét bita dla p = 2795 ~ 0,707.
szybkos$¢ dekodowania MB/s/rdzen CPU:|rok 2013| rok 2021
(Huffman)
50,8 10,c 11, fII8063MA0M06600M0606ME | ~300 |~1000 MB/s

kodowany cigg symboli: /

BAAACAABAAAABAAACA-Arytmetyczne - 1 S5 IO 6k 6 GEm: ~50 | ~150 MB/s
(1=, Pr(s;) ~ 2705 4 2725 +m‘ 0.)0.0._0.0.[ \ - ~1500 MB/s

Dzieki uzyciu po p6t bita dla’A’, kosztem wydtuzenia dla ‘B’ i 'C) pelny zapis w bitach jest krotszy

Rys. 1. Wizualizacja skrécenia zapisu dzigki uwzglednieniu ulamkowych bitéw
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Rozwigzanie zadania F 1035.
Napigcie miedzy chmurg i powierzchnia
ziemi w momencie rozpoczecia

wytadowania wynosi U = h- E =1-10% V.

‘W celu oszacowania zgromadzonego
tadunku potraktujmy uktad
chmura—ziemia jak kondensator ptaski
(jak zwykle, pomijamy efekty
brzegowe) o pojemnosci
6()5
h
przy czym S = 7TD2/4 jest powierzchniag
podstawy chmury. Ladunek zgromadzony
na kondensatorze pod napigciem U
wynosi Q@ = C - U, a energia W = CU2/2.
Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy oszacowanie: Q ~ 280 C,
W~ 1,4-10'" J. Roztadowanie takiego
kondensatora podczas burzy nastepuje
w kilkunastu do kilkudziesigciu
wyladowaniach — przyjmijmy, ze
wyladowan jest 20. Otrzymujemy, ze
w pojedynczej btyskawicy przeptywa
tadunek okolo 14 C i wyzwalana jest
energia rzedu 7-10% J.
Otrzymane tu oszacowania sg zblizone do
wynikéw pomiaréw: C. R. Maggio,
T. C. Marshall, M. Stolzenburg, Journal
of Geophysical Research 114, D14203
(2009).

@

Rozwigzanie zadania F 1036.
Konczyny muszg uniesé cigzar ssaka

F = mg, przy czym g jest przyspieszeniem
ziemskim. Skoro ksztalty ssakéw sa
podobne i gatunki réznig sie gtéwnie
wielko$cia, to ci$nienie dzialajace na kosci
konczyn jest proporcjonalne do masy m

i odwrotnie proporcjonalne do pola
przekroju konczyny proporcjonalnego do
kwadratu jej grubosci d?. Wynika stad, ze
pd? < mg, przy czym p oznacza
wytrzymalosé kosci na $ciskanie, a wiec:
mg

p
Jedli za miare wielkosci zwierzecia
przyjmiemy jego ,rozmiar liniowy” L, to
jego masa bylaby proporcjonalna do L2,
m o ]_/37 a masa koficzyn mpegi o< Ld?,
1/3 4/3

d x

czyli mpogs X m m=m . Pomiary
wykazuja, ze masa szkieletu (i koriczyn)
roénie z masg ssaka, ale z wykladnikiem
okoto 1,09, a nie 1,33, jak wynika to

z naszej analizy. Mozna stad wyciaggnac
wniosek, ze w przebiegu ewolucji
wytrzymato$é kosci na $ciskanie nie
decyduje o rozmiarach zwierzat.

Knut Schmidt-Nielsen, Dlaczego tak
wazne sq rozmiary zwierzqt. Skalowanie,
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa
1994.

Nie wszystkie popularne systemy kodowania (kompresji) tekstéw w spos6b
optymalny eksploatuja to zjawisko. Rysunek [I] wizualizuje poréwnanie
zachowania kilku algorytméw dla rozktadu literek Pr(A) ~ 2795, Pr(B) = 27295,
Pr(C) =273

Na pewnym poziomie abstrakcji mozemy sobie wyobrazaé, ze kodowanie polega
na zapisaniu calej informacji w jednej bardzo duzej liczbie, ktora bedziemy
oznaczaé jako x € N. Na pytanie, ile niesie ona bitéw informacji, chcialoby sie ja
zlogarytmowacé, po czym zaokragli¢ do liczby naturalnej. Tutaj jednak chcemy
uwzgledni¢ utamkowe bity, wiec uciaglamy nasza odpowiedz i wyobrazamy
sobie, ze liczba x zawiera dokladnie lg(z) bitéw informacji. Kluczowym
pytaniem jest: co zrobi¢, gdy chcemy dotozy¢ do x nowsa informacje na temat
kolejnego symbolu s, o prawdopodobienstwie Pr(s) = p. Wiedzac, ze niesie on
lg(1/p) bitéw, wnioskujemy, ze nowy stan ' = C(z, s) zawierajacy informacje

z obu powinien niesé: lg(a’) = 1g(z) 4 lg(1/p) bitéw, czyli ' = C(z, s) = x/Pr(s).
Im lepsze to przyblizenie, tym krotszy dostaniemy zapis. Jak to wyglada

w réznych znanych algorytmach?

Wracajac do systemu dwdjkowego, takie dolozenie nowej informacji z s € {0,1}
do informacji juz zawartej w liczbie x € N mogliby$my wykonaé poprzez
dostawienie s jako najstarszej cyfry zapisu: o’ = = + s2F, przy czym k to pierwsza
wolna pozycja. Tutaj s wybiera jeden z duzych przedzialéw dla 2': [0,2%) albo
[2%, 2k+1). Kodowanie arytmetyczne optymalizuje to podejécie dla dowolnego
rozktadu s poprzez zmiane dtugosci tych dwéch podprzedziatéw — tak zeby ich
proporcje zgadzaly sie z zalozonym rozkladem prawdopodobienstwa. Wymaga
to pamietania na przyklad obu krancéow aktualnego przedziatu, ciagltego ich
przetwarzania — co odpowiada dodatkowej kontroli pozycji k w z’ = = 4 s 2F.

ANS upraszcza ten pomyst dzieki idei umieszczania nowej informacji

z symbolu s na najmtodszej pozycji z, jednoczednie przesuwajac pozostalte bity:
C(z,s) = 2’ = 2z + s. Juz nie wymaga to kontroli pozycji k — mozemy pracowaé
na pojedynczej liczbie, a to prowadzi do szybszych implementacji. Tutaj funkcja
dekodujaca to D(x’) = (|x/2], mod(z,2)), co pozwala jednoznacznie odwrdcié¢ taki
proces: C(D(z")) = 2/, D(C(x, s)) = (, s).

Regute C(z,s) = 2’ = 22 + s mozemy zapisaé jako ,x przechodzi w C(z, s) jako
x-te wystapienie liczby parzystej (Ip) lub nieparzystej (I1)”. Uasymetryczniamy
ja w ANS, po prostu przedefiniowujac ten rozlaczny podziat: N = L [,

tym razem tak, ze rozmiar |I; N[0, 2)| =~ ps  dla dowolnego x i ustalonego
Pr(s) = ps € (0,1), juz niekoniecznie 1/2. Czyli wybieramy w miare jednorodne
rozrzucenie symboli — funkcje 5: N — A dla alfabetu .4, uogdlniajaca podzial
na liczby parzyste/nieparzyste, po czym I, = {z : 5(x) = s}. Dekodowanie

z ' wymaga najpierw znalezienia symbolu s takiego, ze x’ € I, po czym
odczytania, ktérym jest tam wystapieniem. Dla zgrubnego wyobrazenia sobie,
jak to dziata, mozna zerkna¢ na rysunek przy czym Iy = {z : mod(z, 4) = 0},
I = {z : mod(z,4) € {1,2,3}}.

asymetryczny system dwéjkowy (ANS)
regula: 'nowy stan’ = wystapienie s numer ’stary stan’

[ol1 2[3]4]5]6/7]8]9 1011]12/1314/15]16]17/18-

zwykly system dwéjkowy koduje symbol s € {0,1}
reguta: 'nowy stan’ = 2 - 'stary stan’ + s

nowy stan o)1 [2(3[4]5/6]7[8]9 [10[11/12/13[1415/1617[18]-
3 4 5 6 7 8 9

stary stan s=00 |1 2 5=0] 0 1 2 3 4 ]
s=1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 s=1 012 314 5 6 7 8 9 10/17] 12113
praykiad: stan: - 2— 55— > 11— 5 23— L5 47 stan: 155041 561 591 5931 548

Ciag symboli ,01111" zwykly system dwoéjkowy zapisat jako 47, a ANS jako mniejsze (tansze do zapisu) 18

Rys. 2. Przyklad poréwnania zwyklego systemu dwdjkowego i asymetrycznego

W praktyce trzeba zautomatyzowac ten proces, na co jest kilka sposobdw.
Zacznijmy od bardziej dydaktycznego wariantu jednorodnego uABS

(z 2006 1., uniform, binary). Dla dwuelementowego alfabetu: Pr(1) =p € (0,1),
Pr(0) = 1 — p, liczba wystapieri ’1’ do pozycji  powinna byé¢ mniej wiecej x - p,
wiec zaokraglamy na przyklad w gére: méwimy, ze na pozycjach [0, x) wystapilo
[x - p| razy, czyli ’1’ jest tam, gdzie [x - p| wzrasta, w pozostalych jest ’0’. Daje to
funkcje dekodujaca D, dla ktérej tatwo znalezé odwrotnosé C':
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Rozwigzanie zadania M 1690.
Oznaczmy punkty jako A1, As, ..., As,.
Ze wzgledu na to, ze tych punktéw jest
skoniczenie wiele, mozemy wybra¢ prostg £
taka, ze rzuty prostokatne dowolnych
dwoéch punktéw nie pokrywaja sie.

Przez X; oznaczmy rzut prostokatny
punktu A; na £. Bez szkody dla ogélnoéci
przyjmijmy, ze rzuty prostokatne leza na
prostej £ w kolejnosci: X1, X2,..., X3,
Woéwczas trojkaty A; Ajp1 A1 dla

i =1,4,7,...,3n — 2 sa parami roztaczne.

@

Rozwigzanie zadania M 1691.
Rozpatrzmy taki punkt O lezacy
wewnatrz trojkata A’ B'C’, ze
xA'OB' = ¥B'0C" = xC'0A" = 120°
oraz x, vy, z s dlugoéciami odcinkéw
OA’, OB’, OC’, odpowiednio.
Z twierdzenia cosinuséw dla tréjkatéow
A’OB’, B'OC’ oraz C'OA’ wynikaja
nastgpujace rownosci:
a® +ay+y* = A'B?
y2 +yz+22 — B/C/2
P dzrt+ai=0C'A?
Z uktadu danego w tresci zadania wynika,
ze trojkaty ABC i A’B’C’ sa przystajace!
Stosujac teraz twierdzenie sinuséw
widzimy, ze
[ABC] = [AOB] 4 [BOC] 4 [COA] =

3
= (xy + yz + zx) %

‘Wobec tego na podstawie twierdzenia
Herona dostajemy

Ty +yz + zx =
43
= T\[ \/s(s —a)(s—=0b)(s—c),
gdzie s = % jest polowa obwodu
tréjkata.

@

Rozwigzanie zadania M 1692.
Zauwazmy, ze

1+bc 14ab
(1) :
a—b

1+ab
a—b
1+ca

c—a

1+ab
Ta—-b )’
to d dzieli lewg strone , czylid|1 -
sprzecznosé.
Jak mozna otrzymadé réwnosé ‘?
Zauwazmy, ze dla pewnych z, vy,
z € (0,7/2) zachodzg réwnosci a = tg(x),
b=tg(y) i c=tg(z). Wéwczas

a—>b tg(z) — tg(y)

1+ca

b—c c—a

1+bc
b—c

=1,

stad jesli
1+bc 14ca

b—c

1< d:N\/VD(

c—a

= =tg(x —vy).
1+ ab 1+ tg(x) tg(y) g(@—y)
Podobnie
b—c c—a
=tg(y — 2), =tg(z — x).
T be gy — 2), 17 ac g(z — )

Poniewaz (z —y) + (y — 2) + (2 — z) = 0,
to ze wzoru na tangens sumy wynika, ze
tg(z —y) +tg(y — 2) +tg(z —2) =

— tg(z — ) ta(y — 2) te(z — o),

czyli .

D(z) = (xs,8): s=[(z+1)p] — [zp], x1=[zp], x0=z-—121,
C,0)=[(z+1)/1=p)] -1,  Cx,1)=[z/p].

Wygodniej jest pracowaé na alfabecie wigkszym niz dwéjkowy, ale uogdlnienie
powyzszego podejscia pozostaje problemem otwartym. Na szczescie w 2013 roku
powstal powszechnie dzis uzywany wariant przedzialowy rANS — gorzej
przyblizajacy C(z,s) = x/Pr(s), ale wciaz wystarczajaco dobrze dla duzych x.
Dzielimy w nim N na przedziaty wielkosci 27, kazdy z nich w identyczny sposéb
na podprzedzialy odpowiadajace symbolom, zgodnie z zatozonym rozkladem
prawdopodobieristwa. Czyli symbol s ma tam fs &~ 2™ Pr(s) wystapien: pozycje
[csycs41) dla cs = fo+ ...+ fs—1. Na przyklad dla 2" =4, fy =1, f1 = 3 (patrz
prawy diagram rysunku. Dekodujac z, korzystamy z tego, ze jest on w |z/2" ]
duzym przedziale. Pozycja w tym przedziale to mod(z,2"), trzeba sprawdzié,
ktéremu symbolowi odpowiada: s = 5(mod(z,2")) takie, ze ¢; < mod(z,2") <
< ¢sy1. Potem odpowiednio przesuwajac, dostajemy funkcje dekodujaca
i kodujaca:

s =5(mod(z,2"),  D(x) = (fulw/2"] + mod(z,2") - ey, 5),

C(x,s) =2"|z/fs] + mod(z, fs) + cs.

Dzigki uzyciu szerokosci 2™ czes$¢ z tych operacji zamienia si¢ m.in.
w przesuniecia bitowe. Moglibysmy zakodowaé ciag symboli, uzywajac
powyzszych wzoréw uABS lub rANS; i na koricu np. zapisaé dwdjkowo
ostateczne x. Ale rosnie ono bardzo szybko: lg(x) &~ entropia sekwencji, wiec
w praktyce dodaje si¢ zwykle tzw. renormalizacje: pilnowanie, zeby z € [
dla I bedacego przedziatem np. I = [21¢232). Jesli dokodowujac nowy symbol,
wyszliby$Smy z tego przedzialu, to wczeéniej zrzucamy najmtodsze 16 bitow:
mod(z, 21%) na strumien wyjéciowy, po czym zmniejszamy stan x — [2/2'|
i kodujemy dalej. Ten proces tatwo mozna odwrécié: dekoder dla z < 216
przesuwa x — 2'6 z oraz doczytuje ze strumienia najmltodsze 16 bitéw.

Takie zrzucanie zakumulowanych pelnych blokéw na strumien wyjsciowy
pozwala tez po prostu stablicowaé cate zachowanie (wariant tANS z 2007 r.)
na mniejszym przedziale, np. I = [4,8) na rysunku w praktyce np.

I =[2048,4096) dla alfabetu o wielkosci 256, czyli pracy na bajtach. Dostajemy
automat skoriczony (juz niewymagajacy mnozenia/dzielenia), zoptymalizowany
dla wybranego rozktadu prawdopodobienstwa. Dodatkowo mamy olbrzymia
swobode wyboru w miare jednorodnego rozrzucenia symboli — daje to dodatkowe
specyficzne zastosowanie, gdy dane chcemy nie tylko zwiezle zapisaé, ale

i zaszyfrowaé: mozemy woéwczas wyzej opisany proces przeprowadzi¢ zaleznie od
klucza kryptograficznego, przy okazji za darmo szyfrujac tak zakodowane dane.

Wspélczednie nasze dane sa coraz czedciej zapisywane w omawianym wariancie
tANS. Tak jest chociazby w produktach iPhone czy Mac firmy Apple (domyslny
kompresor LZFSE), w kompresorze Facebook Zstandard zastepujacym
podstawowy zip m.in. w jadrze systemu Linux czy produktach wielu firm, jak
Amazon czy IBM, tez w Oodle Kraken popularnym w grach komputerowych.
Jest on dobry dla statych rozkladéw, w bardziej skomplikowanych sytuacjach
jest uzywany rANS — m.in. w kompresji DNA (CRAM), Google Draco dla
danych 3D, JPEG XL, ktérym niedlugo beda zapisane nasze zdjecia i grafiki.

kodowanie: 1 Pr(a)=3/4 dekodowanie:
s=a_ — B 0 B X —S,newx
> - - . N 4 —>a,6+d
x=4 x=5 x=6 x=17 5-—b,4+2dy+dy
ps~ 0.321 | Ps= 0.25 o pe~ 0.241 p;~0.188| 6—>a,4
[ A 7-a,5
s= 01 B = newX nbBits
d, d; produkowane bity Pr(h)=1/4 decodingTable
przyklad: kodowanie dekodowanie
s
My 700 STy A b g T o T

Rys. 3. Przyktad budowy i uzycia automatu tANS dla I = [4,8)
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Jeszcze nie koniec

Tygodnik Science opublikowal w sierpniu 2021 roku zbiorczy raport 293 autoréw
dotyczacy pandemii SARS-CoV-2 na calym terenie Afryki — warto spojrzeé¢

z europejskiej perspektywy cywilizacyjnej na opracowane statystycznie dane dla
tego kontynentu. Warto tez pamietaé, ze chodzi o pandemie; lokalne rozwiazania,

o czym $wiadcza przyktady Izraela czy Chin, nie wystarcza, konieczny jest

wysitek globalny.

Wszyscy wiemy, kiedy to si¢ zaczeto: doniesienia o nowym koronawirusie
zakazajacym ludzi naptynety pod koniec 2019 roku z Chin, z duzego
uniwersyteckiego miasta Wuhan. W Wuhan znajduje sie tez instytut
wirusologiczny, stad tez w ramach szeptanych informacji pojawita sie koncepcja,
ze to tam sfabrykowano tego wirusa. Koncepcja do dzi$ ,sprawdzana”, cho¢
mys$le, ze nie ludzie w laboratorium tego wirusa zaprojektowali. Sadze tez, ze
nigdy nie dowiemy sie, jak to sie stalo, ze pojawil sie w tej ,,ludzkiej” formule.
Bardzo szybko, bo w styczniu 2020 roku, podano sekwencje genomowsg wirusa
SARS-Cov-2 z Wielkiej Brytanii zwanego alfa, opisano jego strukture, czesci
skladowe (duzy genom to RNA, ok. 30 tys. nukleotydéw), kilkadziesiat bialek
funkcyjnych i strukturalnych.

Wirus jest kulisty z ,,wyrostkami” zewnetrznymi
zbudowanymi z biatka S i tworzacymi — korone! Uktad
obronny zaatakowanego organizmu na pewno przede
wszystkim rozpozna wyeksponowane na powierzchni
biatko S, jego gen (RNA) byl naturalnym kandydatem
na szczepionke.

Niezwykle szybko opracowano i wprowadzono do
produkcji kilka typéw wydajnych szczepionek;
poszukiwania lekéw trwaja. Uzyskanie szczepionek
umozliwil fakt, ze wirus stosunkowo wolno mutuje.
Wysoka czestotliwosé mutacji sprawia trudnosci
poszukiwaczom szczepionki przeciw HIV, a takze dyktuje
koniecznos¢ produkeji co roku nowej szczepionki wobec
szybko mutujacego wirusa grypy. Koronawirus nie jest
tak szybki, ale kazda replikacja w kolejnym pacjencie
moze skutkowaé¢ powstaniem istotnych z punktu
widzenia zakaznosci wariantow. Dlatego tak wazne jest
zahamowanie za pomoca szczepionki transmisji z chorego
na zdrowego.

Pandemia szybko ruszyla i nadal si¢ rozszerza. Sprzyja
jej znaczna ruchliwosé ludzi i towaréw na calym Swiecie,
a takze wielka ucigzliwo$¢ wszelkiego rodzaju obostrzen
i utrudnien, przeciw ktérym dosé szybko buntuja sie
ludzie. Wystarczy obejrze¢ zdjecia baltyckich, greckich,
brazylijskich plaz albo widowni wakacyjnych masowych
imprez sportowych i kulturalnych — z komentarzami:
»jak to dobrze, ze mamy to juz za soba”. Otéz nie
mamy. . .

W polowie wrzesnia 2021 roku liczbe zakazonych na
$wiecie oficjalnie oceniano na 219,5 mln, liczbe zgonéw
na 4,55 mln (w Polsce 2,89 mln zakazonych i 75,5
tysiaca zmarlych). W kazdej takiej informacji dodaje sie,
ze liczby te sa prawdopodobnie wysoce niedoszacowane.
Od poczatku pandemii poznano tez kilka mutacji, przez
WHO oznaczonych jako ,szczegdlnej uwagi”. Wariant
beta znaleziono w RPA, wariant gamma w Brazylii,
wariant delta w Indiach i wariant mu w Kolumbii.
Warianty réznig sie zakaZnoscia i zapewne wrazliwo$cia
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na powszechnie stosowane szczepionki. Mutanty znajduje
si¢ dzieki masowemu sekwencjonowaniu RNA z probek,
co wymaga istnienia specjalistycznych laboratoriéw.
Sytuacja jest dynamiczna!

Dane dotyczace Afryki, ktére wlasnie udostepniono,
niepokojaco poszerzaja nasza wiedze o pandemii.
Chlopski rozum podpowiada, ze stan sanitarny
kontynentu i zasoby higieniczno-medyczne moga
budzi¢ obawy — groza utrzymaniem sie tam $wiatowego
rezerwuaru pandemii. Te intuicje potwierdzaja sie

w biezacych badaniach.

Pierwsze przypadki zachorowan, wraz z sekwencja,
genomowg, wirusa (i bialka S), odnotowano w marcu
2020 roku w Egipcie, Nigerii i Potudniowej Afryce.

W kwietniu 2021 roku w Afryce rejestrowano 4,5 mln
chorych i 120 tysiecy zgonéw. Aktualne dane (z maja
2021) — dla 14504 genoméw afrykanskich wiruséw —
wskazujg na to, ze wirus przyniesiony zostal z Europy,
ale bardzo szybko rozprzestrzenial sie wewnatrz
kontynentu. Co ciekawe — latwo tez nastapil powrotny
eksport z Afryki (do Europy 41%, do Azji 26%). Nie
ma watpliwoéci, ze na predkos¢ rozprzestrzeniania

sie pandemii wplywa otwieranie i zamykanie linii
lotniczych, a takze praktyczny brak kontroli transportu
samochodowego wewnatrz Afryki.

Podczas sesji ONZ Sekretarz Generalny Antonio Guterres tak ocenit
sytuacje nieréwnomiernej dost¢pnoéci szczepionki: ,,Moze naukowo test
zdaliSmy, ale od strony etyki zastugujemy jedynie na pale”.
Szczepienia w Afryce z réznych, raczej oczywistych,
przyczyn dopiero si¢ rozpoczynaja — w kwietniu

2021 roku w Maroku zaszczepiono 16% ludnosci,

w Rwandzie 2,5%, rekordowo na Seszelach 70% (tam tez
odnotowano rekordowo niska liczbe zgonéw). Przyczyny
ograniczonej liczby szczepien i wykonywanych testéw
identyfikujacych wirusy sa oczywiste: brak odczynnikow,
aparatury, laboratoriéw, kwalifikowanego personelu. . .
Brak, brak, brak. ..

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



Dziwny ciag
Wojciech CZERWINSKI

Zapewne wiekszos¢ z nas bawila sie kiedys w zgadywanie, jaki jest nastepny
wyraz danego ciagu. Zapraszam zatem jeszcze raz do takiej zabawy... Pierwsze
wyrazy pewnego ciagu to

1,11,21,1211,111221,312211, 13112221.

Co nastepuje dalej? Zachecam do zatrzymania sie na chwile nad tym pytaniem
przed przejsciem do dalszej czesci tekstu.

Reguta tworzenia ciggu jest trudna do zgadniecia, poniewaz jest zupelnie inna
niz te, do ktorych jesteSmy przyzwyczajeni. Z drugiej strony jest to regula
niesamowicie prosta, banalna wrecz. Nastepny wyraz ciaggu tworzymy, niejako
czytajac poprzedni. Pierwszy wyraz ciagu to ,jedna jedynka”, a wigc drugi
wyraz to 11. Drugi wyraz ciagu to ,,dwie jedynki”, a wiec trzeci wyraz to 21.
Trzeci wyraz ciagu to ,,jedna dwojka, jedna jedynka”, wiec czwarty wyraz

to 1211. Czytajac ten wyraz, mamy z kolei: ,jedna jedynka, jedna dwdjka,
dwie jedynki”, czyli 111221. Po wyrazie 13112221 nastepuje zatem 1113213211.

O tym ciagu wspaniale opowiada John Conway, wybitny angielski

matematyk i popularyzator matematyki — goraco zachecam do

obejrzenia krétkiego filmu, w ktérym przedstawia opisany wyzej ciag:
www.youtube.com/watch?v=ea71JkEhytA. John Conway po tym, gdy

jego studenci przedstawili mu powyzsza zagadke, zadal sobie bardziej

doglebne pytania dotyczace naszego ciagu. Naturalnym pytaniem dla ciagoéw
zdefiniowanych rekurencyjnie (czyli takich, dla ktérych kolejny wyraz zalezy od
poprzednich) jest, jak szybko rosna wartodci kolejnych wyrazéw. Przykladowo
najbardziej znany ciag rekurencyjny, czyli ciag Fibonacciego, zdefiniowany jako

F():Oa F1:]-7 Fn+2:Fn+1+Fn7

moze by¢, jak wiadomo Wytrawnym Czytelnikom, réwniez zdefiniowany wzorem
1 R
F, = E(%" - Sﬁn)v
B R N VL R Py b & ik ,
przy czym p = =3=, a ¢ = =——5—. Jak latwo zobaczyc¢, wynika z tego, ze
dla duzych n ciag Fibonacciego jest w przyblizeniu ciagiem geometrycznym
o ilorazie . Liczba ¢, zwana réwniez zltotym podzialem, jest liczbg algebraiczng,

to znaczy pierwiastkiem wielomianu o wspélezynnikach catkowitych 2 — z — 1,
a inaczej méwiac, rozwiazaniem rownania

2 —xz—1=0.
Nietrudno wykazaé, ze kazdy ciag rekurencyjny zdefiniowany przy uzyciu wzoru
Foyp=ap1Fnip—1+...+ar1Fhy1 +aoky,

ma podobna wlasnosé: dla duzych n iloraz dwéch kolejnych wyrazéw jest
w przyblizeniu pewna liczbg r, ktora jest pierwiastkiem wielomianu

k- ak,lxk_l —...—aiT — ag.
Zauwazmy, ze wyraz ciagu jest zalezny od k poprzednich wartosci, i w zwiazku
z tym stopienn wielomianu jest réwniez réwny k. Naturalnie jest wiec zapytaé,
czy podobna zalezno$é ma miejsce dla ciggu opisanego przez Conwaya, w koncu
tam nastepny wyraz zalezy tylko od jednego poprzedniego wyrazu. Okazuje sie,
ze owszem, przy czym nie sam cigg zachowuje sie w przyblizeniu geometrycznie,
ale liczba cyfr wyrazow ciagu Conwaya rosnie w przyblizeniu geometrycznie.
Tloraz liczby cyfr dwoch kolejnych wyrazoéw ciagu to w przyblizeniu pierwiastek
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https://www.youtube.com/watch?v=ea7lJkEhytA

pewnego wielomianu o wspéltczynnikach catkowitych, ale taki wielomian
o najmniejszym stopniu ma stopien 71, a konkretnie jest nastepujacy:

pTl 69 _ 9468 _ 67 4 9,66 4 9,65 L 64 _ 063 62 61 _ .60
_ IE59 + 21.58 + 5x57 + 31.56 2:L'55 _ 10%54 _ 31.53 _ 23352 + 61‘51 + 61'50 + IE49
+ 9z%8 — 3347 — 746 — gyt 8% + 102* + 622 + 8z — 540 — 12239 4 738
_ 73337 + 7$36 + $35 _ 3(1}34 + 10$33 + 3332 _ 6{E31 _ 2.’1730 _ 10(1)29 3,@28 + 2$27
+ 9226 — 3225 + 14224 — 82 722+ 9220 + 3219 — 4218 — 102Y7 7210 + 12215
+ 72 4 2213 — 12212 — 41! 2010 + 52° + 27 — 72b + T2® — 4zt + 1228
— 622 +3z — 6.

Skad tak skomplikowana posta¢ dla tak prostej definicji ciagu? Nie wiadomo.
Czasem patrzac na takie przyklady, zadaje sobie pytanie: ,,Czy twierdzenia,
ktore dowodzimy, sg nieraz tak proste i eleganckie, bo taki jest $wiat, czy tez sa
proste dlatego, bo tylko takie my ludzie umiemy udowodnié?”.

Wspomnienie o Andrzeju Fryszkowskim

2 listopada 2020 roku odszedl prof. dr hab. Andrzej Fryszkowski, pracownik
Wydziatlu Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej,
jeden z zatozycieli Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej oraz

i przyjaciela.

Final LII OM w Stalowej Woli i wygrany
turniej brydzowy

wieloletni cztonek Zarzadu tego Stowarzyszenia. Przez wiele lat dziatal aktywnie
w Komitecie Gtéwnym Olimpiady Matematycznej i Komitecie Gtownym
Olimpiady Matematycznej Junioréw. Wielokrotnie byt opiekunem polskiej
reprezentacji na Olimpiadzie Matematycznej Panistw Europy Srodkowej,

a wczesniej na zawodach polsko-austriackich. StraciliSmy dobrego kolege

Pozegnalismy $wietnego naukowca, ale tez cztowieka bardzo zyczliwego,
otwartego, obdarzonego niezwyklym poczuciem humoru, zaangazowanego
w popularyzacje matematyki i edukacje, rewelacyjnego brydzyste.

O dokonaniach naukowych Andrzeja Fryszkowskiego tak pisze Tadeusz
Rzezuchowski, Jego przyjaciel i wspolpracownik z Wydziatu:

»2Andrzej mial wiele zainteresowan, ktérym oddawat
sie z entuzjazmem, ale Jego prawdziwg pasja byla
matematyka. W latach siedemdziesiatych XX wieku,
kiedy zaczynat pracowaé, wielkim zainteresowaniem
cieszyla sie teoria sterowania optymalnego — dosé¢
nowa wtedy dziedzina. Jej zagadnienia wigzaly sie

z nowymi problemami teoretycznymi — im wlasnie
poswiecil wieksza czes¢ swoich badan. Byl doktorantem
Czestawa Olecha, wywodzacego sie z krakowskiej szkoty
réwnan rézniczkowych Tadeusza Wazewskiego, ktérego
prace byly przelomowe w powiazaniu teorii sterowania
z wlasno$ciami funkcji wielowarto$ciowych (zwanych
tez multifunkcjami, polami orientorowymi) oraz

z inkluzjami rézniczkowymi. Funkcje wielowarto$ciowe
to odwzorowania, ktérych wartosciami sa podzbiory
jakiejs przestrzeni, a inkluzje rézniczkowe od réwnan
rézniczkowych réznia si¢ tym, ze po prawej stronie jest
nie jeden element, ale caly zbiér, ktory moze zalezeé
od polozenia i czasu. Centralnymi zagadnieniami

w tamtych czasach byto istnienie tak zwanych selekcji
multifunkcji, to znaczy zwyktych funkcji, ktérych

15

wartosci dla kazdego argumentu leza w zbiorze bedacym
wartoscia tej multifunkcji, a dla inkluzji rézniczkowych
udowodnienie istnienia rozwiazan przy réznych
warunkach nakladanych na multifunkcje stojaca po
prawej stronie.

Takie problemy pojawialy sie juz przed wojna

w pracach Leszka Zaremby i francuskiego matematyka
André Marchauda. Potezny impuls badaniom w tym
zakresie dal Tadeusz Wazewski. Osia badan Andrzeja
Fryszkowskiego bylo badanie funkcji wielowartosciowych,
ktorych wartosci nie sg zbiorami wypuklymi, a jedynie
domknietymi podzbiorami przestrzeni unormowanej.

To czynilo sprawe o wiele trudniejsza, niz gdy zaktada
sie wypukloéé. Na tym polu uzyskal bardzo dobre
osiagniecia, co miedzy innymi zaowocowalo wspolpracy
ze Swietnymi wloskimi matematykami, jak Arrigo
Cellina i Alberto Bressan. Wspélnie uzyskali zwiezle

i eleganckie wyniki podsumowujace i wyjasniajace

wiele wczesniejszych publikacji. Jednym z centralnych
zagadnien, ktérym zajmowal si¢ réwniez w pdzniejszych
latach, bylo badanie tak zwanych rozkladalnych



zbioréw funkcji. Zbior funkcji jest rozktadalny, jesli
biorac dowolne dwie nalezace do niego funkcje

i dzielac dziedzine na dwie czesci oraz tworzac nowsa,
funkcje, ktora na pierwszej czesci dziedziny jest rowna
pierwszej funkcji, a na drugiej czesci tej drugiej funkcji,
otrzymujemy funkcje rowniez nalezaca do tego zbioru.

Podsumowanie swoich badan, ale tez duzo wiecej,
Andrzej Fryszkowski zawarl w monografii Fized Point
Theory for Decomposable Sets, wydanej w roku 2004
przez Kluwer Academic Publishers. Warto chyba na
koniec powiedzieé, ze zajmowanie si¢ matematyka
sprawialo Andrzejowi prawdziwa rados¢.”

Dodajmy — nie tylko tg ,wielka”, naukowa matematyka. .. Andrzej Fryszkowski
z wielkim zaangazowaniem dzialal w Komitetach Olimpiad Matematycznych.
Tak wspomina wspélprace olimpijska z Nim Michal Krych z Wydziatu
Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW:

»2Andrzej Fryszkowski — méj kolega, mtodszy o rok

ode mnie. .. Byl przez wiele lat cztonkiem Komitetu
Gléwnego Olimpiady Matematycznej. Wielokrotnie
spotykaliSmy sie¢ na zebraniach Komisji Zadaniowej,

na finatach OM. Czesto umieszczano nas w tym

samym pokoju, wigc rozmawialiSmy o tym i owym.
Sprawdzali$émy prace finalistow. Weryfikowalismy tez
wspdlnie oceny z drugiego stopnia (wystawiane przez
czlonkéw komitetéw okregowych). To dosyé ciezka
praca, trwajaca do péznych godzin nocnych, a czasem do
wezesnych porannych. Zadania bywaja trudne, finalisci
maja ograniczony czas na napisanie rozwiazan, wiec
teksty czesto sg niedopracowane, niektore zdania sg
wieloznaczne i wtedy sprawdzajacy musza przyjmowacé
jedng z mozliwych interpretacji. Chodzi o to, by zadanie,
ktore uczen faktycznie rozwiazal, zostato tak wlasnie
potraktowane, pomimo niedorébek redakcyjnych.
Andrzej byt w tym dobry. Wglebial sie w tekst, potrafil
siedzie¢ nad pracg az do momentu, w ktorym stawato
sie jasne, co rzeczywiscie uczen udowodnil, a co tylko
napisal, bo wydalo mu sie, ze jest to oczywiste. Potrafit
przegryzac sie przez wielostronicowe obliczenia, za
pomoca ktérych olimpijczycy dowodzili twierdzen
geometrycznych; np. 6 stron papieru kancelaryjnego,
prawie same wzory, male litery, jakis blad w polowie
czwartej strony, ale w dalszej czeéci blednie udowodniony
fakt nie zostal wykorzystany, wiec w koncu blad bez
znaczenia. Dyskusje bywaly dlugie, ale ostatecznie
zawsze potrafiliémy sie porozumieé. Andrzeja bawity
zadania, chetnie sprawdzal geometrie, proponowat

na ogdél zadania geometryczne. Dziesie¢ dni po finale
61. OM przystal mi list z alternatywnym rozwiazaniem
najtrudniejszego zadania finalowego. Jego rozwiazanie
byto krétsze i prostsze od autorskiego, a autor tego
akurat zadania miat dar do podawania krétkich
rozwiazan, zresztg pisywal rozwiazania ,firmowe”.
Przytocze rozwiazanie Andrzeja, a Czytelnikéw
zainteresowanych diuzszymi zachecam do zajrzenia do
sprawozdania Komitetu Gtéwnego z LXI Olimpiady
Matematycznej.

Zadanie 6 (final 61. OM). Dana jest liczba rzeczywista
C > 1. Ciag dodatnich liczb rzeczywistych aq,as,as, ...,
w ktérym a; = 11 as = 2, spelnia warunki a.,,, = aman,
oraz aman < Clam + a,) dlam,n=1,2,3,... Dowies¢,
ze a, =ndlan=1,23,...
Zauwazmy, ze a4 = Qo - a2 = 4, a9, = a9 - a4y = 2a, dla
kazdego numeru n, zatem ayr = 2F. Prosta indukcja.
Dalej a3 = ag < C(a; + ag) = 9C i wobec tego az < 3v/C.
Teraz pojawia sie pomyst Andrzeja:
afn-‘rn = Q(m+4n)3 = Om34+3m2n+3mn2+n3 <

< C(am3+3m2n + a3mn2+n3) <

< 02(am3 + a3mzn + a3mp2 + an3) =

= C%(a3, + aza?,a, + aza,a? +a) <

< C?VC (a2, + 3d2,a, + 3ama® + a2) =

- 05/2 (anz + an)ga
WieC Upmin < CS/G(am + ay,). Oznacza to, ze stala C
mozna zastapi¢ przez liczbe C%/6. Te za$ przez liczbe

2
(C®/6)5/6 = 0(5/6)", Latwa indukcja przekona kazdego,
ze liczbe C' mozna zastapi¢ przez C'®/6" dla dowolnej
liczby naturalnej p. Wobec tego mozna zastapié
stala C' przez lim cB/O" =0 =1. Udowodnili$my, ze
p—00

Umtn < Ay + an. Stad wynika, ze a,, < ma; =m. A dalej
juz tatwo. Dla kazdej liczby n istnieje taka liczba k, ze
2% > n. Mozemy wiec napisaé, ze 2F = age = A(2k —p)y4n S
_n+a, <2F —n+n = 2% Skoro tak, to wszystkie
te nieréwnosci sa réwnosciami, w tym a,, = n, co konczy
dowdd.

§ Aok

Mozna jeszcze zauwazyé, ze rozwiazanie nie zmienitoby
sie praktycznie wcale, gdyby zalozy¢, ze C' > 0 zamiast
C>1,bojesli ag =11ias =a, toréwniez 2 = as <

< C(ay +a1) =2C, zatem C > 1, ale to drobiazg.

Dodam jeszcze, ze Andrzej grywal tez w brydza,
organizowal turnieje na Politechnice Warszawskiej,
kilku brydzystéw pojawilo sie na cmentarzu, chcac
go pozegnaé. Bedzie mi brakowalo Andrzeja, jego
zaangazowania, spokoju. ..”

Pasja brydzowa Andrzeja Fryszkowskiego przewija si¢ przez wspomnienia wielu
Jego znajomych i przyjaciél... Tak pisze o niej Waldemar Rozek, wybitny
pedagog i nauczyciel matematyki z I LO im. KEN w Stalowej Woli:

»<Andrzeja poznalem podczas jednego z finatéw
olimpiady matematycznej. To niesamowite, ze po
wymianie zaledwie kilku zdan odnioslem wrazenie,
jakbyémy znali si¢ od dawna i mieli wiele wspdlnych
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tematow do dyskusji. Byt niezwykle mitym, otwartym,
wyrozumialym i pelnym optymizmu pasjonatem
matematyki. Jego pasja potaczona z ogromnym
spokojem i opanowaniem udzielala si¢ innym.



W roku 2000 pelnitem funkcje organizatora XXIII
Austriacko-Polskich Zawodéw Matematycznych,
Andrzej byl wiceprzewodniczacym delegacji polskie;j.
Przez tydzien, zakwaterowani w jednym pokoju na
zamku w Baranowie Sandomierskim, dyskutowali$my
o zadaniach, olimpiadzie, nauczaniu matematyki. . .
no i o brydzu.

Byl znakomitym brydzysta. Ja grywalem wylacznie
amatorsko. Przez ponad 20 lat spotykaliSsmy sie
wielokrotnie na finalach olimpijskich, Szkotach
Matematyki Pogladowej czy réznych konferencjach.
Czesto wykorzystywaliSmy nawet krétkie przerwy
pomiedzy wykladami na kilka rozdan brydza. Byt

i pozostanie dla mnie wzorem wyrozumialoéci

i opanowania. Nawet po ewidentnym moim bledzie
potrafil ze spokojem i uSmiechem powiedzieé: ,,no

c6z, sprobowales i nie wyszlo”. Ostatnio wiele godzin
spedzaliémy na brydzu on-line. Kiedy$, po dwéch
kolejnych przegranych rozdaniach lekko poirytowany
napisatem na czacie: ,,skoro nie umiemy graé ta
konwencja, to moze jej nie grajmy”. Andrzej natychmiast
rozbrajajaco i ze spokojem odpisal: ,,dlaczego mnie
mieszasz do tego?”. No céz, wszak racje mial. Na
kolejny final olimpiady przywiézl mi w prezencie ksiazke
opisujaca te konwencje. . .

Bedzie mi brakowaé tego wspanialego poczucia humoru,
delikatnosci, taktu i szacunku do drugiego cztowieka.”

Ten szacunek i zyczliwo$é dla innych podkreéla w swoim wspomnieniu réwniez
Malgorzata Misztal z Wojskowej Akademii Technicznej:

»Zmalam Andrzeja przede wszystkim z turniejéw brydzowych. Nie dalo sie

W starej szkole i starymi metodami. ..
(skansen w Sanoku — XXIII APZ)

Zadania mozna sprawdzaé¢ wszedzie —
przed wej$ciem na Poloning Wetlinska
(XXIII APZ)

go nie lubié. Gral doskonale, a jednoczesnie byl zyczliwy i wyrozumialy dla
partneréw i przeciwnikéw — co przy zielonym stoliku wcale nie jest oczywistym
potaczeniem! Od stolika Andrzeja i Krystyny zawsze odchodzitam z u$miechem,
niezaleznie od tego, czy ztapaliémy wlaénie zero, czy maksa...”

Brydz potaczyl tez Andrzeja Fryszkowskiego z Wiladystawem Wieczorkiem
z Wydziatu Chemicznego PW:

»Andrzeja poznatem pod koniec lat 90., kiedy obaj pelniliémy funkcje
prodziekanéw ds. ksztalcenia. Jednakze nasza prawdziwa znajomo$é

i przyjazn datuje sie¢ od czaséw, gdy wyjezdzaliémy z rodzinami do

oérodka wypoczynkowego PW w Sarbinowie Morskim. Poranne ¢wiczenia
gimnastyczne, wycieczki plaza do Chlopow i Gasek, wspolne kapiele w zimnym
Battyku, ale przede wszystkim wieczorne sesje brydzowe cementowaly

naszg znajomosé. Andrzej byl bez watpienia inicjatorem i propagatorem

sesji brydzowych. Tradycja staly sie mecze Wydzialu MiNI kontra reszta
Politechniki. Corocznie przegrywaliSsmy z kretesem i stawaliémy sie fundatorami
wspoélnego wyjscia do lokalnej cukierni, ktére konczyto turnus brydzowy.
Efektem tych wakacyjnych eskapad byla reaktywacja klubu brydzowego

PW Wektor i coroczne turnieje brydzowe rozgrywane w Duzej Auli PW

z okazji Swigta Politechniki oraz Juwenaliéw. Turnieje te, najpierw

o charakterze lokalnym, z czasem uzyskaly status Grand Prix Mazowsza

o puchar JM Rektora Politechniki Warszawskiej. Andrzej z ogromnym
entuzjazmem organizowal te zawody. Mam nadzieje, ze ich tradycja zostanie

z Politechnika.

utrzymana, mimo ze Andrzeja nie ma juz wsréd nas. Dzieki tym turniejom
poznalem wielu wspanialych ludzi reprezentujacych kilka pokolen zwiazanych

7 sarbinowskim brydzem, obok watku politechnicznego, wiaze sie takze moj
watek rodzinny. Ot6z Andrzej odkryt talent brydzowy u mojej cérki Ewy, ktéra
z powodu brakéow kadrowych w zespole Politechniki ktoregos roku zostala
czlonkiem naszego zespolu. Tak wiec teza tego krétkiego wspomnienia o moim
nieodzalowanym przyjacielu, Profesorze Andrzeju Fryszkowskim, ma wymiar
zaréwno politechniczny, jak i rodzinny.”

Andrzej calym swoim zyciem, praca naukowa i dzialalnoscia na rzecz edukacji
matematycznej zapisal sie na kartach historii polskiej matematyki.

Profesor Andrzej Fryszkowski na zawsze pozostanie w naszej pamieci!

Redagowaly Barbara ROSZKOWSKA-LECH i Renata JURASINSKA
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Rys. 1. Czasteczka mioglobiny, Zrédto:
Wikipedia
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Rys. 2. Krzywa saturacji czasteczek
mioglobiny zostala oznaczona kolorem

Rys. 3. Struktura hemoglobiny. Kolorem
zaznaczono podjednostki o, na szaro sa
podjednostki 5. Hem oznaczono kolorem
czarnym. Zrédto: Wikipedia

Matematyka i zycie: punkty przegiecia
Mirostaw LACHOWICZ*

Zycie

Do klasycznych pytan: ,,Skad przyszlismy?”, . Kim jestesmy?”, ,,Dokad idziemy?”
mozna dorzuci¢ — Paul Gauguin i poprzednicy wybaczyliby — pytanie ,,Co to jest
zycie?”. Nie podejmuje sie¢ odpowiedzieé, ale mysle, ze bez watpienia zycie ma
co$ wspélnego z tlenem (o co chodzi z Henneguya zschokkei, w tym momencie
nie wiadomo). Skoro o tlenie mowa, to warto oméwi¢ mioglobine i hemoglobine

— substancje (bialtka), ktére biora udzial w magazynowaniu (mioglobina) lub
transportowaniu (hemoglobina) tlenu.

Mioglobina

Doktadnie jedna czasteczka tlenu moze by¢ zmagazynowana w jednej czasteczce
mioglobiny. Istotna role w wiazaniu tlenu spelnia hem, na rysunku 1 zaznaczony
kolorem. Zadaniem mioglobiny jest magazynowanie tlenu w miesniach
czerwonych. Jej role doceniaja nie tylko sportowcy.

John Kendrew wraz ze wspolpracownikami wyznaczyl strukture mioglobiny za
pomocy rentgenografii strukturalnej, za co otrzymal Nagrode Nobla w dziedzinie
chemii w roku 1962.

Skoro w jednej czasteczce mioglobiny moze byé zmagazynowana tylko jedna
czasteczka tlenu, to jasne jest, ze trudno tu oczekiwaé jakiegos szczegdlnie
ciekawego zachowania (z punktu widzenia matematycznego) — nie ma szansy
na zadne wewnetrzne oddzialywania, ktore wydobyte ze Swiata zjawisk
mikroskopowych do swiata zjawisk makroskopowych mogltyby dawaé ciekawe
efekty. Jak zobaczymy — rzeczywiscie mioglobina takich efektow nie daje.

Krzywa saturacji, tzn. procent zapelnionych tlenem czasteczek mioglobiny
w zaleznosci od ci$nienia tlenu, zostala przedstawiona na rysunku 2. Mozna
powiedzie¢ — kompletny banatl.

Hemoglobina

Zdecydowanie ciekawsza, z punktu widzenia opisu matematycznego, jest
hemoglobina, ktérej strukture przedstawia rysunek 3. Prawda, ze az sie prosi,
by ja opisa¢ matematycznie? W czasteczce hemoglobiny sa dwie biatkowe
podjednostki « i dwie podjednostki 5. Kazda z tych 4 podjednostek zawiera
hem.

Hemoglobina jest biatkiem obecnym we krwi (w erytrocytach). Barwi krew

na czerwono. Jej rola polega na przenoszeniu tlenu — przytaczaniu w plucach
(gdzie ci$nienie tlenu jest duze) i uwalnianiu w tkankach (gdzie ci$nienie

tlenu jest male). Zatem hemoglobina, bardziej niz mioglobina, musi by¢
sprawnie dzialajaca maszynka. W przeciwienistwie do mioglobiny — hemoglobina
zawiera 4 hemy, i mozna si¢ spodziewaé ich oddzialywania (na poziomie
mikroskopowym). Jednym stowem mozna spodziewaé sie ciekawych efektéw

do modelowania matematycznego.

Jedna czasteczka hemoglobiny moze przylaczy¢ do 4 czasteczek tlenu

(gdy wszystkie hemy — miejsca wigzania — sa zapelnione). Okazuje sie,

ze istnieje zalezno$¢ pomiedzy réznymi miejscami wiazania. Moga one
przekazywaé informacje na przemian, tzn. podjednostka a — podjednostce 3
i na odwrot. Podjednostki tego samego typu ,nie widza sie”. Gdy ciSnienie
tlenu jest mate i czasteczka tlenu przylacza sie do czasteczki hemoglobiny, to
prawdopodobienistwo przylaczenia innej czasteczki tlenu jest male. Chodzi

o to, by nie wyplukaé tlenu z miejsc, w ktérych jest go niewiele. Natomiast
dla duzych ciéniei tlenu (jak w plucach) prawdopodobieristwo to jest duze.
W rezultacie hemoglobina zbiera tlen z ptuc i roznosi do miejsc, w ktorych
tlen jest potrzebny, bo tam jest go malto. Bardzo to ladny i prosty mechanizm,
wdzigczny obiekt matematycznego modelowania.
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Rys. 4. Krzywa saturacji dla hemoglobiny

Rys. 5. Ilustracja ,matematycznej

hemoglobiny”

Wiegcej o modelu Isinga mozna przeczytac
w artykule Jacka Migkisza w A‘;’s.

(wewnetrzna)
niezaleznosé

zaleznosé
(krzywa ,,S-owata”)

mioglobina

hemoglobina

enzymy klasyczne

enzymy allosteryczne

denaturacja DNA

Krzywa saturacji dla hemoglobiny — procent zajetych miejsc wiazania

w zaleznosci od ci$nienia — przedstawia rysunek 4. Uzbrojeni w powyzsza
wiedze mozemy zaproponowac¢ ,matematyczna hemoglobine”. Bylby to abstrakt
ujmujacy cechy opisywanego obiektu (tu czasteczki hemoglobiny), ktére nas
interesuja. Takie jest typowe postepowanie w modelowaniu matematycznym.
Tworzy sie obiekt, mozliwie najprostszy, ujmujacy te cechy, ktore chcemy opisac.
W ten sposéb powstaje model matematyczny, ktéry nie odzwierciedla, i nie moze
odzwierciedlaé, wszystkich cech badanego obiektu. Bo przeciez ,,model, ktéry
odzwierciedlaltby wszystkie cechy opisywanego obiektu, byltby do opisu réwnie
przydatny, jak sam obiekt, czyli wcale”. Model jest i musi byé uproszczeniem.
Model Fiata 500, ktéry bylby po prostu Fiatem 500, dla wtasciciela moze bytby
przydatniejszy, ale z punktu widzenia opisu malo uzyteczny. Warto powtorzy¢
ten banal, bo gdy przychodzi ,,co do czego”, to si¢ o tym nie pamieta. Nasza
,matematyczna hemoglobina” (czyli pewnym modelem hemoglobiny) moze byé
tzw. okresowy model Isinga. Model Isinga (niekoniecznie okresowy) pochodzi

z fizyki i byl wprowadzony do opisu zjawiska ferromagnetyzmu. Model ten
polega na tym, ze z kazdym wezlem (zaznaczonym na rys. 5 czarnym kétkiem)
wiazemy funkcje (zmienna losowa), ktéra przyjmuje wartosé 1 (gdy wezel

jest zajety przez czasteczke tlenu) lub warto$é¢ —1 (gdy wezel jest niezajety),

z prawdopodobienstwami, ktére nalezy okreéli¢ z uwzglednieniem oddzialtywan
pomiedzy weztami (najblizszymi sasiadami na okregu). Prawda, ze to jest po
prostu prawie hemoglobina?

Dla matematykéw obiekt ten (choé porazajaco prosty) powinien byé szczegélnie
ciekawy, gdyz struktury okresowe sa w matematyce bardzo wazne. Wiele
proceséw w przyrodzie wykazuje okresowo$é, ale zadna wiosna nie jest podobna
do nastepnej. W przypadku mioglobiny mamy pelna (tzn. nieprzyblizona)
okresowo$é ,,za darmo”.

Tu mamy co$, co zdecydowanie jest okresowe, wiec mozemy do$wiadczaé pelnej
radodci. Mozna badaé ten model podobnie, jak bada sie modele Isinga (bylby
to poziom mikroskopowy), i otrzymaé na poziomie makroskopowym krzywe
podobne do tych okreslajacych saturacje dla hemoglobiny i pochodzacych

z eksperymentu. Osoby zainteresowane odsytam do ksiazki Colina Thompsona
Mathematical Statistical Mechanics, Princeton 1972, gdzie w rozdziale 7 jest to
bardzo ladnie opisane. Jest to jednoczesnie bardzo prosty i elegancki przyklad
przejscia ,,od mikro do makro”.

Punkty przegiecia

Poréwnujac krzywe saturacji dla mioglobiny z krzywymi saturacji dla
hemoglobiny, zauwazamy, ze te drugie sa matematycznie ciekawsze — maja
punkty przegiecia (po jednym na krzywa), czyli maja ksztalt ,S-owaty” (lub
sigmoidalny).

Dla oséb niewtajemniczonych: punkty przegiecia to punkty, w ktérych krzywa
sie przegina, czyli zmienia swoja wypuklo$é: z wypuklej (po szkolnemu
,usmiechnietej”) staje sie wklesta (,smutna”) lub odwrotnie. O wadze punktéw
przegiecia kazdy moze sie przekonaé, chocby $ledzac obecne dyskusje o Covid-19
(o czym bedzie ponizej). Dla mioglobiny i hemoglobiny réznica pomiedzy
odpowiednimi krzywymi ma fundamentalne znaczenie. Jak juz wspomnialem,
mioglobina tylko magazynuje — co podleci, to proporcjonalnie wleci. Natomiast
hemoglobina dziala w bardziej wyrafinowany sposob: jak Janosik, odbiera
bogatym i oddaje biednym — tlen. Nie moze odwrotnie! Zatem istnienie (lub
nie) punktéw przegiecia staje si¢ istotnym elementem funkcjonowania zycia.

Ciekawe, ze podobne modele jak dla hemoglobiny (z punktami przegiecia na
poziomie makroskopowym) mozna rozsadnie formulowaé dla zupelnie innych
proceséw biologicznych, jak dzialanie enzymoéw allosterycznych lub denaturacja
DNA (z odpowiednia liczba ,,miejsc wiazania”). Ponadto, tak jak dla mioglobiny,
mozna konstruowaé¢ modele dla enzyméw klasycznych.
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Istnienie, lub nieistnienie, punktéw przegiecia mozna
latwo przetestowaé na bardzo waznych w biologii (od
ekologii po kinetyke enzymoéw) funkcjach Hilla:

x

() =

przy czym a, b sa stalymi dodatnimi, a okresla stata
nasycenia, b — stala polowicznego nasycenia,

n

x>0,

n > 1 jest wspdlczynnikiem Hilla i najczesciej przyjmuje
sie, ze jest liczba naturalna. Liczac pochodna i druga
pochodna funkcji h,,, otrzymujemy

nb" mnfl

h(2) =a———
o) =

oraz
pn n—2
W (2) = a2t ((
(v +an)°
Funkcje h,, wiec rosna, dla kazdego n > 1 (pochodne sg
dodatnie), i maja punkt przegiecia dla n > 2 w punkcie

nalm—1
zp="> ”n—i—l'

Rzeczywiscie, dla n > 2, funkcja h!! w punkcie x,
przyjmuje wartosé¢ 0 i zmienia w tym punkcie znak —
dla = € (0,z,) jest dodatnia (czyli h, jest wypuktla),
a dla z > x, jest ujemna (h,, jest wklesta).

)b — (n+ 1)x">.

Dla n = 1 funkcja h; nie ma punktu przegiecia — jest
wklesla na calej swojej dziedzinie (z > 0). Przypadek
n =1 jest bardzo istotny w tzw. kinetyce enzymoéw
w teorii Michaelisa i Menten (Leonor Michaelis
(1875-1949), Maud Menten (1879-1960)).

Wyprowadzenie funkcji Michaelisa—Menten (czyli funkcji Hilla z n = 1)
jest wdzigcznym wstepem do matematycznej dziedziny — analizy

zagadnien osobliwie zaburzonych. Okazuje si¢, ze nieprzezwycigzone,
jakby sie wydawalo na pierwszy rzut oka, problemy pojawiajace
sie w klasycznym wyprowadzeniu Michaelisa i Menten sg zwigzane
z wystapieniem tzw. efektu warstwy poczatkowej.

Typowym przyktadem funkcji o ksztalcie ,,.S-owatym”
jest dystrybuanta rozkladu normalnego (rozkladu
Gaussa). Centralne twierdzenie graniczne uzasadnia
powszechnoé$é¢ wystepowania rozkladéw zblizonych do
rozkladu normalnego.

Warto, choéby pokrétce, oméwié zjawisko denaturacji
DNA, bardzo istotne w biotechnologii, na przyktad

w procedurze PCR.

Schemat DNA zostal opracowany przez Jamesa Watsona, Francisa
Cricka i Maurice’a Wilkinsa (Nagroda Nobla w 1962 r.).

Na kazdym z 2 taicuchéw DNA umieszczone sa zasady
azotowe: A — adenina, C — cytozyna, G — guanina,

T — tymina. Sg one polaczone wiazaniami wodorowymi,
przy czym mozliwe sa tylko polaczenia A-T (lub

T-A) — podwéjnym wigzaniem i C-G (lub G-C) —
potréjnym wiazaniem. Zatem wiazania A—T (lub
(T-A) sa stabsze niz C-G (lub G-C). Pod wplywem
réznych czynnikdéw, np. wysokiej temperatury, wiazania
pekaja. Jest to proces denaturacji DNA. Temperatura,
w ktorej potowa wigzan ulegla peknieciu, nazywa

sie temperatura topnienia. Okreslenie temperatury
topnienia charakteryzuje DNA.

W pracy: R. G. Rutledge, D. Stewart, Critical evaluation
of methods used to determine amplification efficiency
refutes the exponential character of real-time PCR,
BMC Molecular Biology, 9, 2008 okresélono krzywe
przedstawiajace zaleznosci (odpowiednio mierzone)
procentu peknietych wiazan od temperatury. Wszystkie
krzywe, odpowiadajace réoznym typom DNA, maja
idealne ksztalty ,,S—owate”.

Wiele punktéw przegiecia

Sytuacja jest jeszcze bardziej ciekawa, gdy punktow przegiecia jest wiecej.
Jacques Lucien Monod (1910-1976) — francuski biochemik, laureat Nagrody
Nobla z dziedziny fizjologii i medycyny w 1965 roku za odkrycie mechanizmoéow
genetycznej kontroli dziatania komérek — rozpatrywat sytuacje 2 punktéw
przegiecia (choé¢ nie uzywal pojecia punktu przegiecia). Wprowadzil pojecie
wzrost dwufazowy (diauxic growth) dla takiego zachowania. W pracy J. Monod,
The growth of bacterial cultures, Annu. Rev. Microbiol. 1949 podal wykres
wzrostu bakterii paleczki okreznicy (Escherichia coli). Paleczki byly odzywiane
glukoza, ktorg lubia, i sorbitolem, za ktérym raczej nie przepadaja. Przy

dwufazowe.

wyzwaniem.
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okazji, by odzywia¢ sie sorbitolem, gdy zabraknie glukozy, musza sie na ten
sorbitol przestawié, czego tez nie lubia. Krzywe eksperymentalne byty idealnie

Okazuje sig, ze mozna rozwazaé¢ zachowanie typu dwufazowego w cyklu
komorkowym, czyli , to, co sie dzieje” w komorce podczas procesu jej podziatu.
Na poziomie matematycznym badanie tego typu zachowania jest duzym

Polecam przyjrzeé¢ sie danym dotyczacym wszystkich przypadkow Covid—19
pod koniec 2020 roku wedtug danych z Johns Hopkins University. Wykresy,
szczegoblnie dla wybranych krajow europejskich, obfituja w punkty przegiecia,
natomiast dla niektérych krajow pozaeuropejskich zachowanie jest inne.

Nie wiem, czy udalo mi sie przekona¢ Czytelnika, ze punkty przegiecia moga
wyrazaé pewne aspekty zycia. Mam nadzieje, ze nauka jeszcze nas zadziwi

w tym zakresie. Nalezaloby sobie zyczy¢, aby krzywe opisujace wszystkie
przypadki Covid-19 osiagnely jak najszybciej swoje ostateczne punkty przegiecia
i staly sie ,smutnymi”,

w przeciwienstwie do udreczonej Ludzkosci.



Klub 44 M
1-44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 819 (WT = 2,37) i 819 (WT = 1,76)
z numeru 4/2021

Mikotaj Pater Opole 46,40
Piotr Kumor Olsztyn 40,09
Fukasz Merta Krakéw 38,74
Witold Bednarek 1.6dz 36,36
Blazej Zmija Krakéw 35,54
Kacper Morawski ~ Warszawa 34,50
Pawel Najman Krakéw 34,25

Pan Mikotaj Pater — juz drugi raz.

Klub 44 F

i

I

Termin nadsylania rozwigzan: 31 I 2022

Zadania z matematyki nr 829, 830

Redaguje Marcin E. KUCZMA

829. Tréjkat ABC, w ktorym A < ¥xB < 90° < xC, jest wpisany w okrag

o $rodku O; odcinek C'D jest wysokoscia. Punkt E jest symetryczny do B
wzgledem D; punkt M jest érodkiem boku AC. Okrag przechodzacy przez

O, D, M przecina prosta AC w punktach M i P. Udowodnié, ze tréjkaty DC P
i DEP maja réwne promienie okregéw opisanych.

830. Znalezé¢ wszystkie tréjki dodatnich liczb catkowitych x, v, z, spelniajace

rownanie

0
arcctgx + arcctgy + arcctgz = 1

Zadanie 830 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Zadania z fizyki nr 726, 727
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

726. Cienka obrecz o promieniu r toczy si¢ bez poslizgu po O
wewnetrznej powierzchni walca o promieniu R i wykonuje

male drgania wokodl polozenia réwnowagi (rysunek). Znalezé

okres tych drgan. R

727. W zwojnicy o liczbie zwojéw N, dlugosci L i promieniu

R < L plynie prad o natezeniu I. Jaka jest wytrzymatosé
drutu, z ktérego zrobiono zwojnice, skoro nie ulega ona

rozerwaniu?
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do korica miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbeg
w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
z matematyki i z fizyki nalezy przesyltaé¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.

Niebo w listopadzie

Wraz z poczatkiem listopada w wielu krajach péinocnej potkuli Ziemi, w tym
w wigkszoéci krajéw europejskich, zaczal obowiazywaé czas zimowy. W zwiazku
z tym Stonce wstaje i zachodzi o godzine wcze$niej, niz to mialo miejsce jeszcze
przed kilkoma dniami. Tak samo pozostale ciata niebieskie wschodza, goruja

i zachodza godzine wczesniej. W trzeciej dekadzie miesigca Storice przecina
réwnoleznik —20° deklinacji w drodze ku przesileniu zimowemu i przez nastepne
dwa miesiace, gdy ponownie przetnie ten réwnoleznik w drodze na péinoc,
zmieni wysoko$¢ gérowania jedynie o 3,5°, nie wznoszac si¢ wyzej niz kilkanascie
stopni ponad widnokrag.

Listopad jest kolejnym miesiacem z korzystnym nachyleniem ekliptyki do
widnokregu rano i niekorzystnym wieczorem. Na poczatku miesiaca warto
wstawaé przed Switem, korzystajac z dobrej widocznosci cienkiego sierpa
Ksiezyca i planety Merkury. Srebrny Glob 4 listopada po godzinie 22 naszego
czasu przejdzie przez néw i przez pierwsze 3 dni miesiaca zaprezentuje swoja
tarcze w bardzo malej fazie.

Na poczatku switu cywilnego 1 listopada Ksiezyc znajdzie sie na pograniczu
gwiazdozbioréw Lwa i Panny, na wysokosci ponad 35°, majac tarcze
o$wietlong w 17%. W odleglosci 8° od niego, na godzinie 10 towarzystwa
Ksiezycowi dotrzyma Denebola, druga co do jasnosci gwiazda Lwa, o jasnosci
obserwowanej +2,1™. Dobe pézniej Srebrny Glob przejdzie do gwiazdozbioru
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Panny, zblizajac si¢ na 6° do Porrimy, gwiazdy

o jasnosci +3,5™. O tej samej porze Ksiezyc wzniesie sig¢
na wysoko$é 25°, prezentujac faze 10%. Juz dwie noce
pézniej, 3 listopada, tarcza naturalnego satelity Ziemi
dotrze na wysokos$¢ 13°, majac tarcze oswietlong juz
zaledwie w 4%. Dodatkowo 7° pod tarcza Ksigzyca pare
o rozwartosci 4° utworza Merkury i Spica, najjasniejsza
gwiazda Panny.

Ksiezyc mozna prébowaé dostrzec nawet 4 listopada,
jednak nie bedzie to proste, gdyz wtedy do nowiu
pozostanie 16 godzin i o godzinie 6 Srebrny Glob zdazy
sie wznie$¢ na wysokosé zaledwie 2°. Tym razem to

Merkurego mozna wykorzysta¢ do odnalezienia Ksiezyca.

Srebrnego Globu nalezy szukaé 6° od Merkurego, na
godzinie 7 wzgledem planety. Mozliwe, ze 1,5° na prawo
od Ksiezyca uda si¢ dostrzec powracajaca na poranne
niebo planete Mars. Jednak nie jest to latwa sztuka,
gdyz jasnos¢ Marsa to tylko +1,7™ i do jego odszukania
niezbedna moze okazac si¢ lornetka.

Merkury 25 pazdziernika oddalit sie na 18° od Stonca

i na poczatku listopada dazy juz do koniunkcji ze
Stoncem. Jak zawsze przy widocznosci porannej planeta
dazy do koniunkcji gornej, ktora osiagnie dopiero

29 listopada. Merkury pozostanie widoczny mniej wiecej
do polowy listopada, utrzymujac jasnos¢ —0,9™, przy
stale zmniejszajacej sie tarczy (okoto 5”) i rosnacej fazie
(ponad 90%).

Merkury 10 i 11 listopada przejdzie w odlegtosci 1°

od Marsa. Czerwona Planeta powraca na poranne
niebo po kilkumiesiecznym okresie niewidocznosci, ale
w listopadzie jej warunki obserwacyjne nie sg korzystne:
do konca miesiaca na godzine przed wschodem Storica
planeta nie przekroczy wysokoéci 4°, utrzymujac
jasnos¢ +1,6™. Pod koniec miesigca, 22 listopada, Mars
przejdzie zaledwie 4’ od jasniejszego skladnika ukladu
Zuben Elgenubi, czyli drugiej co do jasnosci gwiazdy
Wagi.

Wieczorem nachylenie ekliptyki jest stabe. Dlatego po
nowiu Ksiezyc pokaze si¢ dopiero 7 listopada, w fazie
11%, zajmujac godzing po zachodzie Storica pozycje
na wysokosci 3°. Srebrny Glob zacznie widocznosé
wieczorng od zblizenia z Wenus. Tego wieczora
Ksiezycowi zabraknie do niej 8°. Dobe pdzniej Ksiezyc
wyminie Wenus i pokaze si¢ w odlegtosci 6° po jej
drugiej stronie. W listopadzie Wenus wreszcie zacznie
wznosi¢ sie wyzej, spedzajac prawie caly miesiac

w gwiazdozbiorze Strzelca. Poczatkowo godzine po
zachodzie Stonca planeta pokaze sie na wysokosci 5°,
ale do konca miesiaca zwiekszy wysokos$¢ do 9°.

W tym czasie jasnos¢ planety zwiekszy sie od —4,4

do —4,7™, $rednica tarczy zwigkszy sie z 26 do 39", faza
natomiast spadnie z 48 do 29%. W swojej wedréwce
19 listopada planeta zblizy sie na 15" do gwiazdy Nunki
0 jasnosci +2™.

Noca w Swieto Niepodleglosci, 11 listopada, Ksiezyc
przejdzie przez 1 kwadre i wieczorem pokaze si¢ 6° na
potudnie od Jowisza. Dzienn wezesniej, przy fazie 40%,
Srebrny Glob przejdzie 5° na potudnie od Saturna.

22

Dwie najwieksze planety Ukladu Stonecznego wedruja
przez gwiazdozbiér Koziorozca w odleglosci 16° od
siebie. Na poczatku nocy astronomicznej obie planety
sg juz po gdérowaniu i zblizaja sie do horyzontu. Saturn
zajmuje pozycje na wysokosci 17°, Jowisz jest 8° wyzej.
W listopadzie Saturn $wieci blaskiem 40,7, a jego
tarcza ma $rednice 16", Jowisz natomiast do korica
miesiaca ostabnie do —2,3™, a jego tarcza skurczy sie
do $rednicy 39", czyli takiej samej jak $rednica Wenus.
Obie planety sa dos$é blisko siebie i w teleskopach tatwo
mozna poréownaé wyglad ich tarcz.

Przez caly miesiac dobrze widoczne sa dwie ostatnie
planety Uktadu Stonecznego. Neptun przeszedt przez
opozycje wzgledem Slonca w polowie wrzesnia, Uran
za$ znajdzie si¢ po przeciwnej stronie Ziemi niz Stonce
4 listopada. Stad Uran jest widoczny cala noc, lecz
Neptuna mozna obserwowaé¢ gdzie$ do godziny 2. Obie
planety poruszaja sie ruchem wstecznym. Neptun kresli
swoja petle 1,5° od gwiazdy 96 Aqr i gdy przecina
potudnik lokalny, wznosi si¢ na wysokosé prawie 35°.
Planeta Uran goéruje ponad 3 godziny po Neptunie na
wysokosci 53°, wedrujac przez gwiazdozbiér Barana,

i do konca miesiaca oddali si¢ od gwiazdy o Ari

na 2°, zblizajac sie jednoczesnie do gwiazdy 29 Ari

na 1°. Neptun $wieci z jasnoécia +7,8™, Uran jest

o ponad 2™ jadniejszy. Ksiezyc spotka sie z Neptunem
14 listopada w fazie 75%, a z Uranem 4 dni pdZniej

w fazie 98%. Oznacza to, ze §rodek miesigca nie jest
dobrym czasem na obserwowanie obu planet.

Ksiezyc przejdzie przez pelnie 19 listopada i jednocze$nie
zahaczy o cienn Ziemi. Niestety nie schowa sig¢ wen
calkowicie, w maksymalnej fazie 3% $rednicy Ksiezyca
ominie cieri naszej planety. Cale za¢mienie mozna
obserwowa¢ z Ameryki Polnocnej, basenu Pacyfiku

oraz polnocno-wschodniej Rosji. W Polsce Ksiezyc
zajdzie zaraz po rozpoczeciu fazy poélcieniowej, a zatem
w praktyce niczego nie da sie dostrzec.

W nocy z 26 na 27 listopada bliski ostatniej kwadry
Srebrny Glob wzejdzie w gwiazdozbiorze Lwa.

W poéinocno-wschodniej Polsce tuz po swoim wschodzie
zakryje jasna gwiazde n Leo. Na pozostalym obszarze
kraju Ksigzyc wzejdzie juz po jej zakryciu. Okolo
godziny 22:45 gwiazda wyloni si¢ zza ciemnego

brzegu ksiezycowej tarczy. Do korica miesiaca Ksigzyc
pozostanie ozdoba porannego nieba, stopniowo
zmniejszajac faze do 22% 30 dnia miesiaca.

W ostatnich dniach listopada w opozycji wzgledem
Slonica znajdzie sie planeta kartowata (1) Ceres,
osiagajac jasnos¢ +7,1™, czyli wyraznie wigcej od
Neptuna. Ceres w listopadzie pokona na niebie 6° na
tle gwiazdozbioru Byka, przechodzac 3 dnia miesiaca
zaledwie 7' na poludnie od Aldebarana, a potem
przecinajac Hiady i konczac miesigc 2° na poinocny
zachéd od gwiazdy v Tauri, czyli najbardziej na zachéod
wysunietej jasnej gwiazdy Hiad. A zatem na poczatku

i pod koniec miesiaca, przy nieobecnoéci Ksiezyca, Ceres
powinno da¢é sie tatwo odnalezé przez lornetke.

Ariel MAJCHER



Prosto z nieba: Zrodzone z ognia.
Jak mogg powstawac¢ atmosfery na super-Ziemiach?

Szacuje si¢, ze w naszej Galaktyce kazda gwiazde podobna do Storica okraza
$rednio 0,4-0,9 skalistych planet znajdujacych si¢ w tzw. ,ekosferze”, czyli w takiej
odleglosci od rodzimej gwiazdy, ktéra pozwala na istnienie wody w stanie ciektym.
Oznacza to, ze w Drodze Mlecznej moze istnie¢ potencjalnie 300 milionéw planet
nadajacych sie do zamieszkania! Jest tylko jeden problem. Woda to nie wszystko.
Na planecie, na ktérej chcieliby$my zamieszka¢, musi jeszcze istnie¢ odpowiednio
gruba warstwa atmosfery. Niestety wciaz nie znamy odpowiedzi na wiele pytan
dotyczacych mechanizméw jej formowania.

Zagadnieniem tym zajeli sie naukowcy z University of Chicago. Badali oni mozliwe
sposoby powstawania atmosfer na tzw. super-Ziemiach — skalistych planetach

Jak do tej pory odkryto 1350 super-Ziem.
Najblizsza z nich znajduje si¢ niecale
4 lata Swietlne od nas i orbituje wokét

najblizszego nam uktadu gwiazd —

Proxima Centauri.

Dwie metody powstawania atmosfery na super-Ziemiach

wigkszych i bardziej masywnych niz Ziemia, jednak zdecydowanie 1zejszych niz
Neptun czy Uran.

Uwaza sie, ze super-Ziemie zaczynaja swoje zycie jako ,prawie-Neptuny” —
krzemianowe kule magmy otoczone grubg warstwa atmosfery wodorowej. Poniewaz
czasteczki wodoru sa stosunkowo lekkie, to atmosfera taka jest szybko tracona

w przestrzeni kosmicznej (poprzez ucieczke atmosferyczna), pozostawiajac po sobie
»gola” super-Ziemie. Planeta moze (ale nie musi) w p6Zniejszym czasie odzyskaé
atmosfere dzieki aktywnosci wulkanicznej lub uderzeniom komet. Przynajmniej tak
sadzono do tej pory. A gdyby istnial sposéb na to, by super-Ziemia wyksztalcita
stabilng atmosfere juz na poczatku, zanim zostanie jej pozbawiona?

Gdy magma spotyka sie z wodorem. ..

.. tlenki zelaza w magmie reaguja z atmosferycznym wodorem, tworzac zelazo
i... wode. Ciezkie zelazo szybko opada do jadra planety. A co z woda? Czesé
w postaci pary wodnej ucieka do atmosfery, gdzie miesza sie z wodorem, ale
zdecydowana wiekszo$¢ pozostaje uwieziona w magmie. W rezultacie otrzymujemy
planete bedaca kula wodnistej magmy otoczonej wilgotng atmosfera. Ale tak
jak wspomnieliémy wczedniej, atmosfera jest nieustannie tracona (wywiewana
z planety), wiec co to zmienia?

Tracona atmosfera z czasem staje si¢ coraz ciensza, przez co zmniejsza si¢ tez
ci$nienie wywierane na powierzchnie¢ planety, co z kolei pozwala na stopniowa,
ucieczke pary wodnej uwiezionej w magmie. Tracony wodér atmosferyczny jest
wiec szybko zastepowany przez pare wodna. Para wodna ma zdecydowanie wigksza
mase czasteczkowg niz wodor — jej ucieczka atmosferyczna przebiega znacznie
wolniej. Dlatego po pewnym czasie atmosfera wodorowa zamienia si¢ w atmosfere
o gruboéci 150-500 km calkowicie zdominowana przez wode!

Woda! Wszedzie woda!

Dtugosé okresu, w ktérym super-Ziemia mogtaby
mieé atmosfere zdominowana przez wode, zalezy od
tego, jak agresywnie przebiega proces jej utraty.

egzogeniczna endogeniczna = ] . . i lisk
. tmosfera _— atmosfora Mm.ejsze p anety, znajdl'll]&.;ce sie jbardzo blisko
p wodorowa p wodorowa swoich gwiazd, sg bardziej zagrozone ze wzgledu
na silne wiatry gwiazdowe. Planety znajdujace sig
w wiekszych odlegtosciach od swoich gwiazd sa
bezpieczniejsze i potencjalnie moga zachowaé swoje
magma reaguje 1 ili
utrataf n W% a reag j wilgotne atmosfery przez miliardy lat.
atmosfery t £ . . . . ..
fﬁiﬁeszz wodorowej a rostery Jeszcze nie wiemy, czy takie planety istnieja.
\ Ale bardzo mozliwe, ze zaobserwowanie jednej
z nich jest tylko kwestia czasu. Swiatto gwiazdy
powolne rzechodzace przez atmosfere bogata w wod
odzyskiwanie utrata czesci p . & p € S Q €
atmosfery atmosfery + miatoby bardzo charakterystyczne widmo
(uderzema H>O powstale i . g
planeta Komet) planeta w magmie) spektroskopowe, a tego rodzaju obserwacje beda
mozliwe juz niedlugo dzieki uruchomieniu teleskopu
atmosfera atmosfera K
tlenowa tlenowa kosmicznego James Webb Telescope.

Anna DURKALEC

Tekst oparty na publikacji: Edwin S. Kite, Laura Schaefer,
Water on Hot Rocky Exoplanets.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Fizyka zegarow z klockéw Lego

Czas ucieka nieublaganie. Ludzkos¢ za$ od stuleci stara sie jak najdokladniej
mierzy¢ tempo tej ucieczki. Przez stulecia zadanie to spelnialy zegary
mechaniczne. Najbardziej rozpowszechnione konstrukcje takich zegaréow
zapewniaja jednostajny ruch wskazdéwek, wykorzystujac okresowy ruch wahadta.
W procesie tym kluczowa role odgrywa tzw. wychwyt, czyli element, ktéry
spelnia naraz dwie funkcje: systematycznie popycha do przodu mechanizm
zegarowy i rownoczesnie oddaje wahadlu tracona w ten sposéb energie,
korzystajac z zapasu energii potencjalnej ciezarkéw lub naciagnietej sprezyny.

Ciekawy mechanizm wychwytu zostal zaproponowany przez Johna Harrisona
dwa wieki temu. Wygladat on nieco podejrzanie: amplituda drgan wahadta
byla stosunkowo duza i pozostawato ono w ciaglym kontakcie z napedzajacym
je kotem zebatym. Tym samym wahadlo nigdy nie byto swobodne, co mogto
sprawiaC wrazenie, iz jest malo dokladne — jak mozna odmierzaé czas wahadlem,
ktore jest bez przerwy popychane? Zapewne dlatego pomyst ten nigdy nie
doczekal sie upowszechnienia. Dopiero niedawno uswiadomiono sobie, ze

jego istota polegala na zminimalizowaniu sil tarcia, a nowo budowane zegary

z wychwytem Harrisona (ang. grasshopper escapement, od charakterystycznego
ksztaltu kotwicy z paletami, przypominajacej skaczacego pasikonika)

dzierza obecnie rekord Guinnessa w konkurencji dokladnosci zegaréw
mechanicznych wynoszacy jedna sekunde na 100 dni. Nie ma tu oczywiscie
poréwnania z doktadno$cia zegaréw atomowych, ktéra jest rzedu sekundy

na 100 milionéw lat, ale i tak robi ona wrazenie, jesli pomys$limy, ze chodzi (!)
o makroskopowy uktad fizyczny, ktérego pojedyncze czeSci mozemy ujaé w rece.

Czy jednak powazny fizyk powinien tracié¢ czas na rozwazania nad zegarami

z czasow, gdy zasady dynamiki Newtona dopiero przebijaly sie do swiadomosci
naukowcow? David Ziemkiewicz z Politechniki Bydgoskiej im. Jana i Jedrzeja
Sniadeckich blyskotliwie pokazal ostatnio, ze o zadnym traceniu czasu nie
moze by¢ tu mowy! Nie tylko zbudowal przykuwajacy uwage model zegara

z wychwytem Harrisona, uzywajac do tego klockéw Lego [1], ale takze
przeanalizowal numerycznie dynamike takiego zegara,
prezentujac wyniki w uznanym czasopi$mie naukowym
z fizyki [2]. Wéréd ciekawych wynikéw tej pracy
zwraca uwage m.in. potraktowanie calego uktadu
wahadlo-wychwyt jako uktadu chaotycznego i zbadanie
jego atraktoréw. Mozna tez sadzié, ze optymalizacja
parametréow ukladu moze doprowadzi¢ do dalszego
zwiekszenia doktadno$ci zegaréw mechanicznych —

i dalszych rekordéw doktadnodci.

Odkryé fizycznych mozna dokonywaé na wiele réznych
sposob6w. Aby stwierdzi¢ istnienie nowej czastki

w LHC, trzeba by¢ czlonkiem wielkiej korporacji
uczonych pracujacym nad malym wycinkiem projektu.
W nauce jest jednak do$¢ miejsca na indywidualne
fascynacje i nieco ekstrawaganckie projekty wynikajace
z chwilowych zauroczen rzeczywistoscia. Mozna spierac¢
sie, ktory sposob dzialania jest bardziej wydajny — taka
dyskusja faktycznie toczy sie od paru lat, nie prowadzac

Wychwyt Harrisona konstrukcji D. Ziemkiewicza; wszakze do jednoznacznych wnioskéw. Czas pokaze.
palety (A) pozostaja w stalym kontakcie z kolem zgbatym (B)

napedzajacym wahadlo (na podstawie [1])

Krzysztof TURZYNSKI
Uprzejmie dzigkuje dr. inz. Davidowi Ziemkiewiczowi za konsultacje opisu wychwytu
Harrisona.
[1] https://www.youtube.com/channel/UC4Q1E2q0Mf 9Ha2mORAWyvIg

[2] D. Ziemkiewicz, ,,Numerical Analysis of Grasshopper Escapement”, Physical Review E 103,
062208 (2021)
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Gdzie sie podziaty tamte funkcyje...
Barttomiej BZDEGA

...gdzie te dziedziny, gdzie tamten Swiat?

Rozwiazywanie olimpijskich réwnan funkcyjnych zwykle polega na przejsciu od
ogotu do szczegdlu — jesli poszukiwane funkcje maja spelniaé¢ dane rownanie dla
wszystkich, powiedzmy, =,y € R, to w miejsce z i y mozemy podstawi¢ dowolne
liczby rzeczywiste, a nawet dowolne wyrazenia, ktére przyjmuja wartosci
rzeczywiste. Najlepiej to ilustruje ponizszy przyktad.

Zadanie. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace réwnoscé

[ (@) —y) = f@) + f(fly) = f(=2)) + =

dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y.

Rozwigzanie. Niech ¢ = f(0). Podstawiajac x = y = 0, otrzymamy

f(£(0) = 0) = f£(0) + f(f(0) = f(0)) +0,
czyli f(e) = f(f(0)) =2£(0) = 2¢c. Po podstawieniu z = 0 i y = ¢ mamy

f(F0) =) = f(0) + F(f(c) =) +0,
co w $wietle réwnosci f(0) = ¢ i f(c) = 2¢ daje ¢ = 3¢, czyli ¢ = 0. Udowodnilismy
wiec, ze f(0) = 0. Nastepnie, podstawiajac = 0, otrzymamy

JOF0) —y) = f(0) + f(f(y) — f(=0)) +0,
co po uproszcezeniu i wykorzystaniu réwnosci f(0) = 0 daje f(—y) = f(f(y)).
W tej réwnosci y jest dowolne, wiec réwniez f(—x) = f(f(x)). Wreszcie,
podstawiajac y = f(z), otrzymujemy

[ (@) = f(z) = F(F(f(2) = f(=2)) + =,
co na mocy ostatnio dowiedzionej réwnosci sprowadza sie do 0 = f(x) + z, czyli
f(x) = —x. Trzeba jeszcze sprawdzié, czy ta funkcja spelnia zadane réwnanie.
Nalezy wiec sprawdzié¢ rownosé
—(—z—y)=—=z—-(—y—(=(-2)) -z,
ktoéra jest prawdziwa dla wszystkich liczb rzeczywistych « i y. Zatem dane
réwnanie spelnia funkcja f(z) = —x i tylko ona.

Podstawienie y = f(x) nie bylo przypadkowe. Po lewej stronie réwnosci mamy
wyrazenie f(f(z) —y), ktére sprowadza sie¢ wéwczas do f(0) = 0. Ogdlnie,
nalezy szukaé takich podstawien, ktére pozwola, dzieki wczesniej zdobytym
informacjom, nieco uproéci¢ rozwiazywane rownanie. Na poczatku wyglada to
jak metoda prob i bledéw, ale po rozwiagzaniu kilku takich zadan mozna nabraé
nieco intuicji. Sprawdzenie, czy otrzymana funkcja spelnia zadane réwnanie,
jest konieczne — ma ona je spelniaé¢ dla wszystkich par (z,y), a otrzymalismy ja,
korzystajac tylko z pewnych szczegdlnych par.

Na koniec wymienie kilka najczesciej spotykanych btedow, ktorych
nalezy sie wystrzegac:

o Podstawianie f(z) = az 4+ b (lub podobne) do réwnania funkcyjnego, nastepnie
obliczanie a i b — jest to blad, poniewaz wtedy wyznaczymy jedynie funkcje
liniowe.

o Wnioskowanie, ze jesli f(A) = f(B) dla pewnych liczb/wyrazen A i B, to
A = B. Tak mozna robi¢ tylko wtedy, gdy dana funkcja jest réznowartosciowa.

e Zakladanie, ze dla ustalonego yo z przeciwdziedziny istnieje takie x,
ze f(x) = yo. Tak mozna robié tylko wtedy, gdy wiemy, ze funkcja f osiaga
wartosé yo dla jakiego§ argumentu.

Zadania. W kazdym zadaniu nalezy wyznaczyé wszystkie funkcje f: R — R

spetniajgce dane réownanie dla wszystkich x,y € R oraz ewentualnie dopisane
zatozenie.

Lyflz—1)—-af(y—1) = flz—y)

2. f(z) + fly) =2 +ay +y

3. f(zf(y)) = f(zy) + .

4. 2f(y) +yf(z) = (z +y)f(2)f(y)

5 f(f(@)+y)=f(f(y) +=

6. f(f(x)—y)+ f(fly)—x) =0, [ —rdéznowartosciowa.
7. fle+ flx+y) = flz—y)+ fx)*

8. f(f(x)—y)+ f(x+y)=0, [ — nierosnaca.
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