pewnego wielomianu o wspéltczynnikach catkowitych, ale taki wielomian
o najmniejszym stopniu ma stopien 71, a konkretnie jest nastepujacy:

pTl 69 _ 9468 _ 67 4 9,66 4 9,65 L 64 _ 063 62 61 _ .60
_ IE59 + 21.58 + 5x57 + 31.56 2:L'55 _ 10%54 _ 31.53 _ 23352 + 61‘51 + 61'50 + IE49
+ 9z%8 — 3347 — 746 — gyt 8% + 102* + 622 + 8z — 540 — 12239 4 738
_ 73337 + 7$36 + $35 _ 3(1}34 + 10$33 + 3332 _ 6{E31 _ 2.’1730 _ 10(1)29 3,@28 + 2$27
+ 9226 — 3225 + 14224 — 82 722+ 9220 + 3219 — 4218 — 102Y7 7210 + 12215
+ 72 4 2213 — 12212 — 41! 2010 + 52° + 27 — 72b + T2® — 4zt + 1228
— 622 +3z — 6.

Skad tak skomplikowana posta¢ dla tak prostej definicji ciagu? Nie wiadomo.
Czasem patrzac na takie przyklady, zadaje sobie pytanie: ,,Czy twierdzenia,
ktore dowodzimy, sg nieraz tak proste i eleganckie, bo taki jest $wiat, czy tez sa
proste dlatego, bo tylko takie my ludzie umiemy udowodnié?”.

Wspomnienie o Andrzeju Fryszkowskim

2 listopada 2020 roku odszedl prof. dr hab. Andrzej Fryszkowski, pracownik
Wydziatlu Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej,
jeden z zatozycieli Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej oraz

i przyjaciela.

Final LII OM w Stalowej Woli i wygrany
turniej brydzowy

wieloletni cztonek Zarzadu tego Stowarzyszenia. Przez wiele lat dziatal aktywnie
w Komitecie Gtéwnym Olimpiady Matematycznej i Komitecie Gtownym
Olimpiady Matematycznej Junioréw. Wielokrotnie byt opiekunem polskiej
reprezentacji na Olimpiadzie Matematycznej Panistw Europy Srodkowej,

a wczesniej na zawodach polsko-austriackich. StraciliSmy dobrego kolege

Pozegnalismy $wietnego naukowca, ale tez cztowieka bardzo zyczliwego,
otwartego, obdarzonego niezwyklym poczuciem humoru, zaangazowanego
w popularyzacje matematyki i edukacje, rewelacyjnego brydzyste.

O dokonaniach naukowych Andrzeja Fryszkowskiego tak pisze Tadeusz
Rzezuchowski, Jego przyjaciel i wspolpracownik z Wydziatu:

»2Andrzej mial wiele zainteresowan, ktérym oddawat
sie z entuzjazmem, ale Jego prawdziwg pasja byla
matematyka. W latach siedemdziesiatych XX wieku,
kiedy zaczynat pracowaé, wielkim zainteresowaniem
cieszyla sie teoria sterowania optymalnego — dosé¢
nowa wtedy dziedzina. Jej zagadnienia wigzaly sie

z nowymi problemami teoretycznymi — im wlasnie
poswiecil wieksza czes¢ swoich badan. Byl doktorantem
Czestawa Olecha, wywodzacego sie z krakowskiej szkoty
réwnan rézniczkowych Tadeusza Wazewskiego, ktérego
prace byly przelomowe w powiazaniu teorii sterowania
z wlasno$ciami funkcji wielowarto$ciowych (zwanych
tez multifunkcjami, polami orientorowymi) oraz

z inkluzjami rézniczkowymi. Funkcje wielowarto$ciowe
to odwzorowania, ktérych wartosciami sa podzbiory
jakiejs przestrzeni, a inkluzje rézniczkowe od réwnan
rézniczkowych réznia si¢ tym, ze po prawej stronie jest
nie jeden element, ale caly zbiér, ktory moze zalezeé
od polozenia i czasu. Centralnymi zagadnieniami

w tamtych czasach byto istnienie tak zwanych selekcji
multifunkcji, to znaczy zwyktych funkcji, ktérych
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wartosci dla kazdego argumentu leza w zbiorze bedacym
wartoscia tej multifunkcji, a dla inkluzji rézniczkowych
udowodnienie istnienia rozwiazan przy réznych
warunkach nakladanych na multifunkcje stojaca po
prawej stronie.

Takie problemy pojawialy sie juz przed wojna

w pracach Leszka Zaremby i francuskiego matematyka
André Marchauda. Potezny impuls badaniom w tym
zakresie dal Tadeusz Wazewski. Osia badan Andrzeja
Fryszkowskiego bylo badanie funkcji wielowartosciowych,
ktorych wartosci nie sg zbiorami wypuklymi, a jedynie
domknietymi podzbiorami przestrzeni unormowanej.

To czynilo sprawe o wiele trudniejsza, niz gdy zaktada
sie wypukloéé. Na tym polu uzyskal bardzo dobre
osiagniecia, co miedzy innymi zaowocowalo wspolpracy
ze Swietnymi wloskimi matematykami, jak Arrigo
Cellina i Alberto Bressan. Wspélnie uzyskali zwiezle

i eleganckie wyniki podsumowujace i wyjasniajace

wiele wczesniejszych publikacji. Jednym z centralnych
zagadnien, ktérym zajmowal si¢ réwniez w pdzniejszych
latach, bylo badanie tak zwanych rozkladalnych



zbioréw funkcji. Zbior funkcji jest rozktadalny, jesli
biorac dowolne dwie nalezace do niego funkcje

i dzielac dziedzine na dwie czesci oraz tworzac nowsa,
funkcje, ktora na pierwszej czesci dziedziny jest rowna
pierwszej funkcji, a na drugiej czesci tej drugiej funkcji,
otrzymujemy funkcje rowniez nalezaca do tego zbioru.

Podsumowanie swoich badan, ale tez duzo wiecej,
Andrzej Fryszkowski zawarl w monografii Fized Point
Theory for Decomposable Sets, wydanej w roku 2004
przez Kluwer Academic Publishers. Warto chyba na
koniec powiedzieé, ze zajmowanie si¢ matematyka
sprawialo Andrzejowi prawdziwa rados¢.”

Dodajmy — nie tylko tg ,wielka”, naukowa matematyka. .. Andrzej Fryszkowski
z wielkim zaangazowaniem dzialal w Komitetach Olimpiad Matematycznych.
Tak wspomina wspélprace olimpijska z Nim Michal Krych z Wydziatu
Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW:

»2Andrzej Fryszkowski — méj kolega, mtodszy o rok

ode mnie. .. Byl przez wiele lat cztonkiem Komitetu
Gléwnego Olimpiady Matematycznej. Wielokrotnie
spotykaliSmy sie¢ na zebraniach Komisji Zadaniowej,

na finatach OM. Czesto umieszczano nas w tym

samym pokoju, wigc rozmawialiSmy o tym i owym.
Sprawdzali$émy prace finalistow. Weryfikowalismy tez
wspdlnie oceny z drugiego stopnia (wystawiane przez
czlonkéw komitetéw okregowych). To dosyé ciezka
praca, trwajaca do péznych godzin nocnych, a czasem do
wezesnych porannych. Zadania bywaja trudne, finalisci
maja ograniczony czas na napisanie rozwiazan, wiec
teksty czesto sg niedopracowane, niektore zdania sg
wieloznaczne i wtedy sprawdzajacy musza przyjmowacé
jedng z mozliwych interpretacji. Chodzi o to, by zadanie,
ktore uczen faktycznie rozwiazal, zostato tak wlasnie
potraktowane, pomimo niedorébek redakcyjnych.
Andrzej byt w tym dobry. Wglebial sie w tekst, potrafil
siedzie¢ nad pracg az do momentu, w ktorym stawato
sie jasne, co rzeczywiscie uczen udowodnil, a co tylko
napisal, bo wydalo mu sie, ze jest to oczywiste. Potrafit
przegryzac sie przez wielostronicowe obliczenia, za
pomoca ktérych olimpijczycy dowodzili twierdzen
geometrycznych; np. 6 stron papieru kancelaryjnego,
prawie same wzory, male litery, jakis blad w polowie
czwartej strony, ale w dalszej czeéci blednie udowodniony
fakt nie zostal wykorzystany, wiec w koncu blad bez
znaczenia. Dyskusje bywaly dlugie, ale ostatecznie
zawsze potrafiliémy sie porozumieé. Andrzeja bawity
zadania, chetnie sprawdzal geometrie, proponowat

na ogdél zadania geometryczne. Dziesie¢ dni po finale
61. OM przystal mi list z alternatywnym rozwiazaniem
najtrudniejszego zadania finalowego. Jego rozwiazanie
byto krétsze i prostsze od autorskiego, a autor tego
akurat zadania miat dar do podawania krétkich
rozwiazan, zresztg pisywal rozwiazania ,firmowe”.
Przytocze rozwiazanie Andrzeja, a Czytelnikéw
zainteresowanych diuzszymi zachecam do zajrzenia do
sprawozdania Komitetu Gtéwnego z LXI Olimpiady
Matematycznej.

Zadanie 6 (final 61. OM). Dana jest liczba rzeczywista
C > 1. Ciag dodatnich liczb rzeczywistych aq,as,as, ...,
w ktérym a; = 11 as = 2, spelnia warunki a.,,, = aman,
oraz aman < Clam + a,) dlam,n=1,2,3,... Dowies¢,
ze a, =ndlan=1,23,...
Zauwazmy, ze a4 = Qo - a2 = 4, a9, = a9 - a4y = 2a, dla
kazdego numeru n, zatem ayr = 2F. Prosta indukcja.
Dalej a3 = ag < C(a; + ag) = 9C i wobec tego az < 3v/C.
Teraz pojawia sie pomyst Andrzeja:
afn-‘rn = Q(m+4n)3 = Om34+3m2n+3mn2+n3 <

< C(am3+3m2n + a3mn2+n3) <

< 02(am3 + a3mzn + a3mp2 + an3) =

= C%(a3, + aza?,a, + aza,a? +a) <

< C?VC (a2, + 3d2,a, + 3ama® + a2) =

- 05/2 (anz + an)ga
WieC Upmin < CS/G(am + ay,). Oznacza to, ze stala C
mozna zastapi¢ przez liczbe C%/6. Te za$ przez liczbe

2
(C®/6)5/6 = 0(5/6)", Latwa indukcja przekona kazdego,
ze liczbe C' mozna zastapi¢ przez C'®/6" dla dowolnej
liczby naturalnej p. Wobec tego mozna zastapié
stala C' przez lim cB/O" =0 =1. Udowodnili$my, ze
p—00

Umtn < Ay + an. Stad wynika, ze a,, < ma; =m. A dalej
juz tatwo. Dla kazdej liczby n istnieje taka liczba k, ze
2% > n. Mozemy wiec napisaé, ze 2F = age = A(2k —p)y4n S
_n+a, <2F —n+n = 2% Skoro tak, to wszystkie
te nieréwnosci sa réwnosciami, w tym a,, = n, co konczy
dowdd.

§ Aok

Mozna jeszcze zauwazyé, ze rozwiazanie nie zmienitoby
sie praktycznie wcale, gdyby zalozy¢, ze C' > 0 zamiast
C>1,bojesli ag =11ias =a, toréwniez 2 = as <

< C(ay +a1) =2C, zatem C > 1, ale to drobiazg.

Dodam jeszcze, ze Andrzej grywal tez w brydza,
organizowal turnieje na Politechnice Warszawskiej,
kilku brydzystéw pojawilo sie na cmentarzu, chcac
go pozegnaé. Bedzie mi brakowalo Andrzeja, jego
zaangazowania, spokoju. ..”

Pasja brydzowa Andrzeja Fryszkowskiego przewija si¢ przez wspomnienia wielu
Jego znajomych i przyjaciél... Tak pisze o niej Waldemar Rozek, wybitny
pedagog i nauczyciel matematyki z I LO im. KEN w Stalowej Woli:

»<Andrzeja poznalem podczas jednego z finatéw
olimpiady matematycznej. To niesamowite, ze po
wymianie zaledwie kilku zdan odnioslem wrazenie,
jakbyémy znali si¢ od dawna i mieli wiele wspdlnych
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tematow do dyskusji. Byt niezwykle mitym, otwartym,
wyrozumialym i pelnym optymizmu pasjonatem
matematyki. Jego pasja potaczona z ogromnym
spokojem i opanowaniem udzielala si¢ innym.



W roku 2000 pelnitem funkcje organizatora XXIII
Austriacko-Polskich Zawodéw Matematycznych,
Andrzej byl wiceprzewodniczacym delegacji polskie;j.
Przez tydzien, zakwaterowani w jednym pokoju na
zamku w Baranowie Sandomierskim, dyskutowali$my
o zadaniach, olimpiadzie, nauczaniu matematyki. . .
no i o brydzu.

Byl znakomitym brydzysta. Ja grywalem wylacznie
amatorsko. Przez ponad 20 lat spotykaliSsmy sie
wielokrotnie na finalach olimpijskich, Szkotach
Matematyki Pogladowej czy réznych konferencjach.
Czesto wykorzystywaliSmy nawet krétkie przerwy
pomiedzy wykladami na kilka rozdan brydza. Byt

i pozostanie dla mnie wzorem wyrozumialoéci

i opanowania. Nawet po ewidentnym moim bledzie
potrafil ze spokojem i uSmiechem powiedzieé: ,,no

c6z, sprobowales i nie wyszlo”. Ostatnio wiele godzin
spedzaliémy na brydzu on-line. Kiedy$, po dwéch
kolejnych przegranych rozdaniach lekko poirytowany
napisatem na czacie: ,,skoro nie umiemy graé ta
konwencja, to moze jej nie grajmy”. Andrzej natychmiast
rozbrajajaco i ze spokojem odpisal: ,,dlaczego mnie
mieszasz do tego?”. No céz, wszak racje mial. Na
kolejny final olimpiady przywiézl mi w prezencie ksiazke
opisujaca te konwencje. . .

Bedzie mi brakowaé tego wspanialego poczucia humoru,
delikatnosci, taktu i szacunku do drugiego cztowieka.”

Ten szacunek i zyczliwo$é dla innych podkreéla w swoim wspomnieniu réwniez
Malgorzata Misztal z Wojskowej Akademii Technicznej:

»Zmalam Andrzeja przede wszystkim z turniejéw brydzowych. Nie dalo sie

W starej szkole i starymi metodami. ..
(skansen w Sanoku — XXIII APZ)

Zadania mozna sprawdzaé¢ wszedzie —
przed wej$ciem na Poloning Wetlinska
(XXIII APZ)

go nie lubié. Gral doskonale, a jednoczesnie byl zyczliwy i wyrozumialy dla
partneréw i przeciwnikéw — co przy zielonym stoliku wcale nie jest oczywistym
potaczeniem! Od stolika Andrzeja i Krystyny zawsze odchodzitam z u$miechem,
niezaleznie od tego, czy ztapaliémy wlaénie zero, czy maksa...”

Brydz potaczyl tez Andrzeja Fryszkowskiego z Wiladystawem Wieczorkiem
z Wydziatu Chemicznego PW:

»Andrzeja poznatem pod koniec lat 90., kiedy obaj pelniliémy funkcje
prodziekanéw ds. ksztalcenia. Jednakze nasza prawdziwa znajomo$é

i przyjazn datuje sie¢ od czaséw, gdy wyjezdzaliémy z rodzinami do

oérodka wypoczynkowego PW w Sarbinowie Morskim. Poranne ¢wiczenia
gimnastyczne, wycieczki plaza do Chlopow i Gasek, wspolne kapiele w zimnym
Battyku, ale przede wszystkim wieczorne sesje brydzowe cementowaly

naszg znajomosé. Andrzej byl bez watpienia inicjatorem i propagatorem

sesji brydzowych. Tradycja staly sie mecze Wydzialu MiNI kontra reszta
Politechniki. Corocznie przegrywaliSsmy z kretesem i stawaliémy sie fundatorami
wspoélnego wyjscia do lokalnej cukierni, ktére konczyto turnus brydzowy.
Efektem tych wakacyjnych eskapad byla reaktywacja klubu brydzowego

PW Wektor i coroczne turnieje brydzowe rozgrywane w Duzej Auli PW

z okazji Swigta Politechniki oraz Juwenaliéw. Turnieje te, najpierw

o charakterze lokalnym, z czasem uzyskaly status Grand Prix Mazowsza

o puchar JM Rektora Politechniki Warszawskiej. Andrzej z ogromnym
entuzjazmem organizowal te zawody. Mam nadzieje, ze ich tradycja zostanie

z Politechnika.

utrzymana, mimo ze Andrzeja nie ma juz wsréd nas. Dzieki tym turniejom
poznalem wielu wspanialych ludzi reprezentujacych kilka pokolen zwiazanych

7 sarbinowskim brydzem, obok watku politechnicznego, wiaze sie takze moj
watek rodzinny. Ot6z Andrzej odkryt talent brydzowy u mojej cérki Ewy, ktéra
z powodu brakéow kadrowych w zespole Politechniki ktoregos roku zostala
czlonkiem naszego zespolu. Tak wiec teza tego krétkiego wspomnienia o moim
nieodzalowanym przyjacielu, Profesorze Andrzeju Fryszkowskim, ma wymiar
zaréwno politechniczny, jak i rodzinny.”

Andrzej calym swoim zyciem, praca naukowa i dzialalnoscia na rzecz edukacji
matematycznej zapisal sie na kartach historii polskiej matematyki.

Profesor Andrzej Fryszkowski na zawsze pozostanie w naszej pamieci!

Redagowaly Barbara ROSZKOWSKA-LECH i Renata JURASINSKA
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