Dziwny ciag
Wojciech CZERWINSKI

Zapewne wiekszos¢ z nas bawila sie kiedys w zgadywanie, jaki jest nastepny
wyraz danego ciagu. Zapraszam zatem jeszcze raz do takiej zabawy... Pierwsze
wyrazy pewnego ciagu to

1,11,21,1211,111221,312211, 13112221.

Co nastepuje dalej? Zachecam do zatrzymania sie na chwile nad tym pytaniem
przed przejsciem do dalszej czesci tekstu.

Reguta tworzenia ciggu jest trudna do zgadniecia, poniewaz jest zupelnie inna
niz te, do ktorych jesteSmy przyzwyczajeni. Z drugiej strony jest to regula
niesamowicie prosta, banalna wrecz. Nastepny wyraz ciaggu tworzymy, niejako
czytajac poprzedni. Pierwszy wyraz ciagu to ,jedna jedynka”, a wigc drugi
wyraz to 11. Drugi wyraz ciagu to ,,dwie jedynki”, a wiec trzeci wyraz to 21.
Trzeci wyraz ciagu to ,,jedna dwojka, jedna jedynka”, wiec czwarty wyraz

to 1211. Czytajac ten wyraz, mamy z kolei: ,jedna jedynka, jedna dwdjka,
dwie jedynki”, czyli 111221. Po wyrazie 13112221 nastepuje zatem 1113213211.

O tym ciagu wspaniale opowiada John Conway, wybitny angielski

matematyk i popularyzator matematyki — goraco zachecam do

obejrzenia krétkiego filmu, w ktérym przedstawia opisany wyzej ciag:
www.youtube.com/watch?v=ea71JkEhytA. John Conway po tym, gdy

jego studenci przedstawili mu powyzsza zagadke, zadal sobie bardziej

doglebne pytania dotyczace naszego ciagu. Naturalnym pytaniem dla ciagoéw
zdefiniowanych rekurencyjnie (czyli takich, dla ktérych kolejny wyraz zalezy od
poprzednich) jest, jak szybko rosna wartodci kolejnych wyrazéw. Przykladowo
najbardziej znany ciag rekurencyjny, czyli ciag Fibonacciego, zdefiniowany jako
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moze by¢, jak wiadomo Wytrawnym Czytelnikom, réwniez zdefiniowany wzorem
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przy czym p = =3=, a ¢ = =——5—. Jak latwo zobaczyc¢, wynika z tego, ze
dla duzych n ciag Fibonacciego jest w przyblizeniu ciagiem geometrycznym
o ilorazie . Liczba ¢, zwana réwniez zltotym podzialem, jest liczbg algebraiczng,

to znaczy pierwiastkiem wielomianu o wspélezynnikach catkowitych 2 — z — 1,
a inaczej méwiac, rozwiazaniem rownania

2 —xz—1=0.
Nietrudno wykazaé, ze kazdy ciag rekurencyjny zdefiniowany przy uzyciu wzoru
Foyp=ap1Fnip—1+...+ar1Fhy1 +aoky,

ma podobna wlasnosé: dla duzych n iloraz dwéch kolejnych wyrazéw jest
w przyblizeniu pewna liczbg r, ktora jest pierwiastkiem wielomianu

k- ak,lxk_l —...—aiT — ag.
Zauwazmy, ze wyraz ciagu jest zalezny od k poprzednich wartosci, i w zwiazku
z tym stopienn wielomianu jest réwniez réwny k. Naturalnie jest wiec zapytaé,
czy podobna zalezno$é ma miejsce dla ciggu opisanego przez Conwaya, w koncu
tam nastepny wyraz zalezy tylko od jednego poprzedniego wyrazu. Okazuje sie,
ze owszem, przy czym nie sam cigg zachowuje sie w przyblizeniu geometrycznie,
ale liczba cyfr wyrazow ciagu Conwaya rosnie w przyblizeniu geometrycznie.
Tloraz liczby cyfr dwoch kolejnych wyrazoéw ciagu to w przyblizeniu pierwiastek
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https://www.youtube.com/watch?v=ea7lJkEhytA

pewnego wielomianu o wspéltczynnikach catkowitych, ale taki wielomian
o najmniejszym stopniu ma stopien 71, a konkretnie jest nastepujacy:
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+ 72 4 2213 — 12212 — 41! 2010 + 52° + 27 — 72b + T2® — 4zt + 1228
— 622 +3z — 6.

Skad tak skomplikowana posta¢ dla tak prostej definicji ciagu? Nie wiadomo.
Czasem patrzac na takie przyklady, zadaje sobie pytanie: ,,Czy twierdzenia,
ktore dowodzimy, sg nieraz tak proste i eleganckie, bo taki jest $wiat, czy tez sa
proste dlatego, bo tylko takie my ludzie umiemy udowodnié?”.

Wspomnienie o Andrzeju Fryszkowskim

2 listopada 2020 roku odszedl prof. dr hab. Andrzej Fryszkowski, pracownik
Wydziatlu Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej,
jeden z zatozycieli Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej oraz

i przyjaciela.

Final LII OM w Stalowej Woli i wygrany
turniej brydzowy

wieloletni cztonek Zarzadu tego Stowarzyszenia. Przez wiele lat dziatal aktywnie
w Komitecie Gtéwnym Olimpiady Matematycznej i Komitecie Gtownym
Olimpiady Matematycznej Junioréw. Wielokrotnie byt opiekunem polskiej
reprezentacji na Olimpiadzie Matematycznej Panistw Europy Srodkowej,

a wczesniej na zawodach polsko-austriackich. StraciliSmy dobrego kolege

Pozegnalismy $wietnego naukowca, ale tez cztowieka bardzo zyczliwego,
otwartego, obdarzonego niezwyklym poczuciem humoru, zaangazowanego
w popularyzacje matematyki i edukacje, rewelacyjnego brydzyste.

O dokonaniach naukowych Andrzeja Fryszkowskiego tak pisze Tadeusz
Rzezuchowski, Jego przyjaciel i wspolpracownik z Wydziatu:

»2Andrzej mial wiele zainteresowan, ktérym oddawat
sie z entuzjazmem, ale Jego prawdziwg pasja byla
matematyka. W latach siedemdziesiatych XX wieku,
kiedy zaczynat pracowaé, wielkim zainteresowaniem
cieszyla sie teoria sterowania optymalnego — dosé¢
nowa wtedy dziedzina. Jej zagadnienia wigzaly sie

z nowymi problemami teoretycznymi — im wlasnie
poswiecil wieksza czes¢ swoich badan. Byl doktorantem
Czestawa Olecha, wywodzacego sie z krakowskiej szkoty
réwnan rézniczkowych Tadeusza Wazewskiego, ktérego
prace byly przelomowe w powiazaniu teorii sterowania
z wlasno$ciami funkcji wielowarto$ciowych (zwanych
tez multifunkcjami, polami orientorowymi) oraz

z inkluzjami rézniczkowymi. Funkcje wielowarto$ciowe
to odwzorowania, ktérych wartosciami sa podzbiory
jakiejs przestrzeni, a inkluzje rézniczkowe od réwnan
rézniczkowych réznia si¢ tym, ze po prawej stronie jest
nie jeden element, ale caly zbiér, ktory moze zalezeé
od polozenia i czasu. Centralnymi zagadnieniami

w tamtych czasach byto istnienie tak zwanych selekcji
multifunkcji, to znaczy zwyktych funkcji, ktérych
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wartosci dla kazdego argumentu leza w zbiorze bedacym
wartoscia tej multifunkcji, a dla inkluzji rézniczkowych
udowodnienie istnienia rozwiazan przy réznych
warunkach nakladanych na multifunkcje stojaca po
prawej stronie.

Takie problemy pojawialy sie juz przed wojna

w pracach Leszka Zaremby i francuskiego matematyka
André Marchauda. Potezny impuls badaniom w tym
zakresie dal Tadeusz Wazewski. Osia badan Andrzeja
Fryszkowskiego bylo badanie funkcji wielowartosciowych,
ktorych wartosci nie sg zbiorami wypuklymi, a jedynie
domknietymi podzbiorami przestrzeni unormowanej.

To czynilo sprawe o wiele trudniejsza, niz gdy zaktada
sie wypukloéé. Na tym polu uzyskal bardzo dobre
osiagniecia, co miedzy innymi zaowocowalo wspolpracy
ze Swietnymi wloskimi matematykami, jak Arrigo
Cellina i Alberto Bressan. Wspélnie uzyskali zwiezle

i eleganckie wyniki podsumowujace i wyjasniajace

wiele wczesniejszych publikacji. Jednym z centralnych
zagadnien, ktérym zajmowal si¢ réwniez w pdzniejszych
latach, bylo badanie tak zwanych rozkladalnych



