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M = 2% réznych wartosci wymaga

N = 1g M bitéw do jednoznacznego zapisu.
Moéwimy wiec, ze jednostajne zdarzenie

o n wartosciach niesie 1g(n) bitéw
informacji.

Asymetryczne systemy liczbowe —
wygodna praca z utamkowymi bitami

Jarostaw DUDA*

Systemy liczbowe maja dluga historie — zaczynajac od liczb egipskich,
chinskich, babiloniskich, rzymskich i in. az do wspélczesnej dominacji systemu
dziesiatkowego dla ludzi oraz dwdjkowego dla komputeréw. To jeszcze nie koniec
— w ostatnich latach dane w naszych komputerach coraz czesciej zapisane sa
asymetrycznymi systemami liczbowymi: ANS, od ang. Asymmetric Numeral
Systems.

Jest tak, poniewaz system dwoéjkowy jest idealny tylko dla zapisu ciagu
nieskorelowanych 0 i 1 o jednakowym prawdopodobienstwie Pr(0) =

=Pr(1) = 1/2, gdyz takie zdarzenia rzeczywiscie niosa po jednym bicie
informacji. Natomiast w rzeczywisto$ci operujemy na zdarzeniach o bardziej
skomplikowanych rozktadach, statystykach, czesto niosacych utamkowe

ilodci bitéw informacji, np. chociazby cyfra dziesietna niesie 1g(10) = 3,32

bitéw lub mniej (Ig = log,). W takich przypadkach bezposrednie zapisanie
danych w systemie dw6jkowym moze okazaé sie (w sensie rozmiaru danych)
dalece nieoptymalne. ANS prébuje wiec uogdlniaé¢ systemy liczbowe,
optymalizujac je do dowolnego wybranego rozkladu prawdopodobienstwa
symboli reprezentujacych zdarzenia. Dzieki temu ANS w ostatnich latach stal sie
podstawowym sposobem pracy na ulamkowych bitach w zapisie danych, ktére
przechowujemy i przesytamy — jako prostszy zastepuje kodowanie arytmetyczne
(pl.wikipedia.org/wiki/Kodowanie_arytmetyczne)), pozwalajac na szybsze
implementacje, nawet do 30 razy.

Zawarto$¢ informacyjng zwykle mierzymy entropig Shannona, ktéra chyba
najlatwiej zrozumie¢ asymptotycznym zachowaniem dwumianu Newtona

w nastepujacym przypadku: rozwazamy ciagi zero-jedynkowe o dlugosci n,

z ktorych dokladnie p procent pozycji stanowia jedynki. Oszacujmy liczbe takich
ciagéw. Przyblizenie wzorem Stirlinga n! ~ (n/e)” daje nam:

< n ) _ n! ~ (n/e)" _
) () ((L=p)n)!  (pn/e)rn (1 — p)n/e)t—P"

= on(=plg(p)=(1-p)lg(1-p)) — onh(p)

przy czym h(p) := —plg(p) — (1 — p)lg(1 — p) oznacza entropie Shannona. Aby
optymalnie (mozliwie krétko) opisa¢ jedna z tych kombinacji, potrzebujemy
okoto Ig (pﬁl) ~ nh(p) bitéw informacji — gdyz ogdlnie K bitéw pozwala
zakodowad jedna z 2% réznych mozliwoéci. Otrzymany wynik pokazuje istotna
réznice miedzy prostym zapisem kolejnych cyfr za pomoca kolejnych bitow
(jeden znak — jeden bit) a takim, w ktérym bierzemy pod uwage rozklad
prawdopodobienistwa. W naszym przypadku — kodowanie trywialne datoby

n bitéw, a takie uwzgledniajace liczbe jedynek — okolo nh(p) bitéw, czyli
$rednio okolo h(p) bita na jeden znak (h(0) = h(1) =0, h(0,11) = h(0,89) =~ 0,5,
maksimum h(1/2) =1).

Interpretujac entropie Shannona jako srednia wazona, z powyzszych rozwazan
dostajemy ogdlna praktyczng regule: symbol o prawdopodobienstwie p
niesie 1g(1/p) bitéw informacji, czyli na przyklad 1 bit dla p = 1/2, 3 bity dla
p = 1/8, ale moze byé tez utamkowa iloéé, np. pét bita dla p = 2795 ~ 0,707.
szybkos$¢ dekodowania MB/s/rdzen CPU:|rok 2013| rok 2021
(Huffman)
50,8 10,c 11, fII8063MA0M06600M0606ME | ~300 |~1000 MB/s

kodowany cigg symboli: /

BAAACAABAAAABAAACA-Arytmetyczne - 1 S5 IO 6k 6 GEm: ~50 | ~150 MB/s
(1=, Pr(s;) ~ 2705 4 2725 +m‘ 0.)0.0._0.0.[ \ - ~1500 MB/s

Dzieki uzyciu po p6t bita dla’A’, kosztem wydtuzenia dla ‘B’ i 'C) pelny zapis w bitach jest krotszy

Rys. 1. Wizualizacja skrécenia zapisu dzigki uwzglednieniu ulamkowych bitéw
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Rozwigzanie zadania F 1035.
Napigcie miedzy chmurg i powierzchnia
ziemi w momencie rozpoczecia

wytadowania wynosi U = h- E =1-10% V.

‘W celu oszacowania zgromadzonego
tadunku potraktujmy uktad
chmura—ziemia jak kondensator ptaski
(jak zwykle, pomijamy efekty
brzegowe) o pojemnosci
6()5
h
przy czym S = 7TD2/4 jest powierzchniag
podstawy chmury. Ladunek zgromadzony
na kondensatorze pod napigciem U
wynosi Q@ = C - U, a energia W = CU2/2.
Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy oszacowanie: Q ~ 280 C,
W~ 1,4-10'" J. Roztadowanie takiego
kondensatora podczas burzy nastepuje
w kilkunastu do kilkudziesigciu
wyladowaniach — przyjmijmy, ze
wyladowan jest 20. Otrzymujemy, ze
w pojedynczej btyskawicy przeptywa
tadunek okolo 14 C i wyzwalana jest
energia rzedu 7-10% J.
Otrzymane tu oszacowania sg zblizone do
wynikéw pomiaréw: C. R. Maggio,
T. C. Marshall, M. Stolzenburg, Journal
of Geophysical Research 114, D14203
(2009).

@

Rozwigzanie zadania F 1036.
Konczyny muszg uniesé cigzar ssaka

F = mg, przy czym g jest przyspieszeniem
ziemskim. Skoro ksztalty ssakéw sa
podobne i gatunki réznig sie gtéwnie
wielko$cia, to ci$nienie dzialajace na kosci
konczyn jest proporcjonalne do masy m

i odwrotnie proporcjonalne do pola
przekroju konczyny proporcjonalnego do
kwadratu jej grubosci d?. Wynika stad, ze
pd? < mg, przy czym p oznacza
wytrzymalosé kosci na $ciskanie, a wiec:
mg

p
Jedli za miare wielkosci zwierzecia
przyjmiemy jego ,rozmiar liniowy” L, to
jego masa bylaby proporcjonalna do L2,
m o ]_/37 a masa koficzyn mpegi o< Ld?,
1/3 4/3

d x

czyli mpogs X m m=m . Pomiary
wykazuja, ze masa szkieletu (i koriczyn)
roénie z masg ssaka, ale z wykladnikiem
okoto 1,09, a nie 1,33, jak wynika to

z naszej analizy. Mozna stad wyciaggnac
wniosek, ze w przebiegu ewolucji
wytrzymato$é kosci na $ciskanie nie
decyduje o rozmiarach zwierzat.

Knut Schmidt-Nielsen, Dlaczego tak
wazne sq rozmiary zwierzqt. Skalowanie,
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa
1994.

Nie wszystkie popularne systemy kodowania (kompresji) tekstéw w spos6b
optymalny eksploatuja to zjawisko. Rysunek [I] wizualizuje poréwnanie
zachowania kilku algorytméw dla rozktadu literek Pr(A) ~ 2795, Pr(B) = 27295,
Pr(C) =273

Na pewnym poziomie abstrakcji mozemy sobie wyobrazaé, ze kodowanie polega
na zapisaniu calej informacji w jednej bardzo duzej liczbie, ktora bedziemy
oznaczaé jako x € N. Na pytanie, ile niesie ona bitéw informacji, chcialoby sie ja
zlogarytmowacé, po czym zaokragli¢ do liczby naturalnej. Tutaj jednak chcemy
uwzgledni¢ utamkowe bity, wiec uciaglamy nasza odpowiedz i wyobrazamy
sobie, ze liczba x zawiera dokladnie lg(z) bitéw informacji. Kluczowym
pytaniem jest: co zrobi¢, gdy chcemy dotozy¢ do x nowsa informacje na temat
kolejnego symbolu s, o prawdopodobienstwie Pr(s) = p. Wiedzac, ze niesie on
lg(1/p) bitéw, wnioskujemy, ze nowy stan ' = C(z, s) zawierajacy informacje

z obu powinien niesé: lg(a’) = 1g(z) 4 lg(1/p) bitéw, czyli ' = C(z, s) = x/Pr(s).
Im lepsze to przyblizenie, tym krotszy dostaniemy zapis. Jak to wyglada

w réznych znanych algorytmach?

Wracajac do systemu dwdjkowego, takie dolozenie nowej informacji z s € {0,1}
do informacji juz zawartej w liczbie x € N mogliby$my wykonaé poprzez
dostawienie s jako najstarszej cyfry zapisu: o’ = = + s2F, przy czym k to pierwsza
wolna pozycja. Tutaj s wybiera jeden z duzych przedzialéw dla 2': [0,2%) albo
[2%, 2k+1). Kodowanie arytmetyczne optymalizuje to podejécie dla dowolnego
rozktadu s poprzez zmiane dtugosci tych dwéch podprzedziatéw — tak zeby ich
proporcje zgadzaly sie z zalozonym rozkladem prawdopodobienstwa. Wymaga
to pamietania na przyklad obu krancéow aktualnego przedziatu, ciagltego ich
przetwarzania — co odpowiada dodatkowej kontroli pozycji k w z’ = = 4 s 2F.

ANS upraszcza ten pomyst dzieki idei umieszczania nowej informacji

z symbolu s na najmtodszej pozycji z, jednoczednie przesuwajac pozostalte bity:
C(z,s) = 2’ = 2z + s. Juz nie wymaga to kontroli pozycji k — mozemy pracowaé
na pojedynczej liczbie, a to prowadzi do szybszych implementacji. Tutaj funkcja
dekodujaca to D(x’) = (|x/2], mod(z,2)), co pozwala jednoznacznie odwrdcié¢ taki
proces: C(D(z")) = 2/, D(C(x, s)) = (, s).

Regute C(z,s) = 2’ = 22 + s mozemy zapisaé jako ,x przechodzi w C(z, s) jako
x-te wystapienie liczby parzystej (Ip) lub nieparzystej (I1)”. Uasymetryczniamy
ja w ANS, po prostu przedefiniowujac ten rozlaczny podziat: N = L [,

tym razem tak, ze rozmiar |I; N[0, 2)| =~ ps  dla dowolnego x i ustalonego
Pr(s) = ps € (0,1), juz niekoniecznie 1/2. Czyli wybieramy w miare jednorodne
rozrzucenie symboli — funkcje 5: N — A dla alfabetu .4, uogdlniajaca podzial
na liczby parzyste/nieparzyste, po czym I, = {z : 5(x) = s}. Dekodowanie

z ' wymaga najpierw znalezienia symbolu s takiego, ze x’ € I, po czym
odczytania, ktérym jest tam wystapieniem. Dla zgrubnego wyobrazenia sobie,
jak to dziata, mozna zerkna¢ na rysunek przy czym Iy = {z : mod(z, 4) = 0},
I = {z : mod(z,4) € {1,2,3}}.

asymetryczny system dwéjkowy (ANS)
regula: 'nowy stan’ = wystapienie s numer ’stary stan’

[ol1 2[3]4]5]6/7]8]9 1011]12/1314/15]16]17/18-

zwykly system dwéjkowy koduje symbol s € {0,1}
reguta: 'nowy stan’ = 2 - 'stary stan’ + s

nowy stan o)1 [2(3[4]5/6]7[8]9 [10[11/12/13[1415/1617[18]-
3 4 5 6 7 8 9

stary stan s=00 |1 2 5=0] 0 1 2 3 4 ]
s=1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 s=1 012 314 5 6 7 8 9 10/17] 12113
praykiad: stan: - 2— 55— > 11— 5 23— L5 47 stan: 155041 561 591 5931 548

Ciag symboli ,01111" zwykly system dwoéjkowy zapisat jako 47, a ANS jako mniejsze (tansze do zapisu) 18

Rys. 2. Przyklad poréwnania zwyklego systemu dwdjkowego i asymetrycznego

W praktyce trzeba zautomatyzowac ten proces, na co jest kilka sposobdw.
Zacznijmy od bardziej dydaktycznego wariantu jednorodnego uABS

(z 2006 1., uniform, binary). Dla dwuelementowego alfabetu: Pr(1) =p € (0,1),
Pr(0) = 1 — p, liczba wystapieri ’1’ do pozycji  powinna byé¢ mniej wiecej x - p,
wiec zaokraglamy na przyklad w gére: méwimy, ze na pozycjach [0, x) wystapilo
[x - p| razy, czyli ’1’ jest tam, gdzie [x - p| wzrasta, w pozostalych jest ’0’. Daje to
funkcje dekodujaca D, dla ktérej tatwo znalezé odwrotnosé C':

11



L. .}

Rozwigzanie zadania M 1690.
Oznaczmy punkty jako A1, As, ..., As,.
Ze wzgledu na to, ze tych punktéw jest
skoniczenie wiele, mozemy wybra¢ prostg £
taka, ze rzuty prostokatne dowolnych
dwoéch punktéw nie pokrywaja sie.

Przez X; oznaczmy rzut prostokatny
punktu A; na £. Bez szkody dla ogélnoéci
przyjmijmy, ze rzuty prostokatne leza na
prostej £ w kolejnosci: X1, X2,..., X3,
Woéwczas trojkaty A; Ajp1 A1 dla

i =1,4,7,...,3n — 2 sa parami roztaczne.

@

Rozwigzanie zadania M 1691.
Rozpatrzmy taki punkt O lezacy
wewnatrz trojkata A’ B'C’, ze
xA'OB' = ¥B'0C" = xC'0A" = 120°
oraz x, vy, z s dlugoéciami odcinkéw
OA’, OB’, OC’, odpowiednio.
Z twierdzenia cosinuséw dla tréjkatéow
A’OB’, B'OC’ oraz C'OA’ wynikaja
nastgpujace rownosci:
a® +ay+y* = A'B?
y2 +yz+22 — B/C/2
P dzrt+ai=0C'A?
Z uktadu danego w tresci zadania wynika,
ze trojkaty ABC i A’B’C’ sa przystajace!
Stosujac teraz twierdzenie sinuséw
widzimy, ze
[ABC] = [AOB] 4 [BOC] 4 [COA] =

3
= (xy + yz + zx) %

‘Wobec tego na podstawie twierdzenia
Herona dostajemy

Ty +yz + zx =
43
= T\[ \/s(s —a)(s—=0b)(s—c),
gdzie s = % jest polowa obwodu
tréjkata.

@

Rozwigzanie zadania M 1692.
Zauwazmy, ze

1+bc 14ab
(1) :
a—b

1+ab
a—b
1+ca

c—a

1+ab
Ta—-b )’
to d dzieli lewg strone , czylid|1 -
sprzecznosé.
Jak mozna otrzymadé réwnosé ‘?
Zauwazmy, ze dla pewnych z, vy,
z € (0,7/2) zachodzg réwnosci a = tg(x),
b=tg(y) i c=tg(z). Wéwczas

a—>b tg(z) — tg(y)

1+ca

b—c c—a

1+bc
b—c

=1,

stad jesli
1+bc 14ca

b—c

1< d:N\/VD(

c—a

= =tg(x —vy).
1+ ab 1+ tg(x) tg(y) g(@—y)
Podobnie
b—c c—a
=tg(y — 2), =tg(z — x).
T be gy — 2), 17 ac g(z — )

Poniewaz (z —y) + (y — 2) + (2 — z) = 0,
to ze wzoru na tangens sumy wynika, ze
tg(z —y) +tg(y — 2) +tg(z —2) =

— tg(z — ) ta(y — 2) te(z — o),

czyli .

D(z) = (xs,8): s=[(z+1)p] — [zp], x1=[zp], x0=z-—121,
C,0)=[(z+1)/1=p)] -1,  Cx,1)=[z/p].

Wygodniej jest pracowaé na alfabecie wigkszym niz dwéjkowy, ale uogdlnienie
powyzszego podejscia pozostaje problemem otwartym. Na szczescie w 2013 roku
powstal powszechnie dzis uzywany wariant przedzialowy rANS — gorzej
przyblizajacy C(z,s) = x/Pr(s), ale wciaz wystarczajaco dobrze dla duzych x.
Dzielimy w nim N na przedziaty wielkosci 27, kazdy z nich w identyczny sposéb
na podprzedzialy odpowiadajace symbolom, zgodnie z zatozonym rozkladem
prawdopodobieristwa. Czyli symbol s ma tam fs &~ 2™ Pr(s) wystapien: pozycje
[csycs41) dla cs = fo+ ...+ fs—1. Na przyklad dla 2" =4, fy =1, f1 = 3 (patrz
prawy diagram rysunku. Dekodujac z, korzystamy z tego, ze jest on w |z/2" ]
duzym przedziale. Pozycja w tym przedziale to mod(z,2"), trzeba sprawdzié,
ktéremu symbolowi odpowiada: s = 5(mod(z,2")) takie, ze ¢; < mod(z,2") <
< ¢sy1. Potem odpowiednio przesuwajac, dostajemy funkcje dekodujaca
i kodujaca:

s =5(mod(z,2"),  D(x) = (fulw/2"] + mod(z,2") - ey, 5),

C(x,s) =2"|z/fs] + mod(z, fs) + cs.

Dzigki uzyciu szerokosci 2™ czes$¢ z tych operacji zamienia si¢ m.in.
w przesuniecia bitowe. Moglibysmy zakodowaé ciag symboli, uzywajac
powyzszych wzoréw uABS lub rANS; i na koricu np. zapisaé dwdjkowo
ostateczne x. Ale rosnie ono bardzo szybko: lg(x) &~ entropia sekwencji, wiec
w praktyce dodaje si¢ zwykle tzw. renormalizacje: pilnowanie, zeby z € [
dla I bedacego przedziatem np. I = [21¢232). Jesli dokodowujac nowy symbol,
wyszliby$Smy z tego przedzialu, to wczeéniej zrzucamy najmtodsze 16 bitow:
mod(z, 21%) na strumien wyjéciowy, po czym zmniejszamy stan x — [2/2'|
i kodujemy dalej. Ten proces tatwo mozna odwrécié: dekoder dla z < 216
przesuwa x — 2'6 z oraz doczytuje ze strumienia najmltodsze 16 bitéw.

Takie zrzucanie zakumulowanych pelnych blokéw na strumien wyjsciowy
pozwala tez po prostu stablicowaé cate zachowanie (wariant tANS z 2007 r.)
na mniejszym przedziale, np. I = [4,8) na rysunku w praktyce np.

I =[2048,4096) dla alfabetu o wielkosci 256, czyli pracy na bajtach. Dostajemy
automat skoriczony (juz niewymagajacy mnozenia/dzielenia), zoptymalizowany
dla wybranego rozktadu prawdopodobienstwa. Dodatkowo mamy olbrzymia
swobode wyboru w miare jednorodnego rozrzucenia symboli — daje to dodatkowe
specyficzne zastosowanie, gdy dane chcemy nie tylko zwiezle zapisaé, ale

i zaszyfrowaé: mozemy woéwczas wyzej opisany proces przeprowadzi¢ zaleznie od
klucza kryptograficznego, przy okazji za darmo szyfrujac tak zakodowane dane.

Wspélczednie nasze dane sa coraz czedciej zapisywane w omawianym wariancie
tANS. Tak jest chociazby w produktach iPhone czy Mac firmy Apple (domyslny
kompresor LZFSE), w kompresorze Facebook Zstandard zastepujacym
podstawowy zip m.in. w jadrze systemu Linux czy produktach wielu firm, jak
Amazon czy IBM, tez w Oodle Kraken popularnym w grach komputerowych.
Jest on dobry dla statych rozkladéw, w bardziej skomplikowanych sytuacjach
jest uzywany rANS — m.in. w kompresji DNA (CRAM), Google Draco dla
danych 3D, JPEG XL, ktérym niedlugo beda zapisane nasze zdjecia i grafiki.

kodowanie: 1 Pr(a)=3/4 dekodowanie:
s=a_ — B 0 B X —S,newx
> - - . N 4 —>a,6+d
x=4 x=5 x=6 x=17 5-—b,4+2dy+dy
ps~ 0.321 | Ps= 0.25 o pe~ 0.241 p;~0.188| 6—>a,4
[ A 7-a,5
s= 01 B = newX nbBits
d, d; produkowane bity Pr(h)=1/4 decodingTable
przyklad: kodowanie dekodowanie
s
My 700 STy A b g T o T

Rys. 3. Przyktad budowy i uzycia automatu tANS dla I = [4,8)
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