Klub 44 M

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 XII 2021

Czolbéwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan
zadan 817 (WT = 2,06) i 818 (WT = 2,23)
z numeru 3/2021

Pawet Burdzy Warszawa 45,41
Jakub Wegrecki Krakéw 45,17
Michal Adamaszek  Kopenhaga 44,74
Mikotaj Pater Opole 42,27
Piotr Kumor Olsztyn 38,33
Fukasz Merta Krakéw 34,61
Witold Bednarek L.6dz 34,60
Blazej Zmija Krakéw 33,78
Tomasz Czajka Santa Clara 33,74

Wreszcie — po blisko roku czekania — nowe
nazwiska w matematycznym Klubie 44 —

i to od razu dwa: panowie Pawel Burdzy

i Jakub Wegrecki. Witamy! Dla kontrastu,
pan Michat Adamaszek mija mete juz
sz6sty raz!

Zadania z matematyki nr 827, 828
Redaguje Marcin E. KUCZMA

827. Niech T,, oznacza liczbe naturalna, ktorej zapis dziesietny sktada sie
z m tréjek (np. Ty = 3333). Wyjasnié, czy istnieja takie liczby naturalne m, n,
ze suma cyfr liczby nT,, jest mniejsza niz 3m.

828. Dana jest liczba naturalna n > 2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste ¢

takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, ..., z, zachodzi nieréwnos¢
n n n
S lew > e )3 Ll + {ZxJ
i=1 i=1 i=1

Zadanie 828 zaproponowal pan Mikotaj Pater z Opola jako uogdlnienie znanej
nieréwnosci |2z + [2y]| = |z] + |y] + [z + y].

Rozwigzania zadan z numeru 6/2021
Przypominamy tre$¢ zadan:

823. Znalezé wszystkie tréjki liczb rzeczywistych x, y, z, spetniajace uktad réwnan

sin x siny sin z in(@ +y + 2)

= = = —sin(z +y + 2).

2 3 1 Y
824. Niech (p1, p2, ps, - . .) bedzie rosnacym ciggiem wszystkich liczb pierwszych (p1 = 2). Dlan > 1
niech ¢, oznacza liczbe wyrazéw tego ciggu, ktére sa mniejsze od n (w zwykle uzywanej notacji:
qn = m(n—1)), i niech a,, = n + pn, by, = n + q,. Udowodnié, ze kazda liczba catkowita dodatnia jest
wyrazem dokladnie jednego z ciagéw (a.), (by).

823. Oznaczmy = + y + z = s. Gdy podany uktad réwnan jest spelniony, kazde
z wyrazen X =sinx + 2sins, Y =siny + 3sins, Z =sinz+4sins ma
wartosé 0. Zatem

0=X+Y —Z=(sinz+siny) + (sins —sinz) =

94 r+y m—y+2, s—2z s+ z §— 2z =
= 2sin cos sin cos =
2 2 2 2 =z+y
. Tty x+z Y+ z
= 2sin - 2cos > cos 5 -

Stad alternatywa: liczba x 4 y jest parzysta wielokrotnoscia 7 lub jedna z liczb
T+ z, y + z jest nieparzysta wielokrotnoscia w. Wéwczas, odpowiednio, sin s
rowna sie sinz lub —siny lub —sinz. W kazdym przypadku uklad réwnan

X =Y =7 =0 wymusza réwnoé¢ sin s = sin z = siny = sinx = 0. To znaczy, ze
kazda z liczb z,y, z jest wielokrotnoscia liczby 7. Na odwrot, gdy tak jest, zadany
uktad réwnan jest spelniony.

824. Dla kilku najmniejszych liczb naturalnych zgadza sig: 1 = by, 2 = b,

3 = a1, 4 = bs. Wezmy teraz liczbe naturalng m > 3 i przypusémy, ze nie jest
ona wyrazem ciagu (a,). Istnieje wiec numer k > 1, dla ktérego ar, < m < ap41.
Pokazemy, ze

(%) jesli ar <m < agy1, to by =m.

Zgodnie z okresleniem ciagu (a,) mamy k + pp < m < (k+1) 4 pr41, czyli

P <m —k < pgy1. Jest wiec k liczb pierwszych, mniejszych od m — k, co
oznacza, 2€ Gm—k = k. Stad by,— = (m—k) + ¢m—x = m; implikacja (x) zostala
wykazana. Dowodzi ona, ze kazda liczba naturalna, nieobecna w ciagu (a, ),
znajduje sie w ciagu (by,).

Pozostaje wykazaé, ze zaden wyraz ciagu (a,) nie wystepuje w ciagu (b,). Dla
a; = 3 tak jest. Ustalmy r > 2 i wezmy pod uwage liczbe a,. Ciag (p,) jest Scisle
rosnacy, zatem ciag (a,) nie zawiera pary kolejnych liczb; stad a,—1 < a, — 1
oraz a, + 1 < a,41. Implikacja (x), zastosowana najpierw dla wartosci k = r — 1,
m = a, — 1, a nastepnie dla k = r, m = a, + 1, daje réwnodci:

ba,—r =ar—1 oraz by 41-r =a, + 1.
Tak wiec liczby a, — 1 oraz a, + 1 sa wyrazami ciagu (b,,) o dwdch kolejnych
numerach n = a, — r, n = a, + 1 — r; warto$¢ a, zostaje przez ciag (b,)
przeskoczona.

Konkluzje obu powyzszych akapitow skladaja si¢ na dowodzona teze: ciagi
(an), (by) sa wzajemnie komplementarne.
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