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W pudetku znalaztem kostke Rubika — szalenstwo lat osiemdziesiatych XX wieku
(,,Poradnik dla cierpiacych na Cubitis magikia”, Andrzej Pilitowski, Tomasz
Weppo, A2,). Wrécity wspomnienia, takie jak famigléwka Jana Mikusitiskiego:
z szedciu klockéw przedstawionych ponizej utozyé szescian 3 x 3.

By b E

Jeszcze trudniejsze jest ulozenie szescianu 3 x 3 z pieciu klockéw pokazanych
ponizej. Chcesz mieé taka zabawke. .. zréb to sam!

AL E

Po ¢éwiczeniach dla ciata czas na ¢wiczenie umystu. Odpowiemy na kilka pytan
dotyczacych kostki jednostkowej
]3 = {(1‘1,1‘2,1'3) : |-'17z| < %,7; = 1,2,3}

zanurzonej w przestrzeni euklidesowej R3.
Pytanie 1. Jaka jest maksymalna diugosé odcinka zawartego w kostce I3 ?

Jest to proste pytanie, na rozgrzewke. Przekatna kostki ma dtugoéé v/3.
Udowodnimy, ze ,dtuzej sie nie da”. Istotnie, jesli (x1,z2,x3) 1 (y1,¥2,¥3) sa
dwoma punktami kostki jednostkowej, to odlegto$¢ miedzy nimi wynosi

V(@ —y1)? + (w2 — 42)? + (w3 — y3)?,
a to z kolei jest nie wigksze od v/3, gdyz |z; — vi| < |@i| + |yl < 1, dlai = 1,2,3.
Analogicznie, wielka przekatna w wielowymiarowej kostce I"™ ma dlugosé /n.
Srednica kostki jednostkowej rognie nieograniczenie wraz z jej wymiarem!

Pytanie 2. Jakie jest maksymalne pole przekroju kostki I3 ?

Zacznijmy od plaszczyzn zawierajacych érodek O kostki I3. Polozenie
plaszczyzny okresla wektor do niej prostopadly, zaczepiony w punkcie O.

Ze wzgledu na symetrie rozwazymy jedynie wektory o koncach na goérnej Scianie
Fy = {(21,22,3) : |z;| < 3, i =1,2}, przy czym ograniczymy sie do ¢wiartki, na
ktérej 0 < z1, 22 < % Tu zas mamy dwa przypadki:

(1) gdy koricem wektora o jest punkt ze zbioru V = {(xl, T2, %) txp 20,
x2 20, 21 + 22 < %}, przekroj jest réwnoleglobokiem (rys. 1),

(2) gdy koricem wektora 0 jest punkt ze zbioru U = {(xh To, %) txp < %,
zy < 3, 21+ 32 > 1}, przekréj jest szesciokatem (rys. 2).

W dalszym rozumowaniu przyda sie nastepujaca

Dygresja. Jezeli mao(W) jest polem wielokata W, to pole jego rzutu prostopadlego
na plaszezyzne 7 jest réwne mo(W) - cos a, przy czym « jest miarg kata miedzy
plaszczyzng ™ a plaszezyzng wielokgta.

To oczywiste dla tréjkata, ktérego bok lezy na przecigciu ptaszczyzny m z plaszczyzna
tréojkata. Rzut prostopadty nie zmienia dlugosci tego boku, a dtugoéé¢ rzutu wysokosci
tréjkata opuszczonej na ten bok jest réwna h - cos « (rys. 3). Dowolny wielokat dzielimy
prostymi rownolegltymi do linii przecigcia ptaszczyzn, przechodzacymi przez wierzchotki
wielokata (rys. 4). Powstale trapezy dzielimy dowolng przekatna. Otrzymaliémy
skonczona liczbe trojkatow o podstawach réwnolegltych do linii przeciecia ptaszczyzn.
Po zastosowaniu wczesniejszej obserwacji do kazdego z tych trojkatéw i zsumowaniu
pél dostaniemy dowdd dygresji.
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Rys. 5

Rozwigzanie zadania F 1034.
Przyjmujemy, ze nad powierzchnig prébki
znajduje si¢ gaz doskonaly o liczbie

czasteczek w jednostce objetosci rownej n.

W jednostce czasu At do elementu S pola
powierzchni prébki dociera AN
czasteczek gazu. Gdyby wszystkie
czasteczki gazu poruszaly sie z tg sama
predkoscia ¥, to mielibysmy

AN (T) = n|v| cos(©)SAt, przy czym ©
oznacza kat, jaki U tworzy z prosta
prostopadla do powierzchni. Czasteczki
gazu poruszaja sie z predkosciami
podlegajacymi rozktadowi Maxwella
(postaé rozkladu nie bedzie nam tu
potrzebna). Aby otrzymaé odpowiedz,
musimy |¥] cos(©) wysumowaé po
wszystkich predkosciach, dla ktérych

kat © odpowiada zblizaniu si¢ czasteczki
do prébki — otrzymamy wyrazenie
postaci:

AN = avs,-nAt,

gdzie o wynika z postaci rozkltadu
Maxwella, a vy, jest pierwiastkiem ze
$redniego kwadratu predkosci;
w temperaturze T dla czasteczki
o masie m mamy mvfr = 3kT, przy czym
k oznacza stala Boltzmanna. Réwnanie
stanu gazu doskonalego dla N czasteczek
wypelniajacych objetos¢ V, pV = NkT,
prowadzi do zaleznosci:

p

kT
Ostatecznie:

3
AN = apAtSy/ T pAtS/V2rmkT.
mk

Ostatnia rownos$é¢ wynika z podstawienia
,doktadnej” wartoséci a = 1/+/67. Dla
badajacych wtasciwosci powierzchni
otrzymany wynik jest bardzo wazny —
oznacza, ze zmniejszenie cisnienia
zwigksza czas na wykonanie pomiaréw,
nim powierzchnia pokryje si¢
czasteczkami gazu powyzej dopuszczalnej
wartosci AN/S.

W przypadku (1) plaszczyzna réwnolegtoboku vivevsvy tworzy z plaszezyzna

x_3> = % kat a, taki jak wektor v = [21, x2, %] z osig 0Z o wektorze kierunkowym
k =1[0,0,34] (rys. 5). Zatem

- 1

cosa = Bl 3
- - b)

7] \/ 5+ o+ o}

a poniewaz goérna Sciana F3 jest rzutem prostopadlym réwnolegtoboku
V1VaV3Vy, wiec

1
ma(F3) = ma(Vivavavy) - cosa = ———2—— - my(V VaV3Vy).
\/ 5+ 2+ 23
Stad
\/ i + $% + x% 1
ma(Vivavava) = —————— ~ma(F3) =24/ 7 + 22 + 22
2

dla z1 > 01izs > 012+ < 5. Z ostatnich nieréwnosci wynika, ze 23 + 23 <
< % —2x129 < i, wiec

1 < may(vivavava) < V2,
gdzie dolne ograniczenie jest osiagane dla o = [O, 0, %}, a gorne ograniczenie jest
osiagane dla v = [%, 0, %] lub ¥ = [() 1 l].

)20 2

W przypadku (2) latwo obliczy¢, ze u; = (2?55:1 ) _%, %) oraz up = (—%, 22;17 %)

Rzut prostopadly szeéciokata ujususususug na $ciane F3 nie wypelni jej —
rzuty odcinkéw ujus oraz ugus ,odcinaja” dwa tréjkaty o tacznej powierzchni
(% + 2””2*1)(% + 29”1*1). Zatem

41’1 4I2
1 229—1\/1 2z;—1 1
(5 ) () e e
1 T2 1+22+23
skad
m2(u1u2113114115116) =

=1+ (221)2 + (222)2 {1 - (; T 2m2—1> (é * 2:29;1)]

41‘1

dla 1 < % ixe < % iz 4+ 20 > % Standardowa analiza funkcji dwu zmiennych
we wskazanym obszarze zapewnia, ze

3
\/; < ma(uugusugusug) < V2.
Zatem pole przekroju Q kostki I, ktéry zawiera punkt 0, spelnia nieréwnosé

1< ma(Q) < V2.

Pozostaja do rozwazenia przekroje, ktére nie przechodza przez 0. Do tego
przydatna bedzie kolejna

Dygresja. Dla niepustych, wypuktych podzbioréw A, B C R", n=1,2,3..., liczb t € R
okre$lamy dziatania Minkowskiego:

A+B={a+b:ac A Nbe B}, t-A={ta:ac A}

%
(na elementy a,b mozemy patrzeé jak na wektory Oa, (Tg) Nieréwno$cé
Brunna—Minkowskiego (1887) zapewnia, ze

{mn (Q(A + B))} = ;anm)}i + [m(B)]i),

przy czym m,, oznacza n-wymiarowa miare (mi to dltugos$é, ma to pole, ms objetosé).

Niech S bedzie dowolnym przekrojem kostki I3, a S’ przekrojem symetrycznym
wzgledem punktu 0 (plaszczyzny przekrojoéw S i S’ sa réwnolegle i ich pola sa
réwne).

Wtedy 0 € 1(S +5”) C I3, bo kostka I? jest zbiorem wypuklym. Z réwnoleglosci
S oraz S wnioskujemy, ze 1(S + 5’) jest zawarte w plaszczyZnie réwnoleglej do
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Co ciekawe, w ogdélnosci miara m.,,_1
maksymalnego przeciecia kostki
jednostkowej I™ hiperplaszczyzng

(n — 1)-wymiarows jest réwna v/2 (K. Ball,
Cube slicing in R™, Proceedings of the
American Mathematical Society (1986),
465-473). Nie wiemy jednak, jakie jest
maksymalne pole przekroju (ptaszczyznag)
kostki jednostkowej 15, 17, 19, It

Rys. 8

plaszczyzny przekroju S, i z nieréwnosci Brunna—Minkowskiego dostajemy

VimaiS) = 5 (V) + V) < \/mz (505+9)

Wobec tego

ms(S) < ms (;(S + s')) <V2.

Przekréj kostki I? plaszczyzng zawierajaca antypodyczne krawedzie ma
najwieksze pole réwne v/2.

Pytanie 3. Jakie jest maksymalne pole rzutu prostopadiego kostki I3 ?

Oznaczmy przez P plaszczyzne w przestrzeni R?, ktéra przechodzi przez punkt 0
i jest prostopadia do wektora jednostkowego U = [, ug, us]. Jesli wektor U
tworzy z osiami 0X, 0Y, 0Z katy «, 8, v, odpowiednio (rys. 6), to dlugosci
rzutéw wektora U na osie 0X, 0Y, 0Z sy réwne: |u1| = |cosal, |ua| = | cos A,
|us| = | cos~|. Zatem z twierdzenia Pitagorasa:

1 :u% —&—u% +u§ :cos2a+coszﬂ+00527.

Poniewaz rzut prostopadty kostki I® na plaszczyzne P jest zawsze rzutem
prostopadlym co najwyzej trzech écian F;, I}, I, o wspélnym wierzchotku, wiec
ma(Projp(I%)) = ma(F;) - cosa + ma(Fj) - cos B + ma(Fy) - cosy =

= cosa + cos 8 + cos 7,
gdzie Projp(F) jest rzutem figury F' na plaszczyzne P.
Dygresja. Dla liczb nieujemnych a1, as, ..., an,
(a1 +az+...+ a,,,)2 = a? + a% +. 4+ ai +2(ar1az +araz + ...+ an—1an).
Korzystajac z nieréwnosci 2a;a; < a? + a?, mamy zatem

(a1 +az+...+an)? <n(al +a5+...+a2),

skad
ar+az+...+an <vn-\/a2+al+... +ad2,
i r6wnos¢ ma miejsce, gdy a1 = a2 = ... = ap.

Korzystajac z powyzszej dygresji, mamy wiec oszacowanie

ma(Projp(I*)) < | cosal + | cos ] + | cosy] < V3,
i ograniczenie gérne jest osiagane, gdy wektor 0 lezy na prostej laczacej
érodek kostki I? z jej wierzchotkiem. Wtedy rzut prostopadly kostki I® na
plaszczyzne P jest szeSciokatem o polu v/3 (rys. 6).

Pytanie 4. Jaka jest najmniejsza liczba czworoscianow wypelniajgcych
kostke I3 ?

Gdy zbudujemy czworoécian z przekatnych wszystkich $cian bocznych kostki I°
(rys. 7), Ty = BC'A' D, to pozostale czworodciany, Ty = ABDA’, Ty = BCD(C’,
T, =C'D'A'D, Ts = A'B'C’' B, wypehia kostke I®. Czy wystarcza cztery
czworos$ciany? OdpowiedZ brzmi — nie!

Sciany czworoscianu sg tréjkatami. Powierzchnia boczna kostki I3 to szeéé
kwadratéw, wigc minimalna liczba trojkatow, ktore ja tworza, to 12. Skoro co
najwyzej trzy $ciany boczne czworoscianu moga wspottworzyé powierzchnie
boczna kostki I3, to liczba czworoscianéw wypelniajacych powierzchnie boczna
kostki I® jest > 1—32 = 4. Jednak 4 czworosciany zapelniajace powierzchnie
boczna kostki I? nie wypelnia calej kostki, gdyz maja objeto$é nie wigksza niz
4. % = % < 1. Zatem najmniejsza liczba czworoscianéw wypelniajgcych kostke I®
to pie¢ (P. S. Mara, 1976).

Zadanie. Wykazaé, ze czworoécian foremny o boku diugosci v/2 ma najwieksza
objetoéé wiréd wszystkich czworoscianéw wpisanych w kostke jednostkowa I3.

Dla jednostkowych kostek n-wymiarowych I™, nawet w niskich wymiarach,
wiele pytan jest bez odpowiedzi (C. Zong, What is known about unit cubes, Bull.
Amer. Math. Soc. (NS) 42(2005), 181-211). Zabawa klockami moze byé powazna
matematyka!
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