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Jeélia;aé()ia:c2+br+c:07 to

—b+ Vb2 — 4dac
r= .
2a

Aby nie popa$é w skrajnosé, przyjmijmy,
ze jesli we wzorze wystepuje ,ten sam”
pierwiastek w réznych miejscach, to jego
interpretacja jest wszedzie ta sama. Dla
przyktadu, uznajemy, ze formula

va + b/y/a ma dwie interpretacje, nie
cztery.

hal SN

Rys. 1. Pewna czarna Sciezka oraz jej pieé
kolorowych $ciezwiastkéw 5 stopnia.
Blakniecie krzywych odpowiada uptywowi
czasu t

W tym miejscu i dalej polecamy
samodzielnie eksperymentowaé

z zalezno$ciami migdzy pierwiastkami
wielomianu a jego wspélczynnikami przy
uzyciu apletu stworzonego przez

Leo C. Steina, udostepnionego na stronie
duetosymmetry.com/tool/polynomial-roots-toy/

Rys. 2. Na czarno oznaczono petle ag(t)
i ay(t). Jesli bedziemy zmieniaé¢ wzdluz
nich wspolczynniki tréjmianu
kwadratowego P;(z), to jego pierwiastki
zamieniag si¢ miejscami, tak jak pokazuja
kolorowe krzywe

Petla na pierwiastki Lukasz RAJKOWSKI

Znakomita wigkszo$é Czytelnikow Delty jest z pewnoscia dobrze zaznajomiona
ze wzorami na rozwigzania réwnania kwadratowego (na marginesie). A duza
czedé tej wiegkszosci wie pewnie, ze podobne wzory (uzywajace standardowych
operacji arytmetycznych oraz pierwiastkowania) mozna sformulowaé dla réwnan
stopnia trzeciego i czwartego. Jednak dla réwnan piatego stopnia takie wzory
nie istniejg. Twierdzenie to zostalo udowodnione przez Nielsa Henrika Abela

w roku 1824. W niniejszym artykule przyblizymy bardzo eleganckie rozumowanie
przedstawione w 1963 roku przez Wtadimira Arnolda. Podamy je jednak

w ograniczonym zakresie, o czym zaraz.

Céz to bowiem oznacza, jesli we ,wzorze” wystepuje pierwiastkowanie? Okazuje
sie, ze ta z pozoru niewinna operacja wymagacé bedzie poczynienia pewnych
ustalenn. Co mam na my$li, piszac /—1? Moze to byé i, a moze to byé¢ —i,
wybér doéé arbitralny. W zwiazku z tym potraktujemy wzory na rozwigzania

w mozliwie najbardziej restrykcyjny sposéb — wymagaé bedziemy, by kazda
interpretacja takiego wzoru dawala rozwiazanie. Taki wzor na rozwiazania
istnieje dla réwnania kwadratowego, stynne (—b + vb? — 4ac)/(2a) — niezaleznie
od wartosci przypisanej pierwiastkowi dostaniemy rozwiazanie réwnania

az? + bz + ¢ = 0. Formuly o tej wlasnosci mozna przedstawié dla réwnai
stopnia 3 i 4 (podajemy je na koricu artykulu). Uzasadnimy, ze taki uniwersalny
wzdér nie istnieje dla réwnania stopnia 5. Ale najpierw kilka definicji, z pozoru
niezwiazanych z naszym problemem.

Sciezka to kazda funkcja ciagla v: [0,1] — C, a petla to $ciezka, ktéra zaczyna
sie 1 koficzy w tym samym miejscu (tzn. v(0) = ~(1)). Sciezki (petle) mozna
dodawaé, tzn. jesli 1 i o sa Sciezkami (petlami), to v(t) = 1 (¢) + 12(t) tez jest
Sciezka (petla). Podobnie z odejmowaniem, mnozeniem i dzieleniem (to ostatnie,
jesli ostroznie omijamy zero), zreszta z kazdym ciaglym przeksztalceniem

na zbiorze liczb zespolonych. Pierwiastkowanie wymaga pewnej ostroznosci.
Kazda niezerowa liczba zespolona ma doktadnie k pierwiastkoéw k-tego stopnia;
podobnie kazda $ciezka v nieprzechodzaca przez 0 ma k ,Sciezek-pierwiastkéw”
(Sciezwiastkéw) k-tego stopnia, tzn. takich $ciezek o, ze a(t)* = () dla kazdego
t €10,1]. Z petlami jest jeszcze gorzej, gdyz nie kazda petla ma ,petle-pierwiastek”
(petlastek). Dla przykladu, petla () = e??™ ma dwa Sciezwiastki kwadratowe,
ai(t) = ™ oraz as(t) = —e'™, z ktérych zaden nie jest petla. Sa jednak petle
wyjatkowe, ktére petlastki maja (np. ™™ ma petlastek kwadratowy), i te beda
dla nas dos¢ istotne.

Sprébujmy wreszcie co$§ udowodnié. Rozpoczniemy od wykazania, ze we wzorach
na rozwiazania réwnania kwadratowego musi wystepowaé pierwiastkowanie. Nie
jest to zbyt odkrywcze, ale przeciez nie od razu Krakéw zbudowano. Przypusémy,
ze istnieje taki ,wzér” F(ag, a1), ztozony z dodawania, odejmowania, mnozenia
i dzielenia, ze F(ag,a;) zawsze jest pierwiastkiem réwnania 22 + a1z + ag.
Rozwazmy réwnanie 22 — 1 = 0, ktérego pierwiastkami sg liczby —1 i 1, wiec
ktéras z tych liczb to wartosé F(—1,0). Wyobrazmy sobie teraz, ze w sposéb
ciggly modyfikujemy nasze wyj$ciowe rownanie tak, by rozwiazania —1 i 1
,zamienily si¢ miejscami”, jedno poruszajac si¢ po tuku okregu, a drugie po
prostej. Odpowiada to wspotczynnikom ag,a; zmieniajacym sie wzdtuz petli
ap(t) 1 ay(t) okreslonych réwnaniem

(1) 224+ ai(t)z +ap(t) = (2 — ™) (2 — (2t — 1)) =: Py(2).

Poniewaz funkcja F' jest ciagla, wiec y(t) = F(ozo(t)7 al(t)) rowniez jest $ciezka,
a nawet petla, gdyz poczatkowa i konicowa postaé¢ wielomianu sa tozsame,

Py = P;. Jednakze ta petla powinna caly czas ,$ledzi¢” jeden z pierwiastkow
wielomianu P;(z), a te w spos6b ciagly zamienily sie miejscami (nie spotykajac
sie nigdzie po drodze). Zatem z jednej strony v jest petla, a z drugiej dla

t =01t =1 wskazuje na rézne rozwigzania réwnania 22 — 1 = 0. Uzyskana
sprzeczno$¢ dowodzi, ze nie istnieje ciagla funkcja wspolczynnikéw wielomianu
kwadratowego, ktora zawsze wskazuje na jeden z jego pierwiastkow.

Zaznaczmy tutaj, ze znany wzor na rozwiazania rownania kwadratowego nie
przeczy temu stwierdzeniu, gdyz pierwiastek kwadratowy nie moze zostaé
w sposéb ciagly okreSlony na zbiorze liczb zespolonych (przypomnijmy przyklad
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Rys. 3. Tak moze wyglada¢ petlastek

z komutatora
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Rys. 4. Czarne petle to ag(t), a1 (t)
i aa(t); odpowiada im zamiana rozwigzan
11i ¢, oznaczona kolorem (rozwiazanie €2

»stol w miejscu”)
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Ry:ls. 5. Czarne petle to ag(t), af(t)
i ah(t) (nie powinno zaskakiwaé, ze sg
symetryczne do swoich nieprimowanych

odpowiednikéw)

()él(t)

braku petlastka z petli €2™!). Pojedyncza operacja pierwiastkowania wystarcza,
aby naprawi¢ sytuacje z réwnaniami kwadratowymi. Pokazemy teraz, ze to

za malo, by poradzié¢ sobie z réwnaniami stopnia 3, ktore wymagacé beda
pierwiastkowania zagniezdzonego (czyli operacji w stylu /ap — /a1 + az).

W tym celu potrzebujemy systematycznego sposobu tworzenia petli, ktére maja
petlastki. Temu po$wiecony bedzie kolejny akapit.

Petle zaczynajace si¢ w tym samym punkcie mozemy skladaé, czyli chodzi¢
najpierw wzdluz jednej, a potem wzdluz drugiej. Formalnie, jesli v jest
zlozeniem 71 i 72, to ¥(t) jest réwne 1 (2t) dlat < 3 iv2(2t —1) dlat > 3,

co zapisujemy jako v = ~27y1. Podobnie, petle mozna odwracaé (tzn. obiegaé

je ,w druga strone”); odwrotnosé petli v to petla y~1(¢) = (1 — t). To samo
mozemy robi¢ ze Sciezkami, przy czym skladaé dwie Sciezki mozemy tylko wtedy,
gdy koniec jednej pokrywa sie z poczatkiem drugiej. Jesli 71 i 2 sa petlami
zaczynajacymi sie w tym samym punkcie, to mozemy utworzy¢ z nich petle

Yo 1’yf 17271 zwana komutatorem ~y; i vy, oznaczana [vy1, v2|. Komutowanie petli
to zatem pewna specyficzna instrukcja, postaci: ,najpierw przebiegnij pierwsza
petle, potem druga, potem pierwsza w przeciwnym kierunku niz na poczatku,

a potem tak samo z druga”. Wynika stad, ze je$li wezmiemy kilka komutatoréw
i je dodamy lub pomnozymy, lub przeksztalcimy w jakikolwiek ciagly sposdb, to
w efekcie tez dostaniemy pewien komutator — pomimo do$¢ nieprzyjemnego
sformutowania fakt ten jest raczej oczywisty. Zwroémy teraz uwage, ze jesli

71 1 72 sa petlami zaczynajacymi sie w tym samym punkcie, to ich komutator
[v1, 2] ma petlastek (dowolnego stopnia). Istotnie, niech oy bedzie $ciezwiastkiem
z 71 1 niech agy bedzie takim Sciezwiastkiem z o, ktéry zaczyna sie w koncu oy
(mozemy taki wybraé¢, gdyz 1,72 zaczynaja sie w tym samym miejscu). Wéwczas

petla (3;%8; 0[2—1) (ngafl)agal jest petlastkiem z [vy1,72].

Udowodnimy teraz, ze wzory na rozwigzania réwnan stopnia 3 musza

zawieraé ,zagniezdzone pierwiastkowanie”. Niech F'(ag, a1, as) bedzie wzorem
zlozonym ze standardowych operacji arytmetycznych i ,niezagniezdzonego”
pierwiastkowania (proponuje mysle¢ o pewnej konkretnej postaci, na przyktad
F(ap,a1,a2) = v/ap + a1 + aiaz). Przypusémy, ze kazda interpretacja
F(ag,a1,a2) daje pewien pierwiastek réwnania 23 4+ a9z + a1z +ap = 0.
Rozwazmy réwnanie z° — 1 = 0. Ma ono trzy pierwiastki, ¢ = e2™/3, g2 = e%7/3
oraz % = 1. Niech a(t), a1(t) i aa(t) beda petlami wspétezynnikéw ag = —1,
a1 = 0, a; = 0 powstalymi przy ciaglej zamianie miejscami pierwiastkow 11 e
(przy czym zamiana ma przebiegaé po rozlacznych $ciezkach), np.

(2) 24 ax)+ar(t)z+ap(t) = (2 — 62””/3)(2 —t—(1=t)e)(z—£?).
Podobnie zdefiniujmy petle af, o}, ay, tym razem zamieniajac pierwiastki 11 &2
(3) 22 +ab(t)2? +al(t)z+ap(t) = (2 — e 23 (z —e) (2 — t — (1 — t)e?).

Niech teraz f; = [ay, af], i = 0,1, 2. Przypomnijmy, ze kazda z petli 8; ma
petlastek (gdyz jest komutatorem dwéch petli). W tej sytuacji, poniewaz
formuta F' nie posiada zagniezdzonych pierwiastkéw, to istnieje taka petla y(t),
ktéra wszedzie jest pewna interpretacja F'(Bo(t), 51(t), B2(t)). Z drugiej strony ta
petla musi caly czas ,$ledzié” ruch ktéregoé z pierwiastkéw 1,¢,e2. Czy tym
pierwiastkiem moze by¢ 17 Niespecjalnie, gdyz najpierw 1 przechodzi na ¢,
potem e stoi w miejscu, nastepnie przechodzi na 1, a na koniec 1 przechodzi

na €2, czyli inny od 1 pierwiastek. Podobnie dwa pozostale pierwiastki nie
wracaja na swoje miejsca. Ich wedréwka wyglada tak: ¢ — 1 — 2 — &2 — 1
oraz €2 — 2 — 1 — ¢ — £. Co dowodzi, ze zaden z pierwiastkéw nie moze by¢
»Sledzony”, stad sprzecznosé. Formula F' musi zatem korzystaé¢ z zagniezdzonego
pierwiastkowania.

Nasze rozumowanie mozemy podsumowacé nastepujaco: w sposob ciagly

i ,bezkolizyjny” przeprowadziliémy pierwiastek ¥ na e¥=1 (k = 1,2,3) tak,
ze odpowiadajace temu ruchowi petle na wspélczynnikach dopuszczaja taka
interpretacje wyrazenia F', ktéra jest petla — jest to sprzecznosé. Podobna
strategie przyjmiemy, analizujac rownanie stopnia 5. Wykazemy, ze dla
dowolnego potencjalnego wzoru na rozwiazania mozemy ,,przemieszac”
rozwiazania wzdluz takich Sciezek, ze wynikajace z tych ruchéw petle na
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Petlastek z komutatora komutatoréw to
komutator petlastkéw z komutatoréw.

Rys. 6. Czarne petle odpowiadajg takim
zmianom wspotczynnikéw réwnania

25 —1 =0, ze jego rozwigzania zamieniajg
sig miejscami wzdluz kolorowych $ciezek,
tzn. rozwiagzanie eF'2i7/5 brzechodzi na

e () 2im/5 odzie o = (2,5,4,3,1)

wspotczynnikach dopuszczaly ,petlowa” interpretacje wzoru, a jednak zadne
z rozwigzan nie pozostalo na swoim miejscu. Aby dokladniej opisaé¢ ten zamiar,
wygodnie bedzie powiedzie¢ wczesniej kilka stow o permutacjach.

Przypomnijmy, ze permutacja zbioru to dowolne przemieszanie jego elementéw.
A bardziej fachowo, dowolna bijekcja z tego zbioru w siebie. Skoncentrujemy sie
tutaj na permutacjach zbioréw postaci {1,2,...,n}, dzieki czemu wygodnie bedzie
je oznaczaé — dla przykladu, przez permutacje (3,1,2) rozumiemy permutacje o
zbioru {1,2,3} taka, ze o(1) = 3, 0(2) = 11 0(3) = 2. Skoro permutacje to
bijekcje, to mozemy je sktadac¢ i odwraca¢. Podobnie jak w przypadku petli,
potrafimy zatem komutowaé dwie permutacje; jesli o i 7 sg permutacjami, to
[o,7] = 7707 r0.

Wiemy juz, ze ,zonglowanie” pierwiastkami wielomianu w sposéb ciagly
prowadzi do petli na jego wspoélczynnikach. Jest tu pewna oczywista
odpowiednio$é: jesli pewne permutacje pierwiastkow sg realizowane przez
pewne petle na wspélczynnikach, to ztozenie tych petli prowadzi do zlozenia
permutacji. Podobnie odwrécenie petli na wspoétezynnikach prowadzi do
odwroécenia zwigzanej z nimi permutacji. W tej sytuacji, jesli petle a; sa
zwiazane z permutacja o, a petle §; sa zwiazane z permutacja 7, to petle [, ;]
sa zwiazane z permutacja [o, 7).

Wykazemy teraz, ze podwdjne zagniezdzenie pierwiastkowania to za malo, aby
rozwiazywaé réwnania stopnia 5. Powiedzmy, ze mamy formule F(ao,...,a4),
w ktorej pierwiastkowanie jest zageszczone co najwyzej dwukrotnie (dajmy na

to /ag — v/a1 + az + {/azas), a kazda jej interpretacja daje pewien pierwiastek
réwnania 2° + Z?:o a;z" = 0. Wystepujace w niej operacje pierwiastkowania
podzielmy w naturalny sposéb na ,wewnetrzne” i ,zewnetrzne” (w naszym
przykladzie ,wewnetrznym” pierwiastkowaniem jest v/ai + az). W duchu
poprzednich rozumowan, chcielibySmy wskaza¢ takie petle na wspélczynnikach,
by pewna interpretacja ,zewnetrznych” pierwiastkowan byta petla. Wiemy,

ze w tym celu wystarcza, aby to, co znajduje si¢ pod kazdym ,zewnetrznym”
pierwiastkowaniem, bylo komutatorem petli. Trudnoéé polega na tym, ze

pod ,zewnetrznym” pierwiastkowaniem jest pierwiastkowanie ,wewnetrzne”.
Czego nam potrzeba, aby pierwiastkowanie ,wewnetrzne” interpretowac

jako komutator? Jesli pod tym ,wewnetrznym” pierwiastkowaniem jest
komutator, to mozemy wynik zinterpretowac jako petle. Wezmy zatem jeszcze
jeden, inny komutator i najpierw ,spetlastkujmy” pierwszy, potem drugi,
potem pierwszy odwrotnie, a potem drugi odwrotnie — w efekcie dostaniemy
juz porzadny komutator. Wystarcza zatem, aby to, co znajduje si¢ pod
ywewnetrznym” pierwiastkowaniem, bylo komutatorem komutatoréw — w skrocie
kokomutatorem. Jesli kazdy z argumentow formuly F' bedzie zmienial wartosé
wzdtuz kokomutatora, to wartos¢ F bedziemy mogli interpretowaé jako petle.
Przypomnijmy jednak, ze te kokomutatory powinny mie¢ jeszcze jedna wlasnosé,
aby byl z nich dla nas pozytek — maja zmienia¢ potozenie kazdego rozwiazania
naszego réwnania. Ze wzgledu na przedstawiona wcze$niej odpowiednio$é
miedzy operacjami na petlach i pierwiastkach réwnania, wystarczy odpowiedzie¢
sobie na pytanie, czy istnieje taka permutacja-kokomutator, ktéra nie ma
punktu statego. Otz istnieje, i aby sie o tym przekonaé, wystarczy wziac

o1 =(1,3,4,2,5), oo = (1,2,4,5,3) oraz 71 = (1,3,4,2,5) i 2 = (2,3,1,4,5).
Woéwezas o = [o1,09] = (1,5,4,3,2) i 7 = [11,72] = (4,3,2,1,5), i w koricu

[0, 7] = (2,3,4,5,1). Jak do tego doszliémy? Przyznajmy szczerze, przy

uzyciu brutalnej, obliczeniowej sity. Céz, wszystkich permutacji zbioru
piecioelementowego jest 5! = 120, wiec potencjalnych komutatoréw jest ., jedynie”
1202 = 14 400. Jedli odsiejemy (badZmy uczciwi: nie my, tylko komputer)
powtodrzenia, zostaniemy z 60 mozliwymi komutatorami. Potencjalnych
kokomutatoréw jest zatem 60% = 3600, wsréd ktoérych szczesliwie znajduja sie
réwniez permutacje pozbawione punktéw stalych, jak na przyklad (2,3,4,5,1).

No dobrze, a co dla formul o jeszcze wigkszym zageszczeniu operacji
pierwiastkowania? Wr6émy do zbioru potencjalnych 3600 kokomutatorow.
Okazuje sie, ze po usunieciu powtérzen dostaniemy. .. wczesniejszy zbior

60 komutatoréw. Kontynuujac, wnioskujemy, ze zbiér kokokomutatoréw tez
jest tozsamy ze zbiorem 60 komutatoréw, tak samo ze zbiorem ko*mutatoréw
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www . youtube . com/watch?v=RhpVSV6iCkoat=1s| i tak dalej. W szczegdlnosei, permutacja (2,3,4,5,1) jest ko"mutatorem dla

web.williams.edu/Mathematics/1g5/394

/ArnoldQuintic.pdf

Uniwersalne formuly dla réwnan
3 i 4 stopnia podajemy dla postaci,
ktére przy uzyciu prostego, liniowego
podstawienia zostaly uproszczone
(wspdlezynnik wiodgcy = 1, kolejny
wspélezynnik = 0).
Uniwersalnym rozwigzaniem réwnania
r3+px+q:Ojest
c- L.
3C
gdzie
3 L

q
c=4/-2 I
2+ 4+27

Uniwersalnym rozwigzaniem réwnania
m4+px2+qz+r:Ojest

Vam + \/7 (2p+2m + 2L)

5 )
gdzie m jest rozwigzaniem réwnania

8m> + 8pm2 + (2p2 — 8r)m — q2 =0.

dowolnego n. Aby dowies¢, ze formula z n-krotnym zageszczeniem operacji
pierwiastkowania nie moze dzialaé¢, wystarczy powolaé sie na istnienie 2"
permutacji, ktérych ko™mutacja daje permutacje (2, 3,4, 5, 1). Nastepnie
ko"mutujemy petle na wspoétczynnikach zwiazane z tymi permutacjami
rozwiazan. Wiemy, ze uzyskana w ten sposéb petla dopuszceza taka interpretacje
naszej formuly, ktéra sama jest petla — a to juz jest sprzecznos$é, bo kazde
rozwigzanie zmienilo swoje miejsce.

Uff. .. finisz byl bardzo intensywny. Idee tego rozumowania duzo tatwiej
przyswoié, jesli faktycznie mozemy poobserwowaé zaleznosci miedzy ruchem
pierwiastkow wielomianu i jego wspélczynnikow. Mozliwosé taka daje filmik
Short proof of Abel’s theorem that 5th degree polynomial equations cannot be
solved autorstwa Boaza Katza, do odnalezienia na YouTubie. Ponadto tym,
ktorzy chcieliby zapoznaé sie z odrobine bardziej formalnym przedstawieniem
tematu, polecam artykut Leo Goldmahera Arnold’s elementary proof of the
insolvability of the quintic, z ktérego ten tekst mocno korzysta. Czytelnicy Obyci
w Temacie wiedza, ze obecnie studenci kierunkéw matematycznych poznaja
twierdzenie Abela jako przyklad zastosowania teorii Galois. Dzieki niej mozemy
stwierdzié, ze zadna liczba rzeczywista mozliwa do uzyskania z liczb wymiernych
przy uzyciu standardowych operacji arytmetycznych oraz pierwiastkowania nie
moze by¢ rozwigzaniem réwnania z° — 2 — 1 = 0. W tym wzgledzie teoria Galois
daje nam wiecej — nie wymaga ,,0gélnego wzoru na rozwiazania”. Z drugiej
strony, przedstawione podejsécie obejmuje pierwiastkowanie oraz dowolne ciggle
przeksztalcenia liczb zespolonych, nie tylko dodawanie, mnozenie i dzielenie, a to
zawsze jakas kokorzysc.

m Zadania

Przygotowat Dominik BUREK

M 1684. Czy istnieje taki trojmian kwadratowy f(x) o wspdlczynnikach
catkowitych, ze (a) f(f(v2)) =07 (b) f(f(v/3)) =07 (¢c) f(f(V5)) =07

Rozwiazanie na str. [7]

M 1685. Ahmed pomnozyl wszystkie dzielniki liczby naturalnej n. Hamza
zwigkszyl kazdy dzielnik o 1, a nastepnie pomnozyt wyniki. Liczba Hamzy jest
podzielna przez liczbe Ahmeda. Dla jakich n jest to mozliwe?

Rozwiazanie na str.

M 1686. W pola tablicy 3 x n wpisano liczby naturalne. Wiadomo, ze kazdy
z trzech wierszy zawiera kazdg z liczb 1, 2, ..., n. Okazalo si¢ jednak, ze

dla kazdej kolumny suma iloczynéw par trzech liczb w niej zawartych jest
wielokrotno$cig n. Dla jakich n jest to mozliwe?

Rozwiazanie na str. [7]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1031. Od 20 maja 2019 roku jednostki Ukladu SI zdefiniowane sa poprzez
przyjecie jako znanych dokladnie wartosci 7 stalych. Sa to:

e czestotliwo$¢ nadsubtelnego przejscia w atomach cezu 133 w niezaburzonym
stanie podstawowych, Aveg =9 192 631 770 Hz,

o predko$é $wiatla w prézni, ¢ = 299 792 458 m/s,

« stala Plancka, h = 6,626 070 15- 10734 J-s,

« tadunek elementarny, e = 1,602 176 634 - 10~ C,

o stala Boltzmanna, k = 1,380 649 - 10723 J/K,

o stala Avogadra, N4 = 6,022 140 76 - 10?3 1/mol,

« skutecznoéé¢ $wietlna promieniowania o czestotliwosci 540 - 10'2 Hz,
Keq =683 lm/W.

Oznacza to, ze teraz, np. 1 m = 30,663318988...c/Avcs. Podaj obecnie
obowiazujace definicje jednostek: 1 kg, 1 €.
Rozwigzanie na str.

F 1032. Ile wynosi pojemno$¢ przedstawionego na rysunku uktadu
kondensatoréw miedzy punktami A i B?
Rozwigzanie na str. [§]

4


https://www.youtube.com/watch?v=RhpVSV6iCko&t=1s
https://web.williams.edu/Mathematics/lg5/394/ArnoldQuintic.pdf
https://web.williams.edu/Mathematics/lg5/394/ArnoldQuintic.pdf

Zaktadamy, ze liczby w tablicy sa ,,mate”
(np. mniejsze niz 2%?) i ich poréwnywanie
oraz operacje bitowe (takie jak XOR,

o czym za chwile) maja staly koszt
czasowy O(1).

-]

Rozwigzanie zadania F 1031.

Ze stalych wymienionych w definicji
Ukladu SI nalezy zbudowa¢ wyrazenia
o wymiarze 1 kg oraz 1 Q2. Kilogram
wystepuje w wymiarze stalej h (zawarty
jest w definicji dzula). Wymiar stalej k
takze zawiera 1 kg, ale poza tym
wystepuje tez 1 K, ktérego nie ma

w wymiarze zadnej innej statej. Bedziemy
potrzebowali poza h takze stalych

o wymiarach zawierajacych 1 mi 1 s.
Zbadajmy wymiar iloczynu:

R - c‘ﬁAu;S
i dobierzmy wyktadniki tak, zeby wymiar
iloczynu zawieral wytacznie kilogram
w pierwszej potedze. Wymiar badanego
iloczynu to:

s 2 /
mP 1 kg®m2®s*m”P
Ja _ ke

B s s2a gl
Iloczyn ma wymiar kilograma, jesli:
a=1,2a+pB=0o0raz a4+ B+~ =0.
Otrzymujemy: o« =1, = —2, v = 1. Po
podstawieniu wartoéci liczbowych:

h-c 2Avgs = 6,777265 - - - - 104! kg,

a wiec 1 kg =

1,475521 - - - - 10%° /’LAI/CS/CQ. W podobny
spos6b sprawdzamy, ze

h/e? = 25812,807459 ... Q, czyli

1Q = 3,87404586 - -- - 1077 h/e?.

Tablica prawdy XOR:

Samotne zwierze na Arce Noego
Tomasz JANISZEWSKI

Noe wybudowal arke. Wybrat pary zwierzat sposréd wszystkich gatunkéw

i kazdemu gatunkowi przyporzadkowat liczbe naturalna. Przed zamknieciem
arki nakazal jednemu z synéw spisa¢ numery gatunkéw wszystkich zwierzat.
Niestety okazalo sie, ze brakuje jednego zwierzecia. Ktorego?

Powyzsze pytanie odpowiada nastepujacemu zadaniu: Majac dana tablice A[l,n]
zawierajaca n liczb naturalnych, znajdz liczbe, ktora wystepuje dokladnie raz,
wiedzac, ze pozostale liczby wystepuja po dwa razy.

Na pierwszy rzut oka mozna to zadanie rozwigzaé w czasie O(nlogn). Mozemy
bowiem posortowac tablice i przejS¢ po niej, szukajac pierwszego elementu,
ktérego poprzednik i nastepnik beda od niego rézne.
function SzukAJ(A)
posortuj A
if A[1] # A[2] then
return A[1]
fori:=2ton—1do
if A[i] # Ali — 1] and A[i] # A[i + 1] then
return Ali

return A[n]

Okazuje sig, ze mozna to zadanie rozwiaza¢ w czasie liniowym. W tym
celu nalezy skorzystaé ze zbioru. Zbior (set) to abstrakcyjna struktura
zoptymalizowana pod katem sprawdzania, czy dany element do niej nalezy, czy
tez nie. Podstawowe funkcje zbioru to dodawanie i usuwanie elementéw, jak
réwniez sprawdzanie, czy element nalezy do zbioru. Zbiér moze by¢ realizowany
za pomoca réznych struktur danych, takich jak tablica haszujaca, drzewo
czy nawet zwykla tablica. Kazda implementacja ma swoje wady i zalety. Dla
uproszczenia przyjmijmy, ze operacje dodawania, usuwania i sprawdzania, czy
element nalezy do zbioru, maja staly koszt czasowy O(1). Jesli dysponujemy
zbiorem, to zadanie mozemy rozwiazaé¢ w nastepujacy sposéb. Przechodzac po
tablicy, sprawdzamy, czy dany element znajduje sie w zbiorze; jedli nie, to go
dodajemy, a jesli tak — usuwamy. Na koncu jedynym elementem zbioru powinien
by¢ szukany gatunek.
function SzukaJ(A)
S =9
for ::=1 to n do
if A[i] € S then

S= S\ {4l
S:=SU{A[i]}
return S

Rozwiazanie to dziala w czasie liniowym O(n), ale wymaga dodatkowe]j pamigci,
ktora w pesymistycznym przypadku réwniez bedzie liniowo zalezna od tablicy
wejsciowej. Rodzi sie pytanie: czy mozna to zrobié¢ réwnie szybko i zuzy¢ mniej
pamieci? Okazuje sie, ze tak — wystarczy skorzystaé z operacji XOR i z tego, jak
w komputerze reprezentowane sa liczby.

Jest wiele sposobow reprezentacji liczb. Nas interesuja wylacznie liczby
naturalne, a to znacznie ulatwia zadanie, gdyz ich reprezentacja nie odbiega
znaczgco od tego, do czego jesteSmy przyzwyczajeni na co dzien. Jedyna
réznica to podstawa systemu pozycyjnego — komputer w odréznieniu od ludzi
korzysta z systemu dwdéjkowego, a nie dziesietnego. Dla przykladu 49 w systemie
dziesietnym to 110001 w systemie dwéjkowym (49 = 2% + 2%+ 0+ 0+ 0 + 2°).

XOR (z angielskiego eXclusive OR, oznaczane @) to bitowa wersja
polskiego ,,albo”; czyli alternatywa wykluczajaca: zwraca prawde, kiedy jeden
z argumentow jest prawdziwy, a drugi falszywy. W binarnej reprezentaciji liczb

5



Na przyktad:

1010 01010
2110 10101
1910 10011
1910 10011

@ 1010 01010
2170 10101

* Centrum Astronomiczne im. Mikotaja
Kopernika w Warszawie

Ogélnie prawdopodobieristwo P(A N B)
zajs$cia na raz zdarzen A i B, ktére moga
by¢ zalezne, wyraza si¢ iloczynami
P(ANB) = P(A) P(B|A) = P(B) P(A|B),
gdzie P(B|A) to prawdopodobieristwo
zalezne zajécia B, gdy wiadomo, ze
zachodzi A, i odwrotnie dla P(A|B).

W skrajnym wypadku, gdy muszg one
zachodzié na raz, P(B|A) = P(A|B) =1,
tj. jedno jest pewna konsekwencja
drugiego i odwrotnie. Natomiast, gdy sa
one niezalezne, to mozna opusci¢ drugi
argument i P(B|A) = P(B),

P(A|B) = P(A).

Obszar wokél rzeczywistej pozycji
gwiazdy

XOR sprowadza sie do sumy bez przeniesienia:
4919 110001
@ 310 000011
5010 110010

Widzimy, ze operacja XOR jest przemienna (A @® B = B® A) i laczna
(AeB)eC=A® (Ba()), a zatem wynik nie zalezy od kolejnosci
elementow. Oznacza to, ze kiedy zastosujemy XOR do wszystkich elementow
tablicy, to rezultat bedzie taki sam, jak gdyby wszystkie pary takich samych
elementow staly obok siebie. Ale przeciez dla kazdej liczby A zachodzi A ® A = 0.
Wynikiem tej operacji bedzie liczba, ktéra wystepuje tylko raz! W ten sposéb
dostajemy rozwiazanie dzialajace w czasie liniowym (O(n)), ktére potrzebuje
stalej ilosci pamieci.

function SzukAJ(A)

z:=0

for i:=1 to n do
x:=x & Ali]

return x

O btedach pozycji gwiazd
i predkosciach czgsteczek gazu
Alex SCHWARZENBERG-CZERNY*

John Herschel (1792-1871) dokonal wielu pomiaréw pozycji gwiazd na niebie,
w tym po raz pierwszy w historii na tak duza skale na poétkuli potudniowej,
prowadzac obserwacje z przyladka Dobrej Nadziei. Przy okazji zainteresowal
sie btedami swoich pomiaréw i tym, jaki moze by¢ ich rozktad. Na podstawie
sposobu pomiaru i charakteru obrazu gwiazdy w teleskopie uznal, ze

(a) prawdopodobieristwo bledu zalezy od jego wielkosci r, ale nie od kierunku
na niebie, oraz ze

(b) bledy we wspélrzednych x i y sa niezalezne.

Dodatkowo prawdopodobienstwo bledu winno zmienia¢ sie plynnie z pozycja

gwiazdy, to znaczy by¢ ciagla funkcja wspéirzednych. Na podstawie obserwacji

z podpunktu (a) prawdopodobienistwo dP, ze pomiar wypadnie w kawalku nieba

o powierzchni dS w odlegloéci r od prawdziwej pozycji, mozemy zapisaé jako

dP = g(r) dS. Natomiast na podstawie (a) i (b) prawdopodobieiistwo, ze pomiar

wypadnie w kawalku nieba o powierzchni dS, bedzie réwne dP = f(z)f(y)dS dla

pewnej funkcji ciaglej f. Mamy zatem

(1) g(r)dS =dP = f(z)f(y)dS, cooznacza,ze Ing(r)=Inf(z)+In f(y).
Jedli za poczatek uktadu wspolrzednych wybierzemy prawdziwa pozycje gwiazdy,
to jak nauczal Pitagoras, r? = 22 + y%. Gdybyémy funkcje In f(z), In g(r) mogli
przedstawié w postaci szeregu (,nieskoniczonego wielomianu”), czyli
Ing(r)=—a—br—cr®*—dr® —---,

to mogliby$my zauwazy¢, ze tylko dwa wyrazy (pierwszy i trzeci) powyzszego
szeregu mozna przedstawi¢ w postaci sumy funkcji x i y, a zatem

Ing(r) = —a — cr? = —a — c¢(2? + y?). Rozwijanie w szereg to chleb powszedni
wielu naukowcow, ktorych powinno ucieszy¢ to obrazowe uzasadnienie. Dla
Czytelnikow, ktorym wydaje sie ono niewystarczajaco precyzyjne, przedstawimy
tez inne wyprowadzenie. Niech a(t) = In g(v/1), B(x) = In f(z). Wstawiajac do
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Rozwigzanie zadania M 1686.
Jest to mozliwe tylko dla nieparzystych n.

Zalézmy, ze 2 | n, i ustalmy kolumne,
w ktérej wpisane sa liczby kolejno a, b, c.
Wéwezas n | ab + be + ca, wigc
w szczegdlnosdci 2 | ab + be + ca, skad
wynika, ze wéréd liczb a, b, ¢ jest co
najwyzej jedna liczba nieparzysta. Wobec
tego kazda kolumna tablicy 3 X n zawiera
co najwyzej jedng liczbe nieparzysta —
wiec w calej tablicy jest ich nie wigcej niz
n. Z drugiej strony, kazdy z wierszy
zawiera n/2 liczb nieparzystych, wiec
lacznie w tablicy mamy 3n/2 > n liczb
nieparzystych — sprzecznoscé.
Zalézmy teraz, ze 2 f n. W tablice
wpisujemy liczby w nastepujacy sposéb:
o I, IT wiersz: w i-te pole wpisujemy
2i (mod n), natomiast reszte 0
w ostatnim polu zastepujemy przez n.
o III wiersz: w i-te pole wpisujemy n — 1,
natomiast liczbe 0 w ostatnim polu
zast¢pujemy przez n.
Poniewaz 2 t n, to w kazdym wierszu
wpisane sg rézne liczby. Ponadto dla
trzech liczb a, b, ¢ w jednej kolumnie
mamy:

ab+bct+ca = 2i-2i+2i-(—i)+2¢-(—i) =
=0 (mod n).

‘W odréznieniu od éwcezesnych chemikéw
wielu fizykéw nadal nie wierzyto w atomy
i rozklad predkoéci ruchu czastek w gazie
doskonalym (rozklad Maxwella)
pozostawal ciekawostka. Dopiero gdy
Ludwig Boltzmann (1877) wyprowadzit
go niezaleznie ze statystyki czastek,
znajdujac po drodze wzor na entropie,
XIX-wieczna fenomenologiczna
termodynamika zaczeta ewoluowacé ku
fizyce statystycznej.

@

Rozwigzanie zadania M 1684.
Tak, istnieje, np.

(a) f(z) =% — 1.

(b) i (¢) f(z) = 222 — 8.

wartoéé y = 0, dostajemy a(z?) = B(x) + £(0), zatem a(z? + y?) =

= a(2?) + a(y?) — 28(0). Przyjmujac 7(t) = a(t) — 25(0), u = 2?, v = y?,
dostaniemy y(u + v) = vy(u) + y(v). Jest to podstawowe réwnanie funkcyjne
(tzw. réwnanie Cauchy’ego), ktérego jedynym ciaglym rozwiazaniem jest funkcja
liniowa (wiecej o tym réwnaniu mozna przeczytaé np. w artykule Marka Kordosa
w A$g). Niech zatem v(t) = —ct, wéwezas przyjmujac a = 23(0), dostajemy znowu
Ing(r) = —a — cr?. Zatem

(2) dP = g(r)dS = Ce™*" 2nr dr = fﬁd(eﬂﬁ)v
c

gdzie C' = e~ . Ostatnia réwnos¢ w wynika z obliczenia przyrostu funkcji
w nawiasie przy zmianie r o dr. Uzasadnimy to dokladniej na korncu artykutu,
a na razie zajmijmy si¢ jeszcze znalezieniem warto$ci C'. Dodajac do siebie
wszystkie mozliwe przyrosty prawdopodobienistwa z lewej strony rownania ,
dostaniemy 1, a z prawej strony mamy
Cr ., .o Crm

A[—Td(e )] = T
(suma przyrostéw funkeji na pélprostej to po prostu réznica wartosci funkeji na
kraficach). Poréwnujac, otrzymujemy C' = £, skad dostajemy

Cr

[, =
0 c

C —er? 1 _ w2+2y2
r)= —e = e 20
9(r) T 2mo?
wprowadzajac tradycyjne oznaczenie ¢ = 1/(20%). Ostatecznie mamy
1 22
(3) flx) = —=e"2".

o\/2m

Jest to podstawowy w statystyce rozktad prawdopodobienstwa, zwany
rozkladem Gaussa lub rozkladem normalnym. Za sprawa de Moivre’a

i nastepcow pojawil sie on jako graniczny przypadek paru innych znanych
rozkladéw prawdopodobienistwa. Gauss (1800) podal niezalezne wyprowadzenie
i pierwszy zastosowal go do analizy bledéw obserwacji. Laplace (1810, 1812)
zauwazyl, ze jesli obserwowany wynik jest suma wielu zmiennych losowych

o tym samym rozkladzie, to (przy rozsadnych zalozeniach) rozktad
prawdopodobienstwa tej wielkosci (odpowiednio unormowanej) dazy do rozktadu
normalnego. Ta pierwsza wersja Centralnego Twierdzenia Granicznego do
czasOw obecnych zostala znacznie uogélniona na sumy zmiennych o réznych
rozktadach. Fascynujace jest, ze (poza czynnikiem normalizujacym C) Herschel
wyprowadzit rozklad normalny z tak prostych zatozen. Dziesieé¢ lat pdzniej to
rozumowanie zainspirowalo Maxwella do wyprowadzenia rozktadu predkosci
czasteczek gazu, przy zalozeniu (a) i (b). Dla v* = v} + v2 + v? i dla przyrostu
objetoéci dV = 4mv? dv w 3-wymiarowej przestrzeni predkosci v otrzymat

on dP = g(v)dV = Ce="v2dv. Stale C i ¢ mozna obliczyé¢, wykorzystujac
sumowanie sie przyrostéw prawdopodobienstwa do 1 oraz proporcjonalnosci
temperatury absolutnej do wazonej prawdopodobienstwem $redniej energii

m o _mv2

kinetycznej czasteczek %k‘T = Em;z dP. Wynik koncowy to

m \3/2 _ .2

4 ) e 2 T 4mv? dv ora Vg) = e ZET

) onkT m 2 Je) =\ 557

Pozostaje nam dokladniej uzasadni¢ ostatnia réwnosé w ([2). Dla Czytelnikéw

biegtych w rachunku rézniczkowym jest ona oczywista, pozostalych zas prosimy
dr

o uwierzenie, ze dla malych wartosci przyrostu dr zachodzi < dr_l

rozwiniecie e4"

dP:(

~ 1 (poniewaz
w szereg dla matego dr to w przyblizeniu e ~ 1 +dr +...).
Mnozac obustronnie przez e”, dostajemy JJFZ# ~ e’ zatem wyrazajac to
w naszej ,,przyrostowej notacji”, mamy d(e”) = e"dr. Ponadto dla malych
wartosci dr jest

d 2 _ .2
tdn) =17 oy o
dr
wigc mozemy napisaé d(r?) = 2rdr. Ostatecznie
d(e*CTQ) = e*”2d(—cr2) = —ce*"2d(r2) = —2rce " dr.

Przedstawione tutaj rozumowanie moze wydawaé sie miejscami niesciste,
istnieja jednak matematyczne narzedzia pozwalajace na sformalizowanie tych
fragmentow, a poznanie cho¢by intuicji wydaje si¢ w tym przypadku pouczajace.
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Tomasz WAS

Doktorant, Wydziat Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
‘Warszawski

Jak wida¢ na grafie obok, najwicksza
liczbe trzech gloséw otrzymali Ben, Iza,
Jas, Nel i Ola.

Na rysunku po prawej rozrysowane sa
wszystkie spacery o diugosci co najwyzej
trzy, konczace si¢ w wierzchotkach , Jas”
i ,Ola”, czyli, jak to nazwala Ola,
wszystkie ,podwdjnie posrednie glosy”
oddane na tych kandydatow.

-]

Rozwigzanie zadania F 1032.

Do oktadek kazdego

z kondensatoréw przyltozone jest to samo
napiecie réwne réznicy potencjaléw

w punktach A i B. Uklad jest wiec
réwnowazny potaczeniu réwnolegtemu
kondensatorow C1, Cs i C3, a wiec
szukana pojemnosé¢ C = Cq + Cqy 4 C3.

Jak Leo uratowat klasowe wybory

W klasie zapadla cisza. Dzi§ mialy sie¢ odby¢ wybory na przewodniczacego

klasy, ale nikt nie zglosit swojej kandydatury. W zwiazku z tym wychowawca
zaproponowal nastepujace wyjscie z tej patowej sytuacji: Kazdy na kartce
wypisze liste kolezanek i kolegdéw z klasy, ktérzy wedtug niego byliby dobrymi
przewodniczacymi; moze wypisa¢ ich dowolnie wiele. Nastepnie kartki zostana
zebrane, a glosy policzone. Osobie, ktéra uzyska najwiecej gloséw, zaproponuje sie
ten niezwykle prestizowy urzad — gospodarza klasy.

Klasa z checia przyjeta pomyst i sprawnie go zrealizowalta. Jednak po podliczeniu
glosow okazalo sie, ze az pie¢ oséb dostalo ich najwiecej, czyli trzy. Aby
sprawdzié, czy obliczenia na pewno sie zgadzaja, postanowiono wypisaé na
tablicy wszystkie imiona i strzatkami zaznaczy¢, kto na kogo glosowal. Powstal

nastepujacy graf:

,Glosujmy ponownie!”,  Zrébmy dogrywke!”, | Zagrajmy w marynarza!” — cala
klasa zaczela dyskutowaé, jak rozstrzygnaé¢ wybory, kiedy nagle Jas nieSmialo
zauwazyl, ze wedlug niego to on wygral. Argument byl nastepujacy: Skoro Ada,
Cho i Dan glosowali na Bena, czyli byliby w stanie jemu powierzy¢ losy klasy,

a sam Ben uznal, Ze to on, Ja$, bylby dobrym przewodniczacym, to mozna uznad,
ze Ada, Cho i Dan posrednio popieraja Jasia. Innymi stowy, Jas zaproponowal,
aby popatrzeé na to, ile gloséw zdobyly osoby, ktére na kogo$ glosuja. Tylko jego
popieraja trzy osoby, ktére same zdobyly po trzy glosy, wiec Ja§ ma najwiecej, bo
az 9, takich posrednich gloséw. Czyli to on powinien zosta¢ przewodniczacym.

Ewa

»,Nie badz taki cwany!”, ,Przewodniczacy Jas!”, ,Zagrajmy w marynarza!” — klasa
nie byla zgodna, czy przyja¢ argumentacje Jasia. Wtem Ola stwierdzila, ze

jesli liczymy takie posrednie glosy, to ona powinna wygraé, a nie Jas. Bo skoro
Ada posrednio glosuje na Jasia, a Ja$ zaglosowal na nig, Ole, to zgodnie z ta
logika Ada réwniez posrednio popiera Ole. Ola chcialaby wiec liczyé¢ réwniez, ile
posrednich gloséw zdobyty osoby, ktére na kogos gtosuja. Wyborcy Oli dostali

20 posrednich i 7 bezposrednich gloséw (fakt, ze niektére pochodza od samej

Oli, strategicznie przemilczala), wiec liczac wszystkie posrednie i bezposrednie
glosy, Ola ma ich 30, a Jas 28. ,,Czyli to ja powinnam zostaé przewodniczaca” —
zakonczyta swoj wywdd.

(&)

W
i
X

—_
[=2]
+
Ne)

+ 3 = 28 20 + 7+

"’

,Ola na prezydenta!”,  Nie! Przewodniczacy Jas!”, ,Zagrajmy w ...” — klasa
nawet nie zdazylta zaczaé sie ktocié, kiedy glos zabral Leo. Zauwazyl, ze idac
dalej zgodnie z logika Jasia i Oli, powinno sie liczy¢ wszystkie posrednie glosy
niezaleznie od liczby posrednikéw, a takich gltoséw byloby nieskonczenie wiele

i nic by to nie dato. Lepiej zalozy¢, ze glos, ktory przechodzi przez posrednika,
jest mniej wazny, i liczy¢ go jak polowe albo jedna piata glosu. Ogdlnie mozna
wybraé stalg a i glos, ktéry przechodzi przez k posrednikéw, liczyé jako a® glosu.
Wynik kazdej osoby bedzie wtedy nieskonczong suma uwzgledniajaca wszystkie
poérednie glosy. Na przyktad dla Jasia bedzie to K; = 3 + 9a + 16a® + ... a dla
Oli Ko =34 7a+20a® + ... Jedli a bedzie dostatecznie mate, to wszystkie takie
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Okazuje sig, ze zaproponowane przez Leo
sumy sa zbiezne zawsze wtedy, gdy a jest
mniejsze od 1/X, gdzie A to najwigksza
warto$é wlasna macierzy sasiedztwa
grafu.

Ranking dla miary Leo, czyli centralnosci
Bonacicha-Katza:

poz. ‘ K, (a=1/2) ‘ K, (a=1/5)

1. Ola (136,2) Jag (5,73)
2. Nel (104,8) Ola (5,66)
3. Jas (92,6) Nel (5,44)
4. Ula (69,1) Iza (4,94)
5. Iza (62,1) Max (3,29)

Czytelnik moze tez pobawié si¢ w liczenie
centralnosci na ponizszej stronie:
http://centrality.mimuw.edu.pl/editor
Podany graf mozna wczytaé, wybierajac
opcje ,Import > Predefined graph”.

Ranking dla PageRanka:
poz. ‘ PR, (a=1/2)

L. Nel (3,78)
2. Jas (3,70)
3. Ben (3,20)
4. Ola (2,96)
5. Iza (2,21)

Wigcej o PageRanku mozna przeczytaé
w A%, i ATI]

sumy beda zbiezne (tak sie przynajmniej Leo wydawalo, bo nie umial jeszcze tego
udowodnic).

, Lylko jak je policzy¢?” — dopytywalta klasa. Leo udmiechnal sie, bo byt
najbardziej zadowolony z tej czesci swojego pomystu. Mozna zauwazy¢, ze

w kazdym posrednim glosie na Jasia ostatnim posrednikiem bedzie Ben,

Iza lub Nel. Czyli kazdy taki glos liczy sie réwniez jako glos na Bena albo

Ize, albo Nel, ale z jednym posrednikiem mniej (czyli jest przemnozony

przez jedno a mniej). Zatem wynik Jasia to a razy suma wynikéw Bena, Izy

i Nel plus trzy bezposrednie glosy. Dostajemy zatem réwnanie rekurencyjne:
K;=3+4a-(Kp+ K;+ Ky). Mozemy takie réwnanie napisaé¢ dla kazdej osoby
w klasie i otrzymamy uklad réwnan, ktorego rozwiazaniem beda poszczegdlne
sumy.

Leo o tym nie wiedzial, ale jego metoda odpowiada centralno$ci Bonacicha—Katza,
zaproponowanej przez innego Leo — Leo Katza w 1953 roku. Miary centralnosci
stuza okresleniu istotnosci wierzchotka w grafie (pisaliémy juz o nich w Ail).
Centralno$¢ Bonacicha—Katza ocenia wierzcholek v w oparciu o waznos¢ jego
poprzednikéw: P(v). Formalnie jest to jedyna funkcja, ktéra dla kazdego
wierzchotka v spelnia nastepujace réwnanie rekurencyjne:

Z (a - K,+1).

w€P (v)

K, =

Klasa zabrala si¢ do liczenia. Szybko okazalo sie (z pomoca komputera), ze dla

a =1/2 wygrywa Ola przed Nel i Jasiem. Z ciekawosci sprébowano jeszcze obliczyé¢
wyniki dla @ = 1/5. Wtedy okazalo sie jednak, ze przoduje Ja$, a za nim jest Ola
i Nel. Po tym odkryciu w klasie na nowo wybuchta kl6tnia.

»,Najlepsze a to pél!”,  Jedna piata albo Smieré!”, ;Moze zagramy w marynarza?”
— dyskusja rozgorzala na dobre. Argumenty za mniejszymi i wiekszymi stalymi
padaly z lewej i z prawej. Nagle glos zabral Ben. ,/ Ta cala dyskusja nie ma sensu.
Wedtug mnie wygralem ja”. I przedstawit swoje rozumowanie: Niektére osoby
zaglosowaly na kilka oséb, ale niektére, jak na przykitad Cho, wybraly tylko jedna.
Sprawiedliwie byloby, Zzeby glos tych oséb byl zatem wazniejszy. W zwiazku z tym
Ben proponuje, aby wartosé gtosu kazdej osoby glosujacej podzieli¢ przez liczbe
0s6b, na ktora ona glosowala. W ten sposéb Ben dostalby 2 i pét glosu (pé6t od
Ady, jeden od Cho i jeden od Dana), czyli najwiecej ze wszystkich.

Pomyst podchwycil Leo. , Tu réwniez mozna liczy¢ glosy posrednie!” —
zauwazyl. Przykladowo, jedli jeden z dwéch glosow Ady jest na Bena,
ktoéry z kolei jeden z trzech swoich gloséw oddal na Nel, to mozna
powiedzieé, ze posrednio Ada oddala jedna sz6sta glosu na Nel, i policzy¢
go jako a/6 (mnozymy przez a, bo jest jeden posrednik). Podobnie jak
poprzednio, wynikiem jest suma wszystkich takich gtoséw. Na przyktad
dla Nel bedzie to PRy = % +1+ % + ga + %a + %a + ... Wartoéci mozna
znowu wyliczy¢ z pomoca réwnania rekurencyjnego. Tym razem postaci
PRy =%+4+1+1+a-(3PRg+ PRy + 3PRo).

Ta propozycja odpowiada z kolei innej mierze centralnosci — o nazwie PageRank.
PageRank w 1999 roku wymyslili Larry Page i Sergey Brin do oceny istotnoéci
stron internetowych w tworzonej wowczas przez nich wyszukiwarce Google.

Jedli przez deg®*(u) oznaczymy stopieri wychodzqgcy wierzcholtka u, czyli to, ile
krawedzi z niego wychodzi (czyli ile gloséw oddal), to PageRank wyrazi¢ mozemy

Wwzorem

ueP(v)

PR, = a~PRu+1.
degout (u)
W tym momencie dyskusja w klasie stala si¢ juz niestychanie chaotyczna.
Wszyscy przekrzykiwali si¢ miedzy soba, probujac ustalié, ktéra z metod wyboru
przewodniczacego jest najlepsza i kto powinien nim zostaé. Co chwile tez
pojawialy si¢ kolejne metody i co chwile kto$ wolal, Zze to on tak naprawde wygral.
W koricu jednak zadzwonit dzwonek i trzeba bylo podjaé jakas decyzje. Klasa
zgodzita si¢ wigc, zeby ostatecznie wybory rozstrzygnaé, grajac w marynarza.
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* Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Polecamy seri¢ trzech artykutéw
autorstwa Miguela Figueiry na temat
wodoru i formowania sie gwiazd

w galaktykach: Ago, Aég oraz Agl.

Od Redakcji: to wlasnie Autor tego
artykulu nadal imiona obu galaktykom.
Pochodza one od imion greckich bogéw
i funkcjonuja obecnie w $wiecie
astrofizyki.

Nieodlgcznym elementem kultu Astarte
byly akty seksualne spelniane pomiedzy
wyznawcami odwiedzajacymi swiagtynie
a specjalnymi kaptankami zwanymi
kedesza. Cze$¢ oddawano réwniez, palac
kadzidla, sktadajac w ofierze produkty
spozywcze, zwierzeta, a niekiedy takze
male dzieci.

Adonis — Sswiadek naglej Smierci
masywnej, pylowej Astarte

Mahmoud HAMED*

Wszechswiat u poczatkéw swojego istnienia, niecale 3 miliardy lat po Wielkim
Wybuchu, byl zupelnie inny niz ten, w ktérym zyjemy teraz. Prébujemy
zrozumieé, w jaki sposéb tworzyly sie i umieraly galaktyki w tym wczesnym
Wszechéwiecie. Najciekawsze sa te najwigksze — ultramasywne galaktyki, bogate
w pyl i gwiazdy. Jak zdotaly powstaé¢ w tak krotkim czasie? Czy procesy
gwiazdotwoércze zachodzily w nich gwaltownie, czy tez gwiazdy tworzyly sie
stopniowo, wykorzystujac bogate w wodor srodowisko?

Postep technologiczny ostatnich dwéch dekad umozliwil powstanie instrumentéw
astronomicznych, ktére pozwalaja obserwowaé¢ nawet najodleglejsze galaktyki.
Do takich instrumentéw nalezy interferometr ALMA, o ktérym piszemy

w lipcowym numerze (AZ,), czy radioinstrument LOFAR (zobacz A$§;). Nie
mozemy zapomnieé tez o wielkich teleskopach optycznych naziemnych (jak
VLT czy Keck), jak réwniez podczerwonych teleskopach umieszczonych

na okrazajacych Ziemie satelitach (np. Herschel oraz Spitzer). Dzieki
obserwacjom dowiedzieliSmy sie, ze galaktyki nie sa niezmiennymi tworami,
zastyglymi w czasie i przestrzeni, ale przypominaja zywe organizmy — rodza
sie, starzeja i umieraja. Za dlugoséé ich zycia odpowiada predkosé procesow
gwiazdotwoérczych. W galaktyce gwiazdy moga sie tworzy¢ jedynie do
wyczerpania wodoru — gléwnego budulca gwiazd. Gdy wodoru zaczyna brakowaé,
nowe gwiazdy nie moga powstawacé i galaktyka umiera.

7 wieloletnich obserwacji wynika, ze w dawnym Wszech$wiecie galaktyki
tworzyly wiecej gwiazd niz obecnie. Najwiecej gwiazd powstawalo w czasach
tzw. Kosmicznego Poludnia (Cosmic Noon), kiedy Wszech$wiat mial zaledwie
3 miliardy lat, czyli okoto 10 mld lat temu. Astronoméw intryguje m.in.

fakt, ze niektére z galaktyk zyjacych w czasie Kosmicznego Poludnia byty
nawet kilkakrotnie bardziej masywne niz dzisiejsze znacznie starsze galaktyki,
takie jak nasza Droga Mleczna. Sg to tzw. galaktyki ultramasywne. Dzigki
danym zebranym w szerokim zakresie pasma elektromagnetycznego w czasach
Kosmicznego Potludnia mozliwe stalo sie Sledzenie loséw takich ultramasywnych
galaktyk. Mozliwe stalo si¢ poszukiwanie odpowiedzi na nasuwajace si¢
pytanie, w jaki sposéb ultramasywne galaktyki uzyskaly swoja mase? Czy
utworzyly swoje gwiazdy w krotkim okresie bardzo intensywnej aktywnosci
gwiazdotworczej, czy tez w po prostu w dluzszym czasie bardziej wydajnie niz
ich starsze kolezanki zamienialy wodér w gwiazdy?

Aby na te pytania odpowiedziec¢ i zbadaé¢ nature ultramasywnych obiektow,
nalezy dokladnie przeanalizowaé¢ procesy fizyczne zachodzace w osrodku
miedzygwiazdowym tych olbrzymoéw. Poniewaz informacje na temat galaktyki
zawarte sa w réznych dhugosciach fal elektromagnetycznych, dlatego

w przypadku doktadnej analizy obiektéw astronomicznych takie globalne
spojrzenie na witadciwosci fizyczne jest niezwykle istotne. W taki tez sposéb
»przebadano” dwie ultramasywne galaktyki z epoki Kosmicznego Potudnia:
Astarte i Adonisa. Okazalo sie, ze Astarte jest nie tylko ultramasywna, ale tez
ultrapylowa. Jest bardzo jasna w podczerwieni, czyli w zakresie promieniowania
cieplnego emitowanego przez pyl w o$rodku miedzygwiazdowym. Astarte jest tak
zapylona, ze ledwo widaé ja w Swietle widzialnym! Jest to powszechna cecha
pytu w galaktykach — pochtania on fotony o krétszej dtugosci fal i emituje

ich energie w podczerwieni. Jest to tak zwane zjawisko tlumienia, o ktérym
pisaliémy juz na tamach Delty (AS,). Adonis z kolei nie jest tak silnie zapylony
i w przeciwienstwie do Astarte widoczny jest w ultrafiolecie i $wietle widzialnym,
natomiast niknie w podczerwieni. Razem z Astarte tworza interesujacy

uklad przeciwienstw, ktéry moze powiedzieé¢ wiele o ich ewolucji i byé¢ moze

w niedalekiej przysztosci pomoc rozwiazaé zagadke, w jaki sposob rzadkie
masywne galaktyki zdotaly sta¢ si¢ bardziej masywne niz ich sasiadki.
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Emisja CO

Adonis

Astarte — wiek 3 miliardy lat, 40 razy
cigzsza od Drogi Mlecznej,
Adonis — wiek 3 miliardy lat, 10 razy
ciezsza od Drogi Mlecznej
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Ultramasywna Astarte zostala zaobserwowana za pomoca interferometru
Atacama Large Millimeter Array (ALMA), ktory rejestruje zimny pyl

i emisje ze wzbudzonych czasteczek w osrodku miedzygwiazdowym. Dzieki
obserwacjom ALMA wykryto emisje pochodzaca od tlenku wegla (CO)

z oblokéw molekularnych Astarte. Umozliwilo to oszacowanie masy wodoru

w tej galaktyce. Okazalo sie, ze poziom zawartosci gazu w Astarte jest znacznie
nizszy niz w typowych galaktykach gwiazdotworczych obserwowanych w okresie
Kosmicznego Poludnia. Podstawowe parametry fizyczne tego interesujacego
ukladu: ilos¢ obecnych w nich gwiazd i tempo powstawania nowych, sa réwnie
ciekawe. Okazalo sie, Zze tempo powstawania gwiazd w Astarte jest znacznie
wyzsze, niz mozna wyjasni¢ na podstawie jej zapaséw wodoru. Jeli Astarte
nadal bedzie tworzy¢ gwiazdy w tym tempie, to wyczerpie caly swdj gaz w ciagu
najblizszych 220 milionéw lat. Okres 220 milionéw lat dla galaktyki to bardzo
niewiele w poréwnaniu do zwyklych skal czasowych, z jakimi mamy do czynienia
w przypadku proceséw zachodzacych w galaktykach. Adonis jest réwniez
nietypowy: tworzy zbyt wiele gwiazd w stosunku do swojej masy — taki proces
nazywamy silnym wybuchem gwiazdotworczym.

Jednym z najwazniejszych wnioskéw z tych obserwacji jest to, ze ultramasywna
Astarte, 40 razy bardziej masywna niz nasza o wiele starsza, ale wciaz mtodo
wygladajaca Droga Mleczna, umiera; Astarte nadal zmienia swéj wodoér

w gwiazdy, kontynuujac proces rozpoczety w trakcie wybuchu aktywnosci
gwiazdotwoérezej, jaki przechodzi wtasnie jej sgsiad Adonis. Wynik ten motywuje
do jeszcze dokladniejszych badan nad ewolucja galaktyk.

A0
%Z
©

Jak sie nie pomylié¢, czyli
potega matematycznego myslenia

Jak sie nie pomyli¢? Zapewne wszyscy zgadliémy odpowiedZ — nalezy siggnaé
po zdrowy rozsadek wzmocniony krytycznym mysleniem matematycznym. Ale
i to nie zawsze wystarcza, o czym opowiada w swojej ksiazce Jordan Ellenberg.
Autor prowadzi nas od starozytnych poczatkéw matematyki przez perypetie
pionieréow teorii prawdopodobienstwa w XVII wieku az po kryzys replikacji we
wspotczesnych naukach eksperymentalnych.

Atutem ksiazki jest jej aktualnosé. Na co dzien jesteSmy bombardowani danymi
liczbowymi, ktére pomimo swojej pozornej Scistosci (a moze nawet dzieki

niej) sa w stanie wprowadzi¢ nas w blad. Ellenberg siega po medialnie znane
przyktady bledéow w nauce i publicystyce, a nastepnie w prosty sposéb pokazuje,
jak sie nie daé¢ zwie$¢ na manowce. Oprécz wnioskowania statystycznego znalazto
sie tez miejsce na wycieczki w strone filozofii matematyki, geometrii rzutowej,
teorii informacji czy teorii liczb.

Przed jedna rzecza musze tylko przestrzec. O ile zywy jezyk oryginalu zostal
dobrze oddany w polskim tltumaczeniu, to matematyczna precyzja autora
niestety nie. W kwestiach rozréznienia miedzy suma a iloczynem, ciagiem

a szeregiem, cyfra a liczba Czytelnik musi wiec miejscami liczy¢ sam na siebie.
A na koniec reklama: w maju ukazala sie nowa ksiazka Ellenberga pt. Shape
o geometrii ukrytej w problemach, w ktérych byémy sie tego nie spodziewali.
Jako geometra algebraiczny (czlowiek widzacy geometrie nawet w réwnaniach
diofantycznych) autor z pewnoscia ma tu duzo do powiedzenia.

M. M.
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*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Geometryczna interpretacja jednego
kroku metody Newtona jako metody
stycznych

Za to metodqg Simpsona nazywamy
pewien sposéb przyblizonego obliczania
caltek (choé¢ Bonaventura Cavalieri wpadt
na ten sam pomyst juz w 1639 r.).
Skadinad jest to szczegdlny przypadek
ogdélnej metody aproksymacji calek,
wczesniej odkrytej przez... Newtona.

‘Weczesniej, zapewne okolto 1665 roku, do
przyblizonego rozwigzywania podobnych
réwnan wielomianowych Newton uzywat
czegos$, co obecnie nazywamy metoda
siecznych i traktujemy jako przyblizona
wersje metody... stycznych.

Ten algorytm dodatkowo komplikuje fakt,
ze na kazdym kroku trzeba rozwazy¢
nowy wielomian. To, ze proces mozna
iterowaé, podstawiajac do oryginalnego
wielomianu kolejno uzyskiwane
przyblizenia, zauwazyt Joseph Raphson
w 1690 roku — i dlatego metode stycznych
niektorzy nazywaja metodqg
Newtona—Raphsona.

Przez wieki z metodg Newtona
Piotr KRZYZANOWSKI*, Grzeqorz LUKASZEWICZ*

Tytulowa metoda stuzy do wyznaczania przyblizenia miejsca zerowego x zadanej
funkcji f, czyli innymi stowy — przyblizonego rozwiazywania réwnan postaci

f(z) =0.
Glowna idee najprosciej przedstawi¢ na rysunku. Zaczynamy od jakiegos
sensownego przyblizenia, xg, poszukiwanego miejsca zerowego x. Jak wiadomo,
gladka krzywa mozna w okolicy ¢ dobrze aproksymowac styczna do niej, wobec
tego miejsce zerowe f powinno dawac si¢ lepiej przyblizy¢ jako miejsce zerowe xq
prostej stycznej do f w punkcie zy (zob. rysunek obok), a je przeciez latwo
wyznaczy¢:
_ (o)
f(@o)
Powyzszy pomyst mozemy powtarza¢, dostajac ciag kolejnych przyblizen zq, 1,
x9 itd., zadanych wzorem rekurencyjnym

— i wladnie ten algorytm nazywamy metodg Newtona. Moze wiec nas
zdziwié, ze powyzszy wzér (i to od razu z bardzo waznym uogdlnieniem na
przypadek ukladéw réwnan nieliniowych z wieloma niewiadomymi!) zostal po
raz pierwszy podany przez Thomasa Simpsona w 1740 roku — a wiec wtedy,
gdy Isaac Newton od kilkunastu lat spoczywal w grobowcu w Opactwie
Westminsterskim. . . Co wiecej, na jej geometryczny aspekt, od ktérego tu
zaczeliémy, zwrdcono uwage nawet jeszcze pozniej.

Tr1 = X

f(xr)

LTk4+1 = Tl —

Metoda Newtona, jakiej uzywal Newton

Dlaczego zatem ,metoda Newtona”? W traktacie De analysis per aequationes
numero terminorum infinitas, pochodzacym prawdopodobnie z 1669 roku,
Newton przedstawia rozwiazywania rownan wielomianowych, postugujac sie
takim oto przyktadem:

(2) ¥ — 22 —5=0.

Poniewaz na pierwszy rzut oka widaé, ze pierwiastkiem tego réwnania jest liczba
okoto 2, to zapisujac go w postaci x = 2 4 p i podstawiajac do rownania ,
dostaniemy nowe réwnanie, tym razem na p:

(3) p> +6p? +10p — 1 = 0.

Skoro x & 2, to w konsekwencji p =~ 0. Nieznang warto$¢ p mozemy wiec
wyznaczy¢ w przyblizeniu, pomijajac w wszystkie wyzsze potegi i dostajac
réwnanie uproszezone: 10p — 1 = 0, skad oczywiscie p = 15.
A dalej — wiadomo, powtorzymy schemat: teraz przeciez chcemy rozwiazaé
rownanie , dla ktérego znamy przyblizone rozwigzanie p = 1—10. Zapisujemy
wiec doktadne p w postaci p = 1—10 + ¢, gdzie ¢ ~ 0. Podstawiamy, dostajemy
kolejny wielomian itd.

We wspdélezesnym jezyku dostajemy ciag kolejnych przyblizen (ograniczamy sie
do podania wyniku do pierwszej niedokladnej cyfry):

Zo =2,

Ty =29 +p = 2,1,

T2 =x0+p+gq = 2,09456,

T3 =... = 2,0945514816,

Tyg=... = 2,09455148154232659149,
r5 = ... itd.

Jak tatwo zauwazy¢, nieliniowe réwnanie na idealna poprawke zastepujemy
réwnaniem liniowym, ktére faktycznie odpowiada znalezieniu miejsca zerowego
stycznej... a wigc — to jest metoda Newtona, zastosowana do f(x) = 23 — 2z — 5.
Tyle ze w algorytmie podanym przez Newtona nie wystepuje ani wzor , ani
nawet pojecie pochodnej — ktérego przeciez Newton byl wspéttwoérea!
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Scislq odpowiedZ na pytanie o to, jak
szybko jest zbiezna metoda Newtona

i przy jakich zalozeniach na funkcje f,
podal dopiero Augustin Louis Cauchy

w 1829 roku. Np. dla ztosliwie dobranego
wielomianu f(z) = 22 — 2z + 1 metoda
Newtona zmniejsza btad dwukrotnie, co
mniej wiecej co trzy iteracje dodaje ledwo
jedna nowsa cyfre wyniku.

Theon niepotrzebnie skomplikowal ten
proces (mial swoje powody, w ktére nie
wnikamy); my podajemy wersje
»uczesang”.

T p

Geometryczne uzasadnienie metody
Herona

7 drugiej strony, musimy by¢ $wiadomi przelomu, jakiego dokonal Newton:
wczedniejsze metody przyblizonego rozwiazywania réwnan wielomianowych —
na przyklad metoda Viéte’a z 1600 roku (ktérej nie przedstawiamy tutaj, choé
wiadomo, ze Newton bardzo dokladnie ja przestudiowal) — nie dosé, ze bytly
bardziej zlozone, to po kazdej iteracji zwigkszaly dokladnosé wyniku tylko

o jedna cyfre. Tymczasem, jak mogliSmy zobaczy¢ w przykladzie powyzej,
metoda Newtona w ,typowym” przypadku po kazdej iteracji z grubsza
podwaja(!) liczbe dokladnych cyfr wyniku — i tego faktu Newton byl w pelni
Swiadom.

I choé¢ w zadnym ze znanych rekopiséow Newtona nie znaleziono wzoru ,
to jednak pamietajmy, ze zdarzylo mu sie uzy¢ dokladnie takiej metody
do wyznaczenia miejsca zerowego funkcji nie bedacej wielomianem (zob.
G. Lukaszewicz: Réwnanie Keplera w Principiach Newtona, ALY).

Metoda Newtona, zanim narodzit sie Newton

Czy Newton byl pierwszym, ktéry wskazal tak szybko zbiezng metode
rozwigzywania réownan? Okazuje sie, ze w pewnych bardzo szczegolnych
przypadkach juz starozytni korzystali z algorytmu, ktéry dzis tatwo nam
zinterpretowaé jako zastosowanie metody Newtona.

Na przyktad Heron z Aleksandrii okoto 1600 lat przed Newtonem opisywatl
babilonska metode — my znamy ja jako metode Herona — wyznaczania
przyblizonej wartosci x = y/a. Pomyst byl calkiem prosty: jesli znamy jakies
przyblizenie zg > /a, to wtedy < V/a réwniez jest przyblizeniem +/a. Wobec
tego ich érednia bedzie przyblizeniem na pewno lepszym od zq itd... W efekcie

dostajemy iteracje
1 a
Th41 = 3 TE + ;k

— a to przeciez nic innego, jak metoda Newtona zastosowana do réwnania

22 —a=0.

Zyjacy kilka wiekéw po Heronie Theon z Aleksandrii podawal takie oto
eleganckie geometryczne uzasadnienie tego procesu. Skoro zamiast doktadnej
wartosci = y/a znamy jej przyblizenie xo = z + p (i oczywidcie p jest male), to
pole kwadratu o boku xg jest réwne

2= (x+p)? =2+ 2zp+p° =a+ 2z —p)p+p°.
Zatem znéw, dokladajac malutki kwadracik p? — czyli zaniedbujac wyzsze
potegi p (gdzie$ to chyba juz widzieliémy?) — mozemy zamiast powyzszego
rownania kwadratowego rozwiazaé prostsze, liniowe:

m% = a + 2zgp,

2
e —a ..
=0~ i w konsekwencji —
Zo

skad wyznaczamy przyblizenie idealnej poprawki p =
lepsze przyblizenie rozwigzania:
—a 1 a
1 =To—p=2To— =z |\To+— |-
2580 2 To

A dalej — wiadomo, powtarzamy cala operacje z nowym przyblizeniem z; itd.

Warto w tym momencie dodaé, ze Newton, a przed nim arabscy matematycy

w XII wieku — zob. [Ypma, str. 539 i 541], podali analogiczne eleganckie metody
przyblizania pierwiastkéw dowolnego stopnia n, réwnowazne wykorzystaniu
metody stycznych do réwnania 2™ —a = 0.

Metoda Newtona dzisiaj

Omawiany algorytm , a zwlaszcza jego wielowymiarowy wariant

opracowany przez Simpsona, nie jest bynajmniej historycznym zabytkiem:

to jedna z powszechnie uzywanych w nauce i technice metod numerycznych.
Sprowadzenie trudnego zadania nieliniowego o wielu milionach niewiadomych do
sekwencji zadan liniowych pozwala uzy¢ np. wyrafinowanych algorytmow algebry
liniowej (o jakich pisaliémy w Delcie |Alg).
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Ale nie tylko! Na przyklad w procesorze Intel Itanium operacja dzielenia dwéch
liczb rzeczywistych b/a sprowadza sie do pomnozenia b - % Aby za$ obliczyé

T = %, projektanci zdecydowali sie wykona¢ kilka iteracji algorytmu, w ktérym na
szczescie nie wystepuje operacja dzielenia, a za to mozna skorzystaé z instrukcji

FMA (fused multiply-add) procesora:

r, =1 — axg,

Tht1 = Tk + TETk-

Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, ze tak okreslony ciag (xy) jest po

prostu ciagiem generowanym metoda Newtona dla f(z) =

Zrédla:

J.-L. Chabert, History of Algorithms,
Springer 1999.

H. Goldstine, A History of Numerical
Analysis from the 16th through the
19th Century, Springer 1977.

T. Ypma, Historical Development of the
Newton-Raphson Method, STAM
Review 37 (4) 1995.

a > 0 zachodzi

Newtona.

Coraz blizej kota

O kocie Schrodingera styszeli wszyscy. Wrécimy do
niego za chwile, na razie jednak przypomnijmy dwa
doswiadczenia, ktore pozwolily odpowiedzieé¢ na
powtarzane od wiekow pytanie: czy $wiatlto to fala, czy
strumien czastek. Pierwsze z nich wykonal na poczatku
XIX wieku Thomas Young i udowodnil, ze Swiatto
ulega dyfrakcji i interferencji, co $wiadczy niezbicie

o jego falowej naturze. Kilkadziesiagt lat pézniej inne
doswiadczenia pozwolity odkry¢ efekt fotoelektryczny,
ktéry na poczatku XX wieku wyjasnit Albert Einstein.
Stwierdzil on, ze swiatlo sktada si¢ z kwantow, czyli
»porcji energii”, zwanych dzis fotonami. W naszych
rozwazaniach skupimy sie jednak na tym, co byto
péznie;j.

Fotony interferuja miedzy sobg?

Koncepcja Einsteina pozwolita wyjasnié¢ efekt
fotoelektryczny, a takze kilka innych zjawisk. Stworzyta
jednak nowy problem: jak wyjaénié¢ interferencje
Swiatla? Moze jest ona wynikiem oddzialywania

1_
T

a oraz, ze dla

1 2

T4+1 — —
* a

1

=a-|Tp — —
a

I wlasnie na tym — ze (w typowym przypadku) blad w nastepnym kroku jest
rzedu kwadratu btedu w biezacym — polega nieprzemijajacy czar metody

Marcin BRAUN

fotonow? Czy tam, gdzie powstaje ciemny prazek
interferencyjny, fotony zderzaja sie tak nieszczesliwie,

ze ulegaja zniszczeniu? To mozna sprawdzi¢. Wykonajmy
doswiadczenie Younga jeszcze raz, ale tym razem wezmy
zrodlo swiatla tak stabe, zeby wypuszczalo z siebie po
jednym fotonie co sekunde. Zamiast ekranu uzyjemy
kliszy fotograficznej, po kazdym fotonie zostanie jedna
kropka. Pojedynczy foton nie bedzie mial z czym
oddzialywaé. Pewnie czesé fotonéw przeleci przez jedna
szczeling, a czedé przez druga. Nie zaobserwujemy wiec
prazkéw interferencyjnych, ale dwie plamy — po jednej
za kazda szczelina. Jesli ekran znajduje sie daleko od
szczelin, plamy te naloza sie¢ na siebie i wtedy takze
prazkéw nie bedzie. Takie doswiadczenie rzeczywiscie
zrobiono. Okazalo sie, ze po kazdym fotonie zostawala
jedna kropka. W miare jednak, jak kropek przybywalo,
uktadaty si¢ one w dobrze znane prazki interferencyjne.
Tak wigc foton nie interferuje z innymi fotonami. On
interferuje sam ze soba! Najwyrazniej nie tylko strumien
fotonéw, ale nawet pojedynczy foton jest fala.

De Broglie: wszystko jest falg

Sprawa skomplikowala sie jeszcze bardziej, gdy francuski ksiaze Louis Victor

T Wszyscy czytaja to nazwisko /de broj/,
tak tez podaje francuska Wikipedia,
cytujac podrecznik fonetyki. Stownik
Larousse’a podaje wymowe /de brogli/.

Pierre Raymond de Broglie! z ksiazecym iscie rozmachem uznal, ze skoro éwiatlo
moze byé¢ jednoczeénie fala i strumieniem czastek, to taka samg podwdjna
nature powinny mieé¢ wszystkie inne czastki mikrogwiata. A jaka dtugo$é ma

Stala Planca wynosi:_
h = 6,62607015 - 10" 3* kg - m?/s.

fala zwiazana z czastka? De Broglie skorzystal ze wzoru na ped fotonu p = h/\,
czyli ped = %. Zgodnie z tym wzorem foton o pedzie p ma dlugo$é

fali A = p/h. Uczony przyjal, ze taki sam wzoér obowiazuje réwniez dla innych
czastek. W jaki sposéb mozna sprawdzi¢ do$wiadczalnie te hipoteze? Uzyjmy
stosunkowo lekkich czastek, aby przy rozsadnej predkosci mialy w miare maty
ped, a tym samym — w miare duza dlugosé fali. Dobrym rozwiazaniem okazuja
sie elektrony. Odpowiadajaca im dlugos¢ fali jest mniej wiecej rozmiaréow atomu.
Co prawda trudno bytoby wycia¢ dwie szczeliny oddalone o rozmiar atomu,

a tym bardziej wykonaé siatke dyfrakcyjna zawierajaca wiele rozmieszczonych
tak szczelin, ale takie siatki Natura produkuje w wielkiej ilosci. To krysztaly.
Juz w 1927 roku, zaledwie cztery lata po pomyéle de Broglie’a, potwierdzono
doswiadczalnie dyfrakcje i interferencje elektronéw. Pozniej przeprowadzono

to doswiadczenie w nowej wersji. Dobrano predkos¢ elektronéw i czestotliwosc
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Rozwigzanie zadania M 1685.

n € {1,2}.

Niech liczba Ahmeda bedzie miala
dzielniki 1 =dp < d; < ... < dp =n.
Zauwazmy, ze liczba n + 1 jest wzglednie
pierwsza ze wszystkimi tymi dzielnikami,
stad liczba

A= (do+1)(dy +1)-... - (dr—1 + 1)
musi by¢ podzielna przez
B:=dy-dy ... dg.
Ponadto
di 2 do+1
dy > di + 1,

()

dp Z dg—1 + 1.

Mnozac te nieréwnosci, otrzymujemy, ze
A < B, askoro B| A, to A= B, czyli
wszystkie nieréwnosci w stajg sig
réwnosciami. Ale wtedy

n =dy = dr—1 + 1, czyli n jest podzielne
przez dr—1 = n — 1. Stad albo n = 2, albo
liczba dj—1 nie istnieje, czyli n = 1.

v e _w
W r. 2139 heda na Swiecie
sami warjaci

Jeden z Anglikéw obliczyl, 2e w roku
2139 caly éwiat bedzie skladal sie¢ tylko z
samych warjatéw. Nie sa to zadne przepo-
wiednie, ani tez jakie§ dociekania, tylko
gcisle matematyczne obliczenia. W roku
1859 wypadal 1 warjat na 535 zdrowych, w
roku 1897 jeden warjat juz tylko na 312
zdrowych; dalej rozwija sie stosunek na-
stepujaco: w r. 1926 — 1:150, w r .1977 be-
dzie 1:100, idac za$ tym sposobem liczenia,
dochodzi sie do wniosku, ze w roku 2139
caly Swiat bhedzie si¢ skladaé z samych wa-
riatow. Te obliczenia sa dokonane é&ciéle
matematycznie. Jak mozna wiec nie wie-
rzyc! M

promieniowania rentgenowskiego w taki sposéb, aby fala materii elektronow

i fala rentgenowska miaty te sama dilugosé. Okazalo sie, ze uzyskane obrazy
interferencyjne sa identyczne. Sprawdzono tez, ze elektron interferuje sam

ze soba, a nie z innymi elektronami — podobnie jak to zrobiono dla fotonéw.
Teorie fizyczna uwzgledniajaca falowe wlasnosci materii nazwano mechanika
kwantowa. Opisuje ona wiele niezwyklych wlasnosci — elektron biegnie
dwiema drogami réwnoczesnie, atom jednoczesnie rozpada si¢ i nie rozpada,
a w dodatku nie mozna przewidzieé, co si¢ wydarzy: mozna najwyzej obliczy¢
prawdopodobienstwo.

Falowa natura mikroswiata?

Im wieksza masa czastki, tym wiekszy jej ped, a co za tym idzie — krotsza
dlugosé fali de Broglie’a. Dlatego nikt nie obserwuje falowej natury materii na
co dzien. Podobnie jest z innymi efektami przewidywanymi przez mechanike
kwantowa. Wlasnie dlatego kot Schrédingera w stanie mieszanym, , jednoczesnie
zywy i martwy”, jest dla nas takim absurdem. Kolejna, ostatnia juz linia obrony
zdrowego rozsadku przed wnioskami z mechaniki kwantowej to stwierdzenie, ze
jest ona teoria mikro$wiata. Tam, na dole, moga si¢ dzia¢ dziwne rzeczy, ale
nasz zwykly swiat jest porzadny, klasyczny. W rzeczywistosci jednak nie istnieje
zadne gérne ograniczenie wielkosci cial, dla ktorych obowigzuja prawa fizyki
kwantowej. Zgodnie z ta teoria kot moze byé¢ w superpozycji stanéw nie tylko
dlatego, ze w sprytny a okrutny sposoéb potaczono go z atomem, ale po prostu
dlatego, ze sam jako obiekt materialny podlega mechanice kwantowej.

Coraz wieksze, coraz ciezsze

Ten brak gérnej granicy obowiazywania praw mechaniki kwantowej najlepiej
widaé¢ wlasnie w przypadku interferencji. W ciagu stu lat, ktore minety od
czasu pierwszych doswiadczen z dyfrakcja i interferencjg elektronéw, takie same
zjawiska obserwujemy dla coraz wigkszych i ciezszych obiektéw. Po elektronach
przyszly neutrony i lekkie atomy, potem za$ coraz ciezsze atomy i czasteczki.
Postep przedstawiono na wykresie.

5

)
g
53,75 / rok | masa m [amu] | logm
o “Coo 1927 0,005 | —2,3
- 25 1930 0,6
5 1936 1 0
1,26 e 1969 39 1,6
0 fleutron 1999 720 2,9
2013 10000 4
15 2019| 25000 4.4
-2,5 ¢ elektron Ostatnie dwie kropki na wykresie
celowo nie zostaly podpisane.
—3,75 Odpowiadajace im czasteczki nie
1920 1945 1970 1995 2020

maja nazwy zwyczajowej, a ich

lata  hudowa jest do$é skomplikowana.

Na skali pionowej przedstawiono logarytm masy wyrazonej w jednostkach masy
atomowej, oznaczanej od skrotu angielskiego wyrazenia przez amu. Aktualny
rekord, ustanowiony w 2019 roku, to okoto 25 000 amu, prawie 50 mln razy
wiecej od masy elektronu. Jeszcze wigksze wrazenie robi (przynajmniej na mnie)
roéwnolegta $ciezka badan — interferencja obiektéow nie az tak ciezkich, ale za

to coraz blizszych chemii zycia. Ostatnie (2020 r.) osiagniecie to potwierdzenie
falowych wlasciwosci gramicydyny. Jest to naturalny polipeptyd. Jego czasteczka
sktada sie¢ z 15 aminokwaséw. Do bialek juz tylko jeden krok.

Co dalej?

Jesli dotychczasowy trend sie utrzyma, mtodsi z nas maja szanse dozy¢
interferencji wiruséw, za jakie$ 40 lat, a niektorzy moze nawet interferencji
bakterii, po kolejnych 40 latach. Okoto 2380 roku potwierdzimy interferencje
kota, a kilkanadcie lat pdzniej sami mozemy by¢ przedmiotem takich
doswiadczen. Jesli oczywiscie tymczasem nie spelni sie inna przepowiednia,
oparta na podobnych wyliczeniach (zob. wycinek z pisma ,,Oredownik”

z roku 1936).
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Zyclie na

ZY \~®125

Nigdzie w Biblii drzewo wiadomosci
nie jest nazwane, to my przypisaliSmy je

rodzajowi. .. Malus.

Nazwa arboretum wywodzi si¢ od

tacinskiego stowa arbor

drzewo.

[ I .
Najstarsze drzewo hodowlane Swiata
Jaki to owoc — wazny dla uczniow zglebiajacych fizyke klasyczna i dla
czytelnikéw Biblii (swoja droga, ile razy czytaliscie Biblie? Ja niewiele)? Kojarzy
si¢ z Adamem i Ewg, boginiami greckimi, Ateng, Afrodytg i Hera, i Newtonem
lezacym w sadzie. Chodzi oczywiscie ... o jabtko i jablon. Nic dziwnego —
o czasach Edenu zapiséw brak, ale pierwsze jablonie (jadalny owoc, Malus
sieversii) rosly zapewne ponad 10 tys. lat temu w Azji Poludniowej (dzi$
Kazachstan). Jako pozywienie — dla ptakéw byly za duze, ale upodobaly je sobie
brunatne goérskie niedzwiedzie i sadzi sie, ze to one jabtka rozpowszechnity.

W Grecji i Rzymie znane byly juz jako smaczny owoc (w starozytnym

Rzymie 30 odmian). Nie wiadomo dokladnie, ile jest dzi§ odmian jablek na
globie, podawane liczby wahaja si¢ miedzy 10 a 20 tysiecy w bankach genéw.
Dostepnych na rynku okoto 2500. Znana jest na przykitad oryginalna odmiana
o czarnych owocach — Diament Tybetu. Drzewa te rosna na wysokosci okolo
3000 m n.p.m., przy duzych wahaniach temperatury.

To, co mozemy kupié, zalezy od biezacej mody — u nas mode na jabltka inicjowal
jeszcze w drugiej potowie XX wieku polski sadownik, profesor Szczepan
Pieniazek (pamietam odmiane macintosh!). Dzi§ szukamy jablek chrupiacych,
soczystych, lekko kwasnych, poprzednio modne byly stodkie i maczniste
(reneta). Zachowaly sie tez polskie regionalne nazwy odmian: koraliki, wenetki,
mnichy, burty, brzeczki, zelazka, cytrynéwki, grzechotki, kapusniaki, wedliki. . .
Tylko wyobrazni brak, czym si¢ réznity. Do Polski jabtka sprowadzili Cystersi
w XII wieku, dzi$ szczycimy sie mianem najwiekszego eksportera w Europie

i na $wiecie, a przeciez konkurujemy z najwazniejszymi producentami jabtek —
Ameryka i Chinami.

Jablon owocuje dzieki zapyleniu przez owady pytkiem z obcego drzewa. Dlatego
nowej odmiany nie rozmnaza sie z nasion, tylko szczepiac pedy (zrazy) na
utrwalonych podtozach, pniach. Czyli... klonuje! Wyprowadzenie nowej
odmiany trwa ponad 10 lat (trzeba doczekaé stabilnego owocowania), dlatego
jest to zabieg dos¢ kosztowny. Pierwszy patent na odmiane jabloni przyznano
w 1933 roku.

7 pewnoscia do wyhodowania nowej odmiany tatwiejsze by bylo zastosowanie
techniki inzynierii genetycznej. Mozna by na przyklad hodowanej komoérce
jabloni (o smacznym owocu), ktérej brak odpornosci na parch jabloni, dolozy¢
gen nadajacy taka odpornosé. Jednak poza podobnymi pomystami, ktére
narodzity sie w glowach akademikéw, zadna duza firma rolnicza nie podejmie
sie takich manipulacji — znajac histori¢ spotecznych walk o wprowadzanie roslin
GMO do obrotu. Owszem, jedna probe uczyniono — w sprawie chyba dos¢ blahej
(o czym za chwile). Bylo to mozliwe, poniewaz od 2010 roku znany jest caly
genom jabloni zawarty w 17 chromosomach, zapisany 742 300 nukleotydami.
Ciekawe: genom ten jest identyczny z gruszkowym w 96,35%. Dzisiejsze jabka,
o czym Swiadczy genetyka, to hybryda 4 gatunkow. Jablon jest uznawana za
najstarsze drzewo hodowlane.

Wracajac do wspomnianej préby — postanowiono zmieni¢ niepozadang przez
konsumentéw ceche — brazowienia miazszu przekrajanego lub zranionego jablka.
Podobno w USA marnuje sie¢ potowa zbioréw z tego powodu — Amerykanie
takiego jabtka jes¢ nie chcalll Brazowienie jest skutkiem dziatania enzymu,
oksydazy polifenolowej, na naturalne fenole i przeksztalcania ich w polifenole.
W owocu oba skladniki zamkniete sa w réznych , przedzialach” — uszkodzenie
migzszu te substraty miesza. Blokujac gen enzymu, uzyskano oczekiwany

efekt braku zmiany barwy po uszkodzeniu tkanki. Te odmiane zatwierdzila do
wprowadzenia na rynek amerykanska Agencja Zywnosci i Lekéw (FDA). Nad
podobng procedurag zastanawia sie¢ Kanada. ..

Szukajac informacji o jabloniach, natknelam sie w Internecie na obszerny opis
arboretum Bolestraszyce. Nie bytam tam, ale mysle, ze moge poleci¢ wizyte
w zatozonym w 1975 roku naukowym parku — polozonym 7 km na pdélnocny
wschéd od Przemysla. Obiekt obejmuje park i dwér (w polowie XIX w. mieszkal
tu i tworzyl znakomity malarz Piotr Michalowski), a takze dziewietnastowieczny
fort dawnej Twierdzy Przemysl. Rosng tam m.in. odmiany: boiken, antonéwka,
rapa zielona, kronselska, malinowa, kosztela, koksa, grafsztynek, jonatan oraz
odmiany renet.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Intuicja matematyczna w Raju?

Mirostaw LACHOWICZ*

*Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW

E quindi uscimmo a riveder le stelle — ostatni wers , Piekla”, Dante Alighieri

W miesigcu wydania tego numeru Delty mija 700 lat

od $mierci Dantego Alighieri (1265-1321). Wielki poeta
zmart w Rawennie, wygnany z rodzinnej Florencji. Warto
zobaczy¢ dekret skazujacy Dantego na wygnanie, gdyz
wyglada bardzo wspdlczesnie (do pewnego momentu
oczywiscie, palenie na stosie bowiem wyszto z mody):

Alighieri Dante jest osadzony za baraterie, oszustwo, falsz,
umyslne wykroczenia, zlosliwosé, nieuczciwe nawolywania,
nielegalne dochody, pederastie i skazany na 500 florenéw,
wieczysty zakaz pelnienia funkcji publicznych, wieczyste
wygnanie (zaocznie), a jesli zostanie ujety, ma by¢ spalony
na stosie, az umrze (ttumaczenie — ML). Z Archiwum
Miasta Florencji, 10 marca 1302 roku.

No c6z, artystom nigdy nie byto tatwo, szczegélnie gdy
wdali sie w polityke. Kto mial stuszno$é¢? To okazuje sie
zazwyczaj po czasie. W przypadku Dantego jego postawa
okazala sie gruntownie niestuszna za jego czasow. Z drugiej
strony niewiele jest oséb, ktére zrobity dla Florencji tyle,
ile zrobit Dante. Ciekawe, jak wygladalby wspoétczesny
jezyk wtoski, gdyby Dante postanowil napisaé swoje
najwazniejsze dzielo po tacinie albo w innym niz toskanski,
doktadniej florentynski, dialekcie, np. romagnolo: Romania
przygarneta biednego uchodzce.

Za najwazniejsze dzielo Dantego uznaje sie Komedie —
poemat napisany w dialekcie florentynskim. W 1357 roku
Giovanni Boccaccio (1313-1375), tez zwiazany z Florencja,
nazwal Komedie Boska Komedia, i tak juz zostalo.

Co ma jednak poezja Dantego do naszych tematow? Otz
byt to cztowiek wszechstronnie wyksztalcony, nic wiec
dziwnego, ze w jego dziele pojawiaja sie odniesienia do
matematyki. Czasami doéé¢ zaskakujace i powodujace, ze
mozna zaryzykowaé teze o intuicji matematycznej poety.
Znajduje sie¢ w Komedii nie tylko odniesienia do liczb, ale
i niebanalne struktury matematyczne. Owe odniesienia
pojawiaja sie ,nie wprost” — wymagaja odkrycia. Odkrycia
takie najczesciej sa niejednoznaczne, wiec wymagaja
interpretacji. Jednym stowem — jest ciekawie.

Najlatwiej wychwyci¢ odniesienia do liczb — swoista
numerologie, popularng w tamtych czasach. Nalezy
pamietac, ze byl to okres przejicia od rzymskiego
(addytywnego) sposobu zapisywania liczb — bardzo
niewygodnego w rachunkach, a wrecz uniemozliwiajacego
operacje matematyczne — do systemu dziesietnego i cyfr
arabskich (a wladciwie hinduskich). Dodatkowo liczby

nie tylko wyrazaly ilosé (jak obecnie), ale byly przede
wszystkim symbolami. Podobnie jak u Mickiewicza pojawia
sie tajemnicza liczba 44, u Dantego (Czy$ciec, XXXIII,
40-45) pojawia si¢ tajemniczy Msciciel 515, przedstawiony
jednak jako 505 i 10. W systemie rzymskim byloby to

DV i X, a wiec DUX, czyli ksiaze (niektérzy badacze
twierdza, ze chodzito o Henryka VII Luksemburskiego).
Detektywistycznych umiejetnoéci wymaga obliczenie
wzrostu Lucyfera na podstawie informacji podanych przez
Dantego (Piekto, XXXIV, krag IX). Wynika z nich, ze
Lucyfer, zdaniem Dantego, jest spory: w przyblizeniu ma
1128 m wzrostu, czyli tyle, ile géra Jesiennik (m n.p.m.)
w Beskidzie Sadeckim. (Niektérym, w przyblizeniu,
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wychodzi 1129 m, czyli wysokos$¢ zachodniego korica
Gubaléwki.)

Badacze Dantego, Dantysci, wychwytuja nastepujace

znaczenia liczb:

e 1 — poczatek, symbol Boga (w sensie Starego
Testamentu), doskonalo$é absolutna;

e 2 — polaczenie, zespolenie;

e 3 — Trojca Swieta (a wiec w sensie Nowego Testamentu);

e 4 — podstawowe wymiary (wliczajac w to czas), ale tez
pory roku;

e 7 — polaczenie Nieba i Ziemi (3 +4), dla pitagorejczykéow —
doskonalos$é czlowieka, a wiec symbol CZLOWIEKA;

e 9: 9 = 32 — doskonaloéé najwyzsza, dla Dantego symbol
Beatrycze (BeatrIX po lacinie),

e 10: 10 =142+ 3 + 4, ale tez 1 — poczatek, 0 — koniec
(chaos), Bog (3) i cztowiek (7), czesto symbol
MIL.OSIERDZIA.

Franco Nembrini (wloski pedagog i publicysta) zwraca

uwage na liczby 7, 10 i 13, gdzie 13 symbolizuje zaréwno

Stary (1), jak i Nowy (3) Testament — zgodnie z rzymskim

(addytywnym) systemem liczbowym, obowiazujacym

w zasadzie do koinca éredniowiecza. W rezultacie liczba 13

nabiera znaczenia boskiego, choé w Polsce (ale nie we

Wioszech), jak wiadomo przynosi nieszczescie. We Wloszech

natomiast w 13 0s6b nie nalezy zasiada¢ do stotu. Co kraj,

to obyczaj. Zdaniem Nembriniego 13 to symbol Zbawiciela.

W rezultacie otrzymujemy tabele wykazujaca ciekawe
interpretacyjne mozliwosci. Podaje tu tylko te najprostsze.
Np. w Piekle:

e Piedn 1: 136 wierszy: 1 +3+6 =10

o Piedn 2: 142 wiersze: 1 +44+2=17

o Piesn 3: 136 wierszy: 1 +3+6 =10

o Piesn 12: 139 wierszy: 1 +3+9 =13

Tabela 99 piesni (oprécz wstepu) wykazuje w ten sposéb
w olbrzymiej wiekszoéci liczby 7, 10 i 13. Nembrini poddat
te tabele daleko idacym badaniom, otrzymujac ciekawe
zaleznosci. Pytanie, czy Dante celowo opracowal taka
skomplikowana strukture, czy jest to przypadek, pozostaje
otwarte.

Komedia ma dos¢ Scista strukture: sklada sie z 14 233
werséw (1 +4+2+ 3+ 3 =13) po 11 sylab (tzw. tercyna —
strofa trzywersowa). Obejmuje 100 piesni (w tym wstep):

o Pieklo — 33 piesni oraz wstep,

e Czysciec — 33 piesni,

¢ Raj — 33 piesni.

Oczywiscie liczba 33 nie jest przypadkowa.

Pieklo sklada sie z 9 kregéw i przedsionka (dla gnusnych,
ktérzy, uwaga, uwaga, nie dbali ani o dobro, ani o zlo),
razem 10 pozioméw piekielnych.

CzySsciec to brzeg (plaza), PrzedczySciec, 7 taraséw
(stopni) oraz Raj Ziemski (Ogréd Eden, na szczycie), razem
10 pozioméw czyécca.

Raj to 9 sfer niebieskich (kolejne nieba, w tym np. 4. niebo
dla uczonych oraz 9. niebo to tzw. Primum Mobile —
Pierworuch) razem 10 pozioméw rajskich.



Beatrycze ubrana jest w 3 kolorach: biaty, czerwony
i zielony — to symbol Tréjcy Swietej, z czasem kolory flagi
wloskiej.

W Komedii, zwlaszcza w opisie Raju, pojawiaja sie
elementy astronomiczne i kosmologiczne, oczywiscie
zgodne z wiedza kosmologiczng i wizja Kosciotla w wersji
$redniowiecznej. W szczegdlnoéci Wszechéwiat jest
zorganizowany wedlug Nieba, w wersji geocentrycznej
pochodzacej od Arystotelesa (384-322 p.n.e) i Ptolemeusza
(100170 n.e.). Primum Mobile — Pierworuch to pierwsza
(najbardziej zewnetrzna) sfera kosmiczna poruszajaca
si¢ wokél Ziemi. Wedtug Arystotelesa jest zrédlem czasu
i przestrzeni. Sredniowiecze dorzucilo do tego ,,Niebo
duchowe”.
»,Natura biegu, co w $rodku spoczywa,
A wszystko rusza i ruchu uzycza,
Stad sie poczyna, z swego pogranicza.
Duch bozy zajal tej sfery przestrzenie,
Od niego miloé¢ zapala plomienie,
Co ja porusza, i moc, co z niej spltywa.
Swiatlo i miloé¢ obeszly ja kotem,
Jak ona inne opasuje spolem;
A taki okrag, on co go buduje,
Jak zbudowany sam jeden pojmuje.
Nieoznaczony bieg jej kotowrotu,
Cho¢ sam jest miarag innych sfer obrotu,
Réwnie jak stoi znak liczby dziesiatej
Na swej potowie i swej czesci piatej.”
Raj, XXVII, 106-117 (JK).
Korzystatem z dostepnego w Internecie tlumaczenia Edwarda
Porebowicza (1862-1937) oraz Juliana Korsaka (1807-1855). Te drugie
oznaczone sg (JK). Ciekawostka jest, ze po wlosku stowo tlumacz
(traduttore) bliskie jest stowu zdrajca (traditore).
W Komedii znajduja si¢ odniesienia do nauki i technologii,
np. do grawitacji (Pieklo, XXXII, 73-74), powstawania
teczy (Czysciec, XXV, 91-93), ruchu (Piekto XXXI,
136-141; Raj, XXIX, 25-27), zegardéw (Raj, X, 142-144;
XXIV, 13-15) oraz kompasu (Raj, XII, 28-30).

Kazda z 3 czesci Komedii koiiczy si¢ stowem ,,gwiazdy”:

»TedySmy na Swiat wyszli, wita¢ gwiazdy...”
Pieklo, XXXIV, 139.

,Czysty i gotéw wylecie¢ na gwiazdy.”
Czysciec, XXXIII, 145.

»,Miloé¢, co wprawia w ruch stonce i gwiazdy.”
Raj, XXXIII, 145.

Taka $cista struktura utworu moze wydawaé si¢ sprzeczna
z romantyczng wizja poety, ktéry jest tylko ,uzbrojony”
w fantazje. Okazuje sie, ze narzucenie sobie Scistych regut,
zadania pewnej struktury, daje efekt w postaci pigkna
utworu. Nalezy przypuszczaé, ze utwér bez tych Scistych
ram nie mialby swojej glebi i powabu. Zatem nie tylko
fantazja, ale struktura tworzy dzieto. Pod tym wzgledem
matematyka niczym nie rézni sie od poezji.

Inne spojrzenie na zwigzki matematyki i poezji mozna znalezé np.

w ksiazce Mathematics like Poetry, Andrzeja Lasoty (1932-2006), pod
redakcja H. Gackiego, Wydawnictwo US, Katowice 2006. Jest tez
czasopismo Journal of Mathematics and the Arts, w ktérym mozna
znalez¢ artykuly na ten temat. Warto poleci¢ réwniez prace M. Szurka
Liczby w kulturze, ,Matematyka Stosowana” 7, 2006 oraz inne pozycje
tego autora.

W Komedii mozna doszukac sie gltebszych zwiazkéw ze
strukturami matematycznymi.
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»Jak sie z jednosci pigé i sze$¢ rozwija.”
Raj, XV, 55-57 (JK).
Przypomina to ide¢ aksjomatyki Giuseppe Peana
(1858-1932)! Oczywiscie jest od niej bardzo odlegla
(réwniez czasowo, okolo 600 lat), ale traktujac 5 i 6 jako
przykltady n i n + 1, mozna odkry¢ prapoczatek aksjomatyki
Peana.

Dante prébuje oszacowaé liczbe aniotéw. Sw. Tomasz

z Akwinu (1225-1274) byl zdania, ze ,liczebnosé aniotéw
przekracza liczebno$¢ materii” — w zwiazku z tym oszacowatl
liczbe aniotéw jako 10* x 10° = 10°. Nalezy pamiectaé,

ze w tamtych czasach 1000 to byla liczba ,bardzo duza”.
Trudno wyobrazi¢ sobie woéwczas znaczng liczbe oséb, ktore
miatyby wtedy do czynienia z obiektami o liczebnosci
tysiaca. Zapewne argument Sw. Tomasza byt taki: wezmy
liczbe istotnie wieksza od 1000, ktére samo w sobie oznacza
,bardzo duzo”.

Do dzisiaj méwi si¢ we Wloszech grazie mille (tysigezne
podziekowania) lub grazie infinite (nieskoriczone
podziekowania), albo mille bacci (tysiac pocatunkéw)

i bacci infinite (nieskoniczone pocatunki), uzywajac

tych wyrazen w zasadzie jako synonimy. Nawiasem
mowiac, symbol nieskonczonosci oo, zaproponowany przez
Johna Wallisa w traktacie De sectionibus conicis (1655),
najprawdopodobniej pochodzil od symbolu oznaczajacego
w systemie rzymskim 1000.

Dante, szacujac liczbe anioléw, zainspirowal sie legenda

o tworcy szachdéw (Sissa Nassir, Indie, Persja?), wedlug
ktorej znudzony wladca na widok tej wspanialtej gry
zaproponowal jej twércy dowolng nagrode. Twoérca szachéw
poprosil o skromna, na pierwszy rzut oka, nagrode

w postaci ziaren ryzu (inne wersje méwia o pszenicy). Ich
ilos¢ okreslit w nastepujacy sposéb: tak, aby na pierwszym
polu szachownicy polozy¢ jedno ziarno, na drugim dwa, na
trzecim 22 itd, az do 64. pola z 2% ziarnami. Okazalo sie,
ze taka nagroda wcale nie jest skromna, i calej Ziemi by nie
wystarczylo, zeby zgromadzi¢ tyle ziaren:

1424224234 4203 =064 _ 1~ 109,

Niestety w wielu wersjach koniec legendy jest smutny:
wladca, typowo jak wladca, ktory nie wie, co zrobié¢

w trudnej sytuacji, poszed! na latwizne (bo mégt) i kazal
Scia¢ glowe tworcy szachdw.

Powyzszy rachunek, dzisiaj tak banalny, zdecydowanie
trudniejszy wowczas do przeprowadzenia, szczegdlnie
w rzymskim sposobie liczenia, pochodzi od Leonarda
Pisana, znanego jako Fibonacci (1170-1242), z Liber
abbaci.

Dante postanowit podnie$¢ stawke i uzy¢ zamiast 2 —
,bardzo duzo”, czyli 1000. W rezultacie otrzymat

1
141000 4 1000% - ... 4+ 1000% = @(100064 —1) ~ 109

a wiec liczbe znacznie przekraczajaca stynny googol,

czyli 101, termin wymy$lony przez 9-letniego siostrzenca
Edwarda Kasnera (1878-1955) w 1938 roku, ktéry to
termin (przez pomytke) dal nazwe Googlowi. Przy okazji
Dante wymyslit (bo mégt) czasownik s’inmillare, czyli
yutysieczniaé sie”. Ciekawe, czy czasownik ten bywa czasami
uzywany wspoélczesnie.

Liczbe atoméw we Wszechéwiecie szacuje si¢ na 1080,
a zatem Dantemu udalo sie zrealizowaé postulat



Sw. Tomasza: liczba anioléw podana przez autora Komedii

przewyzsza ,liczbe materii”.

W Czys$écu, VI, 1-3, Dante wspomina gre w 3 kosci,

polegajaca na liczeniu sumy oczek (po wlosku ta gra

nazywa sie il gioco della Zara) — ponad 300 lat przed
powstaniem rachunku prawdopodobienstwa w wersji
dyskretnej. W grze tej okazuje sie, ze prawdopodobienistwo
wypadniecia sumy réwnej 10 lub 11 jest wieksze niz
prawdopodobienstwo wypadniecia 9 lub 12. Dzisiaj jest

to proste zadanie z rachunku prawdopodobienstwa, wéwczas

wymagato duzej intuicji.

Skomplikowana struktura geometryczna Piekla, Czyséca

i Raju inspirowalta uczonych, np.

e Galileo Galilei w Due lezioni all’Accademia fiorentina
circa la figura, sito e grandezza dell’inferno di Dante
(1588) zawarl opis geometrii Piekla.

e Mark A. Peterson w Dante and the 3-sphere,

Amer. J. Physics (1979) przedstawil opis metody
wizualizacji pokazujacy, ze Swiat Dantego (w Raju)
jest topologicznie S (3-hipersfera), czyli sfera

w 4 wymiarach.

Empireum jest siedziba Boga, samo jest nieruchome, ale

powoduje ruch catego Wszechswiata. Bog jest $wietlistym

punktem w srodku Empireum. Beatrycze ttumaczy, ze

w rzeczywistosdci ten punkt jest wiekszg sferg i obejmuje

wszystko, co, jak si¢ wydawalo, obejmowato Jego.

Moze to wydac sie sprzeczne, ale geometrycznie da sie

sprowadzié do idei 3-hipersfery, czyli sfery (brzegu kuli)

w 4 wymiarach, a wigc idei, ktora pojawila si¢ wiele lat po

Dantem.

Mozna te idee przyblizy¢, nawigzujac do koncepcji

Charlesa Hintona — Co to jest 4 wymiar (1880), i Edwina

Abbotta — Flatlandia (1884). Na zwiazki pomystéw

Dantego ze wspolczesna geometria wskazal Andreas Speiser

w 1925 roku w Oltre la spera.

We Flatlandii, $wiecie 2-wymiarowym, bohaterem jest
Kwadrat. Paniami w tym kraju sa obiekty zlozone

z odcinkéw, wiec trudno sie dziwié, ze Kwadrat

pragnie nawiaza¢ kontakt z 3-wymiarowa Sfera, zyjaca

w przestrzeni 3-wymiarowej. Problemem jest to, ze trudno
naszemu 2-wymiarowemu Kwadratowi wyobrazi¢ sobie
co$ spoza jego 2-wymiarowego Swiata. Sfera postanawia
wiec przeniknaé przez Flatlandie, aby daé¢ wyobrazenie
Kwadratowi, jak wyglada. Kwadrat najpierw widzi

punkt — to Sfera dotkneta Flatlandii. Nastepnie widzi
okregi (powiedzmy, ze w plaskim $wiecie zmyst wzroku
pozwala odréznié¢ okrag od odcinka), ktére sie powigkszaja
(dokladniej: powieksza sie ich promien), az do maksimum
(to ,réwnik” odpowiadajacy sferze). Nastepnie okregi

sie ,zmniejszaja” do punktu, az znikaja catkowicie,

do nastepnego wymarzonego rendez-vous. Niestety

ogolny wydzwiek Flatlandii jest raczej pesymistyczny:
2-wymiarowy niewolnik pozostanie 2-wymiarowym
niewolnikiem. Ogo6lnos¢ tej zasady jest porazajaco prosta
i odnosi sie nie tylko do epoki wiktorianskiej (ktorej
krytyka byla Flatlandia).

Taka gra z wymiarami moze by¢ przeniesiona na wyzsze
wymiary 1 wizyte 3-hipersfery (czyli obiektu ze $wiata
4-wymiarowego) w naszym biednym, tylko (jak sie wydaje)
3-wymiarowym $wiecie. Daje to wyobrazenie intuicji
Dantego, jakze wykraczajacych poza jego czas.

Niektérzy autorzy nadaja podobnym geometrycznym koncepcjom
zdecydowanie religijne podltoze — por. J. Kajfosz, U wrdt przestrzent,
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Vocatio, Warszawa 2010. Wydaje si¢ jednak, ze koncepcja
4-wymiarowego $wiata duchowego jest bardzo ograniczajaca. Dlaczego
nie przyjaé, ze swiat duchowy jest co-wymiarowy, np. z jakiej$
przestrzeni Banacha? Skoro prosty gaz (w opisie mikroskopowym)
,potrzebuje” przestrzeni o wymiarze rzedu liczby Avogadra,
a przestrzenig stanéw w mechanice kwantowej jest zespolona przestrzen
Hilberta.
Zajmijmy sie teraz logika. Te oddzielilem od matematyki
z powodéw, ktore stana sie wkrotce jasne.

»Jam w to uwierzyl, co mi dobyl ze dna

Tajni tak pewnie, jak jest pewnym zgota,

Ze ér6d dwu sprzecznych prawda tylko jedna.”
Historia dotyczy franciszkanina Guido da Montefeltro.
Papiez Bonifacy VIII naklania go do zdrady, odpuszczajac
ten grzech przed jego popelnieniem. Guido grzeszy
i umiera. Swi@ty Franciszek chce Guida przeprowadzié¢ do
Raju, ale pojawia sie przybysz z Piekla. ..

,Gdym konal, Patron mdj stanal przy ciele,
Lecz glos si¢ ozwat czarnego cheruba:
»Nie czyn mi krzywdy, nie przeszkadzaj w dziele!
Juz on jest moj rab, juz go czeka zguba
Jako zbrodniarza, co zta rada truje;
Juz dawno moja dlon u jego czuba.
Grzechu nie zmaze, kto zalu nie czuje,
Ale zalowaé — pragnac, to zamyka
Sprzeczno$é, ktoéra sie tad logiczny psuje«.
Jakze rubasznie potrzasl mnie, nedznika,
Kiedy uchwycit, méwiac drwiagcym glosem:
»A co? Moze$ mi¢ nie mial za prawnika?«”
Pieklo, XXVII, 112-123

Przybysz z piekiel wskazuje, ze do zmazania grzechu
potrzebny jest zal, a tego nie mozna wzbudzi¢ przed
popelnieniem grzechu.

Ettore Carruccio (1908-1980) przebadal zagadnienie

i pokazal, ze pod wzgledem logiki przybysz z Piekla miatl
racje, i nieszczesny Guido bedzie musial odby¢ wieczng kare
— za to, ze sam nie przeprowadzil takiego rozumowania.

W opowiesci tej logika nabiera ,,cech diabolicznych”, gdyz
nawet Sw. Franciszek, ze swoja dobrocig, nie jest w stanie
sie jej przeciwstawic.

Przebrniecie przez Boskqg Komedie nie jest latwe —
szczegodlnie dla osoby, dla ktérej wloski nie jest pierwszym
jezykiem. Zwraca uwage roznica jezyka w réznych czesciach
Komedii. W Piekle jest on rubaszny, pospolity, ze stynnym
zdaniem o trabie z tytka (dotyczy diabla) Ed elli avea del
cul fatto trombetta, koniec pieéni XXI. W Raju — dworski,
z licznymi stowami tacinskimi.

Istnieje obszerna literatura dotyczaca Dantego i jego
Komedii. Réwniez jej zwiazkow z matematyka. Liczne
prezentacje mozna znalez¢é w Internecie. W opracowaniu
tego artykutu korzystatem m.in. z prezentacji nastepujacych
autoréow: A. Levato, F. Nembrini, M. Nicolardi i G. Metelli,
P.G. Odifreddi, E. Tenze, G. Trombetti. Ciekawe jest, jak
rézne spojrzenia prezentuja osoby o réznych podejsciach
ideologicznych, np. Odifreddi (poglady lewicowe) oraz
Nembrini i Trombetti (poglady prawicowe). Wierze, ze

w tym artykule udato mi sie przemknaé¢ bezpiecznie
pomiedzy owymi Skylla i Charybda, a Czytelnikowi (ktéry
dotrwal do tego miejsca) wraz ze mna.

Na koniec przypomne, ze uczonych Dante umiescit

w 4. Niebie (nie wiem, czy nie nazbyt pochopnie), oraz
zwroce uwage, ze w przeciwienstwie do logiki odniesienia
do matematyki pojawiajg sie¢ w Komedii gléwnie w Raju.
Przypadek? Nie sadze!



Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 825, 826

Redaguje Marcin E. KUCZMA

825. Dany jest graf wazony G majacy n wierzcholkéow; n > 4. Kazde dwa

1-44

wierzchotki laczy co najwyzej jedna krawedZ (niezorientowana). Kazdej krawedzi
przyporzadkowana jest jej waga: liczba rzeczywista rézna od zera. Okreslamy

migniecie wierzchotkiem jako jednoczesna zmiane znaku wszystkich krawedzi

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2021

wychodzacych z tego wierzchotka.

Zakladamy, ze zaréwno w grafie G, jak i w kazdym grafie wazonym, uzyskanym

sa prostopadle.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2021
Przypominamy tresé¢ zadan:

821. Niech B bedzie ustalong liczbg naturalng; B > 3. Kazda liczbe
naturalng mozna zapisa¢ w uktadzie pozycyjnym przy podstawie B
(cyframi zapisu sg elementy zbioru {0, ..., B—1}; cyfra wiodaca rézna
od zera). Rozwazamy liczby naturalne N, ktérych cyfry zapisu tworza
cigg Scisle rosngcy (najwicksza cyfra w rzedzie jednosci). Obliczyé
maksymalna warto§é sumy cyfr iloczynu (B — 1)N, gdy N przebiega
zbiér wszystkich liczb rozwazanej postaci.

822. Dany jest tréjkat ABC. Dla dowolnego punktu D na boku BC
(réznego od wierzchotkéw) zakreslamy okrag wp, przechodzacy przez D
oraz $rodki okregéw wpisanych w tréjkaty ABD i ACD. Udowodnié,
ze istnieje punkt wspdlny wszystkich okregow wp.

821. Wezmy dowolng liczbe naturalna N z rozwazanego
zbioru i zapiszmy jej rozwinigcie:

k
N=> aB'=: (ckck,l .. .czclco)

B’

i=0

Przyjmijmy, ze N > B (a wigc k > 1). Wykazemy, ze
k+1 _

(1) (B—1)N = Z d;B",
i=0

gdzie

(2) do=B—co, di=co—1—c1, dgt1=cy,

(3) diZCifl—Cz‘ dla i=2,...,/€

(gdy k = 1, wiersz (3) jest ,,pusty”). Wobec przyjetych
zatozen o cyfrach c;, liczby do, ..., dr+1 sa nieujemne,
mniejsze od B (przy czym di1+1 > 0); a to znaczy, ze
sg to dopuszczalne cyfry rozwiniecia pozycyjnego przy
podstawie B.

Przeksztalcamy prawa strone wzoru (1):

k41 _
Z d;B' =
i=0 k . k .
= (B—Co)-i—(Co—l—Cl)B—f—Z C»L;lBZ—Z CiBZ+CkBk+1 =
1=2 1=2
k—1 X k .
= —cot(co—c1)B+ Y. ;B =Y ;B 4, B¥T =
i=1 =2

k ) k )
S BT =Y ¢;B' = B-N—N;
1=0 =0

wyszla lewa strona wzoru (1). Zatem suma cyfr liczby
(B —1)N wynosi

k
(B—co) + (co—1—c1) + > (cic1—ci) + e =

1=

2
B—1—61+(C1—Ck)+ck:B—1.
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O<cp<...<caa<cp<B.

z G przez jednokrotne lub dwukrotne wykonanie operacji migniecia (na dowolnie
wybranym wierzcholku/wierzchotkach) suma wag wszystkich krawedzi grafu
jest liczba o module 1. Wyznaczy¢ zbiér wartosci, jakie moze mie¢ iloczyn wag
wszystkich krawedzi grafu G.

826. Pieciokat ABCDE jest wpisany w okrag o $rednicy AB. Styczne do okregu
w punktach A i D przecinaja si¢ w punkcie F. Boki BC' i CD sa jednakowej
dhugosci; zas przekatna C'E potowi przekatng AD. Dowiesé, ze proste CE 1 EF

Zadanie 826 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

(W przypadku, gdy N < B, czyli k = 0, wzory (2), (3)
nalezy zastapi¢ przez do = B — co, di = co — 1; znéw
do+di =B-1).

Tak wiec badana suma do + ...+ di+1 stale wynosi B — 1
i jest to jej warto$¢ maksymalna (minimalna zreszta tez).
[Mustracja dla B = 10, N = 23578: 9-N = 212202.]

822. Proste BC i AD to wspdlne styczne (zewnetrzna

i wewnetrzna) okregéw wp i we, wpisanych w tréjkaty ABD
i ACD. Prowadzimy ich pozostale dwie wspélne styczne
(zewngtrzng i wewnetrzna). Jesli styczne zewngtrzne nie sg
réwnolegle, przecinaja si¢ w pewnym punkcie Z. Przyjmijmy
dalsze oznaczenia: F, F' to punkty stycznosci prostej BC

z wp, wc; X, Y to punkty przeciecia drugiej stycznej
wewnetrznej ze stycznymi zewnetrznymi (X na odcinku EF),
za$ K, L to jej punkty stycznosci z wp, wc; wreszcie M to
punkt stycznosci prostej Y Z z okregiem wc.

Jeden z okregdéw wp, wc jest okregiem wpisanym trdjkata
XY Z, a drugi — dopisanym; stad rownoé¢ KX = LY.
Przy tym KX = EX, LY = MY (odcinki stycznych) oraz
MY = DF (z symetrii wzgledem prostej wyznaczonej
przez $rodki U, V okregéw wp, wc). Otrzymujemy
réwnosé: EX = DF. Zachodzi ona (co oczywiste) réwniez
w przypadku, gdy styczne zewnetrzne sa rownolegte.

Potozenie punktéw stycznoéci na prostej BC' jest opisane
wzorami

AB+ BD — AD _AD+DC — AC

pp=22tP20 4P pp
2 2

Wobec tego

(4) BX:BE+EX:BE+DF:é§i€§i§Q.

Potproste DU i DV sg dwusiecznymi katéw ADB i ADC,
wiec kat UDV jest prosty. Analogicznie, XU i XV polowia
katy BXY i CXY, wiec kat UXV jest prosty. Zatem okrag
UDV (czyli wp) przechodzi przez punkt X, okreslony
réwnoécia (4). Oznacza ona, ze X to punkt stycznosci okregu
wpisanego w tréjkat ABC' z bokiem BC' i nie zalezy od
wyboru punktu D. Jest to szukany punkt wspdlny wszystkich
okregéw wp.
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F

po uwzglednieniu

ocen rozwigzan zadan

712 (WT = 1,88) i 713 (WT = 3,12)
z numeru 1/2021

Michal Kozlik
Piotr Adamczyk
Tomasz Rudny
Konrad Kapcia
Pawetl Perkowski
Stawomir Bué

Czoléwka ligi za

Gliwice 5 — 44+1,01

‘Warszawa 42,77
Poznan 41,38
Poznan 141,38
Ozarow 3 — 38,45
Mystkow 34,13

daniowej Klub 44M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 815 (WT = 3,01) i 816 (WT = 1,56)
z numeru 2/2021

Jerzy Cisto

Jakub Wegrecki
Pawel Burdzy
Mikotaj Pater
Michal Adamaszek
Piotr Kumor
Witold Bednarek
Tomasz Czajka
Fukasz Merta

Wroctaw 45,68
Krakéw 43,32
‘Warszawa 43,18
Opole 42,27
Kopenhaga 40,45
Olsztyn 36,10
Lédz 34,60
Santa Clara 33,74
Krakéw 32,76

Pan Jerzy Cislo zgromadzil 44 punkty
po raz pigtnasty - to juz pigciokrotne

saldo Weteranal!

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez

Zadania z fizyki nr 722, 723
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

722. W skrzyni ciezaréwki leza trzy jednakowe bale (rysunek). Skrzynia
nachylona jest do poziomu pod katem «. Dla jakich wartosci kata a uktad bali
pozostaje w stanie réwnowagi? Tarcie zaniedbujemy.

723. Czastka relatywistyczna o masie m i energii kinetycznej Ej zderza
sie niesprezyscie z taka sama czastka spoczywajaca. Znalez¢é maksymalna
energie AFE, ktora moze byé wykorzystana do wytworzenia nowych
czastek. Rozwazyé przyblizenie nierelatywistyczne, gdy Ej, < mc?, oraz
ultrarelatywistyczne, gdy Ej > mc?.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2021
Przypominamy tresé¢ zadan:

718. Samochdéd o masie m z napedem na przednie i tylne kota rusza z miejsca. Silnik samochodu
pracuje ze stalag moca P. Wspélczynnik tarcia kinetycznego két o droge jest réwny p. Znalezé
zaleznosé predkosci samochodu od czasu. Opér powietrza i opory w mechanizmach samochodu
zaniedbac.

719. Z naczynia o obje¢toéci V = 10~2 m® odpompowano powietrze, wprowadzono do niego
niewielka ilo§¢ wody i zmierzono ci$nienie dla trzech réznych wartoséci temperatury: przy t; = 60°C,
p1 = 1,92-10% Pa, przy to = 90°C, pa = 4,20 - 10 Pa, przy t3 = 120°C, ps = 4,55 - 10* Pa. Jakie bylyby
ci$nienia przy podanych temperaturach, gdyby mase wprowadzonej wody zmniejszono o 20%?
718. Poniewaz silnik pracuje ze stala moca, na poczatku wystepuje poslizg.
Samochéd porusza sie pod wplywem sity F' = umg. Po pewnym czasie ty poslizg
ustaje i wtedy cata moc silnika zuzywana jest na zmiane energii kinetycznej
samochodu. Gdy rozpoczyna si¢ ruch bez poslizgu, predko$é samochodu wynosi
. s . . , . 2
vo = ugtp i jednoczesnie spelnione jest réwnanie P = Fug. Stad to = P/m(ug)”.

Dla t < tg predkos¢ samochodu rosnie liniowo z czasem v = ugt.
Dla t > tg spelnione jest rownanie
m(v? —v?)/2 = P(t — to).

L). Predkos¢ samochodu rosnie nieograniczenie,

_ /P
St@d v = m (2t — m(ﬂg)z
poniewaz nie uwzgledniliémy oporu powietrza oraz oporu w mechanizmach
samochodu. Ponadto w zwyklym samochodzie silnik pracuje na poczatku

z niezbyt duza moca i poslizg nie wystepuje.

719. Woda wrze w temperaturze ¢ = 100°C pod ciSnieniem normalnym, wiec
ci$nienie pary nasyconej w tej temperaturze wynosi p, = 10,13 - 10* Pa > ps.
Cisnienie pary nasyconej rosnie z temperatura, zatem w temperaturze t3 para
W naczyniu jest nienasycona.

Zachodza zwiazki: ps/T5 = pa/To > p1/T1, gdzie Ty, T, T3 sa temperaturami
w skali bezwzglednej. Wynika stad, ze w stanie trzecim i drugim w naczyniu
znajduje sie para nienasycona, a w stanie pierwszym nasycona.

Korzystajac z réwnania Clapeyrona psV = mRT3/u, gdzie p = 18 g/mol,
obliczamy, ze masa wprowadzonej do naczynia wody m = 2,5 - 10" kg.

Po zmniejszeniu masy wprowadzonej wody do m; = 2 - 10~* kg para w stanach
trzecim i drugim nadal jest nienasycona, a ci$nienia w tych stanach wynosza

ps’ = mips/m = 3,64 -10* Pa, P2’ = mipa/m = 3,36 10" Pa.

Zakladajac, ze w stanie pierwszym para stala sie nienasycona, otrzymujemy
z rownania Clapeyrona, ze jej ciSnienie jest wieksze od p;. Oznacza to, Ze para
w temperaturze ¢; nadal jest nasycona, a jej ci$nienie p;’ = p; = 1,92 - 10* Pa.

wspdélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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Bardzo dokladna mapa radiowa galaktyk
aktywnych gwiazdotwérczo LoTSS
obejmuje okoto 30 stopni kwadratowych
nieba pélnocnego (obserwowane byly trzy
glebokie pola tego nieba: ELAIS N1,
Bootes i Lockman Hole). A to jedynie
poczatek. Celem projektu LOFAR,
zaréwno przegladu LoTSS, jak i LoLSS,
jest obserwacja calego nieba pélnocnego.

Prosto z nieba: Radioastronomia w natarciu

Na oktadce sierpniowego numeru Delty zaprezentowaliémy czarno-biala

mape nieba obejmujaca obszar 740 stopni?. Na pierwszy rzut oka wyglada
zupelnie przecietnie — poza tym, ze niemozliwe jest znalezienie na niej zadnej

ze znanych konstelacji. Jest to jednak mapa niezwykla (mozna ja tez obejrzeé
na internetowych stronach Delty badz na stronach projektu LOFAR LoLSS), bo
wykonana w zakresie fal radiowych, a dokltadniej fal o dlugosci okolo szeéciu
metréw (42-66 MHz, tzw. Low Band Antenna). Wlasnie taka diugosé fali
niesie informacje o emisji gasnacych strumieni plazmy z okolic supermasywnych
czarnych dziur. Dlatego tez ta czarno-biata mapa — opublikowana przez

zesp6l LOFAR LBA Survey (LoLSS) kierowany przez Francesco de Gasperina
z Uniwersytetu w Hamburgu — nie przedstawia rozgwiezdzonego niebosktonu,

a rozmieszczenie czarnych dziur o masach przekraczajacych miliardy mas
Stonca. Konkretnie — pokazuje az 25 tysiecy supermasywnych czarnych dziur
znajdujacych si¢ na niebie péinocnym.

Na tym jednak nie koniec. Radioteleskop LOFAR obserwuje Wszechswiat takze
w falach 2-metrowych (120-168 MHz, High Band Antenna). W niecale dwa
miesiace po publikacji radiowej mapy ultramasywnych czarnych dziur projekt
LOFAR Two Meters Sky Survey (LoTSS) opublikowal kolejna mape radiowa,
tym razem przedstawiajaca obszary powstawania nowych gwiazd w galaktykach.
Obszary takie, nazywane czasem zlébkami czy tez chmurami narodzin, zwykle sg
dos¢ szczelnie otoczone przez pyl, ktory uniemozliwia bezposrednie obserwacje
zwyklymi teleskopami. Fale radiowe przenikaja jednak przez pyl, dzieki

czemu LOFAR moze bezposrednio obserwowaé obszary narodzin gwiazd.
Pozwolilo to miedzy innymi na znalezienie zaleznosci pomiedzy intensywnoscia
promieniowania galaktyki w pasmie 150 MHz a tempem tworzenia sie w niej
gwiazd.

Ale i to nie wszystko. Niezwykly zbiér okolo 150 tysiecy radiozrodet
dostarczonych przez radioteleskop LOFAR pozwolit na zbadanie populacji
hiperjasnych galaktyk podczerwonych, natury strug pochodzacych z masywnych
czarnych dziur czy tez na analize emisji radiowej powstajacej w wyniku zderzen
gromad galaktyk. Pierwszych 14 prac zespotu LoTSS, kierowanego przez
Philipa Besta z Uniwersytetu w Edynburgu w Wielkiej Brytanii, zostato
opublikowanych w numerze specjalnym czasopisma ,,Astronomy & Astrophysics’
(648 (2021) Al).

The LOFAR LBA Sky Survey - I. survey description and preliminary data release.
F. de Gasperin et al. Published in Astronomy & Astrophysics. arxiv.org/abs/2102.09238.

)

Katarzyna MALEK

Niebo w wrzesniu

Wrzesien jest miesiacem, w ktérym Sloiice przecina réwnik niebieski w drodze na
potudnie. W tym roku stanie sie to 22 wrzesnia o godzinie 21:21 naszego czasu.
W tym momencie na pélnocnej poétkuli Ziemi zaczyna si¢ astronomiczna jesien.
Ze wzgledu na refrakcje atmosferyczna, wskutek ktorej wydaje sie, ze obiekty
blisko horyzontu znajduja si¢ wyzej niz w rzeczywistosci, zréwnanie dnia z noca
nastepuje kilka dni pézniej. W zwiazku z przecinaniem réwnika przez Stonce

w tym okresie czas jego przebywania nad widnokregiem zmienia si¢ najszybciej.
W érodkowej Polsce od poczatku do konca wrze$nia dzien skraca sie prawie o 2
godziny.

Miesiac zaczyna sie dobra widocznoscia Ksiezyca na niebie porannym. Jeszcze

w sierpniu Srebrny Glob przeszed! przez ostatnia kwadre i dazy do nowiu

7 wrzeénia. O tej porze roku ekliptyka o $wicie tworzy duzy kat z widnokregiem,
stad naturalny satelita Ziemi pozostanie widoczny niemal do samego nowiu. Im
blizej spotkania Ksiezyca ze Stoncem, tym jasniejsza staje sie nocna czesé tarczy
Srebrnego Globu, czyli tzw. §wiatlo popielate. Juz na poczatku miesiaca dojdzie do
trzech ciekawych zakry¢ gwiazd przez Ksiezyc. Za kazdym razem efektowniejsze
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beda odkrycia, gdyz gwiazdy zostana zakryte przez jasny
brzeg Ksiezyca i odkryte przez ciemny.

Pierwsze zakrycie zdarzy si¢ w pierwszych godzinach
wrzeénia. Ksiezyc pojawi sie na niebosklonie 31 sierpnia
niewiele przed poélnoca, wedrujac na pograniczu
gwiazdozbioréw Byka i Blizniat w fazie 35%. Niecale
dwie godziny pézniej dojdzie do zakrycia gwiazdy

5. wielkosci 132 Tauri. Gwiazda zniknie za tarcza
Ksiezyca okoto 1:20 i pojawi sie ponownie godzine
pézniej. Kolejnej nocy sierp Srebrnego Globu zwezi sie
do 25% i zakryje Mebsute, znacznie jasniejsza gwiazde
3. wielko$ci, oznaczana na mapach nieba grecka litera e.
Do zakrycia dojdzie okoto godziny 2, a zjawisko potrwa
okoto 50 minut. Do trzeciego zakrycia dojdzie w nocy

z 2 na 3 wrzednia, przy fazie Ksiezyca zmniejszonej

do 16%), a za ksiezycowa tarcza zniknie $wiecaca
blaskiem +3,6™ gwiazda x Gem. Latwo ja dostrzec
golym okiem niecale 4° na potudnie od Polluksa,
najjasniejszej gwiazdy BliZzniat. Tym razem nasza czesé
$wiata ma mniej szczescia, gdyz do zakrycia dojdzie
miedzy godzinami 4:45 a 5:35, czyli na jasniejacym

juz niebie. We wschodniej czesci Polski do okrycia
dojdzie juz po wschodzie Stonca. Dlatego obserwacji
tego zjawiska nie da sie wykonaé bez teleskopu.

Pierwszej soboty wrzeénia rano Ksiezyc zaprezentuje
faze 10%, wedrujac przez srodek gwiazdozbioru Raka.
W odleglosci 1,5° na potudnie od niego znajdzie sie
trapez gwiazd otaczajacy widoczna golym okiem
gromade otwarta gwiazd M44. Sama gromade od
Ksiezyca oddzieli dystans 3°.

W nastepne dwa poranki sierp Srebrnego Globu stanie
sie bardzo cienki (odpowiednio 4 i 1%). Ksiezyc dotrze
do gwiazdozbioru Lwa i na 45 minut przed wschodem
Stonca zdazy sie wznies¢ na wysoko$é, odpowiednio,
151 4°. W tych dniach niedaleko tarczy Ksiezyca
znajdzie sie Regulus, najjasniejsza gwiazda Lwa.
Najpierw Regulus pokaze sie 11° pod Ksiezycem, dobe
pdzniej zas — 5° na prawo od niego.

Po nowiu i przeniesieniu sie na niebo wieczorne Srebrny
Glob dobrze widoczny stanie sie dopiero w drugiej
dekadzie miesiaca. Niskie nachylenie ekliptyki przyczyni
sie tez do stabej widocznosci obu planet wewnetrznych.
Merkury osiggnie maksymalna elongacje wschodnia,
wynoszaca 27°, 14 wrzesnia. Niestety planeta zachodzi
niecate pol godziny po Stoncu i jest u nas niewidoczna.
Wenus swoja maksymalna elongacje wschodnia osiagnie
pod koniec pazdziernika, lecz obecnie zachodzi ledwie
0,5 godziny po Merkurym. Na koniec zmierzchu
cywilnego planeta zajmuje pozycje na wysokosci
jedynie 4°; a zatem jest widoczna bardzo krétko

i tylko przy odpowiednio odstonietym widnokregu. We
wrzeéniu jasno$¢ Wenus urosnie od —4™ do —4,2™, a jej
tarcza zwigkszy Srednice od 15" do 19”. Réwnoczes$nie
zmniejszy swoja faze od 73% do 62%. W dniach 9

i 10 wrzesnia w odleglosci 7° planete minie Ksiezyc

w fazie odpowiednio 9% i 17%.

Trzy dni p6zniej Srebrny Glob zwiekszy faze do 37%
i odwiedzi gwiazdozbior Skorpiona, zajmujac pozycje
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3° na wschod od tuku gwiazd z péinocno-zachodniej
czescei konstelacji i 6° na péinocny zachéd od Antaresa,
najjasniejszej gwiazdy w tym rejonie nieba. Dobe pdzniej
Ksiezyc przejdzie przez I kwadre w Wezowniku.

W dniach 16-18 wrzesnia Ksiezyc pokaze faze od 80%
do 94% i minie dwie najwigksze planety Uktadu
Slonecznego. Pierwszego dnia Ksiezyc zblizy sie na 7°
do Saturna. Kolejnej doby, 17 wrzeénia, Srebrny Glob
dotrze do centralnej czesci Koziorozca, od obu planet
oddzieli go dystans 9°. Dzien pdzniej Ksiezyc przejdzie
do gwiazdozbioru Wodnika, pokazujac sie 7° od Jowisza.
Obie planety we wrzesniu sg tuz po opozycji i sa
widoczne przez wieksza cze$é¢ nocy na tle gwiazdozbioru
Koziorozca, w odlegloéci 16° od siebie. Jowisz swieci

z jasnoécia —2,8™, majac tarcze o $rednicy 48"”. Tarcza
Saturna jest o 30" mniejsza, a jej blask wynosi +0,5™.

We wtorek, 14 wrzesnia, przypada opozycja Neptuna,
stad teraz jest najlepszy okres widocznodci tej planety.
Neptun kresli swoja petle ponad 3° na pélnocny wschod
od gwiazdy 4. wielkosci ¢ Aqr, przy granicy Wodnika

z Rybami. W jego najblizszej okolicy tym razem nie

ma jasnych gwiazd, ale w trakcie wedréwki minie on
kilka gwiazd o jasnosciach miedzy 6™ a 7™. Planeta
Uran wedruje przez srodkowa czedé gwiazdozbioru
Barana, niedaleko gwiazd o podobnej don jasnodci o,
w10 Ari. We wrzesniu Uran Swieci z jasnoscia +5,7™.
Ksigzyc odwiedzi Neptuna 20 i 21 wrzesnia w fazie 100%.
Do Urana Srebrny Glob dotrze cztery noce pdzniej,
zmniejszajac do tego momentu faze do 85%. Oczywiscie
bliskoéé¢ tak jasnego Ksiezyca wyklucza obserwacje obu
planet w tych dniach. Na préby odnalezienia Urana

i Neptuna nalezy przeznaczy¢ poczatek miesiaca.

Do konica miesiaca warto odnotowaé przejscie Ksiezyca
w fazie 69% 6° na pélnoc od Aldebarana w Byku —

27 wrzesnia, ostatnia kwadre w zachodniej czeéci Blizniat
dwa dni pdzniej oraz zblizenie si¢ Ksiezyca na 6° do
Polluksa 30 wrzesnia.

We wrzeéniu bardzo jasne sa dwie dlugookresowe
gwiazdy zmienne klasy miryd. W polowie ubieglego
miesiaca, 18 sierpnia, przez maksimum swojej jasnosci
przeszta Mira Ceti, za$ na poczatku wrzesnia maksimum
jasnosci powinna osiagnaé¢ R Leonis. Pierwsza

z wymienionych gwiazd przecina potudnik lokalny okotlo
godziny 3 na wysokosci 35° i jest widoczna bardzo
dobrze, druga natomiast wschodzi po godzinie 4, juz

na jasniejacym niebie, i o §wicie zdazy sie wznies¢ na
wysokos¢ zaledwie 5°. Jednak w zwiazku ze skracajacym
si¢ dniem jej widocznosé szybko sie poprawia i pod
koniec miesigca na koniec nocy astronomicznej osiagnie
wysokosé 15°. Mira moze osiagnaé jasnosé¢ nawet +2™,
a zatem w okolicach maksimum jest tatwo widoczna
golym okiem. R Leo moze przekroczy¢ jasno$é¢ 45,

i do jej dostrzezenia potrzebne jest ciemne niebo,

a w gorszych warunkach lornetka lub teleskop. Gwiazda
ta wyrdznia si¢ ciemna wisniowg barwa i na tej
podstawie jest latwa do odnalezienia 5° na zachéd od
Regulusa.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Gesi i wezesny Wszechswiat

W niezliczonych pracach naukowych,
popularnonaukowych, wyktadach — adresowanych
zaréwno do fizykéw-specjalistéw, jak i do szerokiego
grona shuichaczy — omawia sie szczegétowo pojecie
inflacji kosmologicznej, czyli okresu bardzo

szybkiego, przyspieszonego rozszerzania sie wczesnego
Wszechéwiata. Ponad cztery dekady po zaproponowaniu
tego mechanizmu dyskusja na jego temat jest ciagle
zywa i interesujaca, pomimo ze (lub zwlaszcza ze)
uwazany za jednego z tworcow teorii inflacji Paul
Steinhardt obecnie watpi w to, czy si¢ w ogdle
wydarzyla.

Jesli jednak miata ona miejsce, to w jej wyniku
Wszechswiat schlodzit si¢ do temperatury niezwykle
bliskiej zeru bezwzglednemu. Potrzebny byl wiec
mechanizm, ktéry pozwolitby nastepnie przeprowadzi¢
Wszech$wiat do zgodnej z modelem Wielkiego Wybuchu
fazy, w ktorej wypelniony byl on goraca i gesta materia.
Rozwiazanie nasuwalo sie samo. Kiedy konczy sie
inflacja, mozna sobie wyobrazaé, ze w przestrzeni
kosmicznej ,,zawieszone” sg czastki inflatonu, czyli
pewnego pola powodujacego inflacje. Jezeli czastki

te sg ciezkie i nietrwale, a do tego rozpadaja sie

na znane czastki, produkty rozpadu beda miaty
wysokie energie i w wyniku oddzialywan czastek
potomnych, zachodzacych réwnolegle do rozpadéw
czastek inflatonu, uformuje sie osrodek o okreslone;j,
bardzo wysokiej temperaturze.

Angielski termin na opisany wyzej proces stanowi
koszmar dla kazdego, kto chcialby opowiadac

o nim po polsku. Brzmi on mianowicie reheating,

co nalezaloby dostownie ttumaczyé¢ jako ,,odgrzanie”

lub ,,ponowne podgrzanie”. Ale dlaczego ponowne? Ot6z
w poczatkowym okresie dyskusji o inflacji kosmologicznej
uwazano, ze nie tylko poprzedzala ona goraca faze
rozwoju Wszechswiata, ale i sama byta poprzedzona
taka faza. Dzi$ nie ma juz zgodnosci w tej sprawie,

ale stowo weszlo do (angielskiego) jezyka naukowego.
Niestety, drugie z polskich ttumaczen, ze wzgledu

na swoja dwucztonowosé, ktadzie bardzo duzy nacisk na
to, ze proces podgrzania zdarzyt sie drugi raz. Utomosé
pierwszego tlumaczenia latwo naprawié¢, dopisujac

na poczatku litere ,p”, czyli zmieniajac przedrostek

na fizycznie bardziej przekonujacy. Dlatego sam uzywam
raczej stowa ,,podgrzanie”, ktére doktadnie opisuje,

o co chodzi, nawet za cene¢ niezgodnosci z oryginatem.

Wyplynawszy z translatorskiej mielizny, wpadamy zaraz na rafe. Fizycy
wymy$lili bowiem inny, konkurencyjny do reheatingu proces, w ktérym goraca
materia powstaje nie w rozpadach czastek inflatonu, ale w wyniku jakiejs
innej, bardziej skomplikowanej dynamiki tego pola, powodujacej gwaltwona
(niektorzy moéwia nawet ,wybuchowa”) produkcje czastek. Bardzo krotka

skala czasowa tego procesu powoduje, ze standardowe podgrzanie nie jest
istotnym czynnikiem podgrzewajacym Wszechswiat. Owa gwaltowna produkcja
czastek prowadzi do wytworzenia ich wielkiej liczby, ale musza one ze soba
dalej oddzialtywacé, aby we Wszechswiecie ustalila sie okreslona temperatura.
Mamy tutaj zatem do czynienia z procesem dwuetapowym. Lev Kofman

i Andrei Linde, ktorzy wraz ze wspélpracownikami jako pierwsi opisali ten
proces, nadali jego wstepnej fazie angielska nazwe preheating. Stowo bardzo
pomystowe — do istniejacego wczeéniej terminu przyczepia sie na poczatku
litera ,,p” (znowu?!), przeksztalcajac przedrostek ,re-” na ,pre-”, i wszyscy
wiedza, ze chodzi o ,wstepne podgrzanie”! Przy okazji pozbywamy sie odniesien
do niepewnego pochodzenia Wszechswiata.

Takie stowne igraszki fizykéw sa bardzo interesujace, dopdki nie trzeba ich
przektada¢ na inne jezyki, prébujac zachowaé jak najwiecej znaczen i kontekstdw
oryginalu. W rozwazanym przypadku tlumaczenie preheating jako ,,wstepne
podgrzanie” byloby o tyle nieszczedliwe, ze sugerowaloby, iz jest to pierwsza
cze$¢ ,podgrzania”, czyli ttumaczenia stowa reheating.

Nie umiem chyba bezpiecznie wyprowadzi¢ statku ttumaczenia z tej rafy. Co
jednak powiedzie¢ ludziom? Wybieram wariant najprostszy: niezaleznie od tego,
z ktéra sytuacjag mam do czynienia, méwie zawsze ,,podgrzanie”. Zwykle trzeba
przeciez dodatkowo wyttumaczy¢ jakie$ szczegdly omawianego mechanizmu, wiec
mimo topornego tlumaczenia zadna informacja, na szczeécie, nie ginie.

Ale to i tak maly problem w poréwnaniu z tym, ze w wyniku ewolucji jezyka
(angielskiego) niektére z ukutych przed pétwieczem nazw czastek elementarnych
kojarza si¢ dos$¢ jednoznacznie z konkretnymi preferencjami erotycznymi. . .

Krzysztof TURZYNSKI

Dzigkuje prof. Aleksandrowi Gomole z Uniwersytetu Jagiellonskiego za interesujacg dyskusje, ktéra

dala poczatek tym zapiskom.
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Zabawy na polu
Barttomiej BZDEGA

Pole wielokata to funkcja, ktéra kazdemu wielokatowi przypisuje pewna liczbe
rzeczywistg nieujemng oraz spelnia nastepujace warunki:

(1) pole prostokata o bokach dtugosci a i b jest réwne ab;

(2) pola wielokatéw przystajacych sa réwne;

(3) jesli pewien wielokat podzielono na skorniczong liczbe roztacznych wielokatéw,
to suma ich pdl jest réwna polu tego wielokata.

Czytelnikowi, ktéry nigdy wczesniej tego nie zrobit, polecam, jako cenne ¢wiczenie,
wyprowadzenie wzoréw na pole kolejno: tréjkata prostokatnego, tréjkata
dowolnego, réwnolegtoboku i trapezu, z wykorzystaniem jedynie powyzszych trzech
wlasnosci pola. Ogélniej — pozwalaja one na obliczenie pola dowolnego wielokata,
poniewaz kazdy wielokat mozna podzieli¢ na tréjkaty.

Stosowanie pola w rozwigzywaniu zadan czesto opiera si¢ na wykorzystaniu
warunkéw (1-3) do bezrachunkowego dowodzenia pewnych réwnosci. Dobrym
przykladem jest dowdd twierdzenia Pitagorasa, ktory zamiesciliSmy na marginesie.
Niekiedy efekty przynosi liczenie pola tej samej figury kilkoma réznymi sposobami
i poréwnywanie wynikéw. Oprécz tego podaje jeszcze kilka faktéw, ktére warto
znaé; ich nietrudne dowody pozostawiam Czytelnikowi. Zapis [F] oznaczaé bedzie
pole figury F.

Pole tréojkata a réwnoleglosé. Niech A, B, C, D beda czterema réznymi
punktami, przy czym punkty C i D leza po tej samej stronie prostej AB. Wéwczas
AB || CD wtedy i tylko wtedy, gdy [ABC] = [ABD].

Pole i proporcje. Stosunek pdl trojkatow o réwnych wysokosciach jest rowny
stosunkowi dltugoéci ich podstaw. Stosunek pdl wielokatéw podobnych jest réwny
kwadratowi skali ich podobienstwa.

Pole wielokata opisanego. Jesli wielokat W o obwodzie L jest opisany na okregu
o promieniu r, to [W] = irL.

Zadania

1. W pewnym trdjkacie dtugos¢ jednego z bokéw jest rowna Sredniej arytmetycznej
dtugoéci pozostatych bokéw. Analogicznie jest dla wysokosci — dlugoéé jednej
z nich jest érednig arytmetyczng dtugosci dwéch pozostatych. Udowodnié, ze
ten tréjkat jest réwnoboczny (XII WLM, Wielkopolska Liga Matematyczna;
wlm.wmi.amu. edu. pl)).

2. Dany jest rownolegtobok ABCD. Punkt E lezy na odcinku AB, a punkt F' na
odcinku AD. Prosta EF przecina proste CB i CD w punktach, odpowiednio,
P i Q. Wykazaé, ze [CEF] = [APQ] (1 OMG).

3. Dowie$é, ze wewnatrz kazdego tréjkata ABC istnieje punkt P o nastepujacej
wlasnoéci: kazda prosta przechodzaca przez punkt P dzieli obwéd tréjkata ABC
w takim samym stosunku, w jakim dzieli ona jego pole (LII OM).

4. Pieciokat ABCDE jest wypukly i spelnia warunki AB || CE, BC || DA, CD ||
EB, DE || AC. Wykazaé, ze EA || BD (IX WLM).

5. Wysokosé opuszczona na bok BC trdjkata ostrokatnego ABC ma dlugosé réwna
Sredniej arytmetycznej dlugosci jego wszystkich bokéw. Okregi o1 i 02 sa styczne
zewnetrznie i majg jednakowe promienie r. Ponadto okrag o1 jest styczny do
odcinkéw AB i BC, natomiast okrag o2 jest styczny do odcinkéw BC' i C A.
Dowiesé, ze |BC| = 5r (V WLM).

6. Wielokat opisany na okregu o promieniu r rozcieto na n tréjkatow, w ktore
wpisano okregi o promieniach r1,72,...,r,. Dowie$¢, ze r <r1 +r2+ ...+ 7rp.

7. Na bokach BC, CA i AB tréjkata ABC' znajduja sie punkty, odpowiednio, P,
@, R. Udowodnié, ze odcinki AP, BQ, CR przecinaja sie w jednym punkcie
wtedy i tylko wtedy, gdy % - % . % =1 (twierdzenie Cevy).

8. Dany jest czworokat wypukly ABC D niebedacy réwnolegtobokiem oraz
punkt X w jego wnetrzu. Niech M i N beda érodkami przekatnych AC i BD
tego czworokata. Udowodnié, ze [ABX]| + [CDX] = [BCX] + [DAX] wtedy
i tylko wtedy, gdy punkt X lezy na prostej M N (prosta Newtona; twierdzenie
Annego).

9. Przy zalozeniach z poprzedniego zadania dowiesé, ze jesli czworokat ABC D
opisany jest na okregu o $rodku I, to punkt I lezy na prostej M N (twierdzenie
Newtona).
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http://wlm.wmi.amu.edu.pl

W artykule Z kamerg wsrdd egzotycznych nuklidéw (Delta 6/2021) Marek Pflitzner pisat o nowatorskim
detektorze OTPC (Optical Time Projection Chamber). Fotografie z detektora OTCP, do ktérych odwotuje sie
artykut, a ktore przez pomytke redakcji nie ukazaty sie na tylnej oktadce Delty 6/2021, zamieszczamy
ponizej. Autora i Czytelnikow przepraszamy.

Rys. 4

Rys. 4

Fotografie CCD rozpadéw 4°>Fe. Tylko na pierwszym zdjeciu (a) widac tor jonu 4>Fe wpadajacego do detektora

z lewej strony. Ekspozycje zdjec b) i ¢) rozpoczeto juz po zatrzymaniu jonu 4°Fe.

a) Widoczna emisja dwoch protondw z 45Fe;

b) po emisji dwdch protonéw z 4°Fe powstat 43Cr, ktéry pézniej ulegt przemianie B+ z emisjg jednego protonu
opoznionego (widoczny dtugi tor w lewo do gory). Kolejnos¢ zdarzer znamy dzieki zapisowi sygnatow
z fotopowielacza;

¢) widoczna emisja trzech protondéw opdznionych po przemianie B+ 4°Fe

Rys.5 Rys. 6

Rys. 5a

Fotografie CCD rozpaddéw 48Ni . Na obu zdjeciach widac tor jonu 48Ni wpadajacego do detektora z lewej strony.

a) Widoczna emisja dwéch protonow z 48Ni ;

b) po emisji dwéch protonéw z 48Ni powstat 46Fe, ktory nastepnie ulegt przemianie B+ z emisja jednego protonu
opo6znionego (widoczny dtugi tor w prawo, do dotu)

Rys. 6

Ztozenie dwdch fotografii CCD. Kolor czerwony obrazuje paczke okoto tysigca jondw 6He, ktére wpadty

do detektora z lewej strony. W kolorze zielonym wida¢ rezultat przemiany B~ jednego z tych jonéw do °Li, ktory
rozpada sie na deuteron i czastke a
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