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825. Dany jest graf wazony G majacy n wierzcholkéow; n > 4. Kazde dwa
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wierzchotki laczy co najwyzej jedna krawedZ (niezorientowana). Kazdej krawedzi
przyporzadkowana jest jej waga: liczba rzeczywista rézna od zera. Okreslamy

migniecie wierzchotkiem jako jednoczesna zmiane znaku wszystkich krawedzi
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wychodzacych z tego wierzchotka.

Zakladamy, ze zaréwno w grafie G, jak i w kazdym grafie wazonym, uzyskanym

sa prostopadle.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2021
Przypominamy tresé¢ zadan:

821. Niech B bedzie ustalong liczbg naturalng; B > 3. Kazda liczbe
naturalng mozna zapisa¢ w uktadzie pozycyjnym przy podstawie B
(cyframi zapisu sg elementy zbioru {0, ..., B—1}; cyfra wiodaca rézna
od zera). Rozwazamy liczby naturalne N, ktérych cyfry zapisu tworza
cigg Scisle rosngcy (najwicksza cyfra w rzedzie jednosci). Obliczyé
maksymalna warto§é sumy cyfr iloczynu (B — 1)N, gdy N przebiega
zbiér wszystkich liczb rozwazanej postaci.

822. Dany jest tréjkat ABC. Dla dowolnego punktu D na boku BC
(réznego od wierzchotkéw) zakreslamy okrag wp, przechodzacy przez D
oraz $rodki okregéw wpisanych w tréjkaty ABD i ACD. Udowodnié,
ze istnieje punkt wspdlny wszystkich okregow wp.

821. Wezmy dowolng liczbe naturalna N z rozwazanego
zbioru i zapiszmy jej rozwinigcie:
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Przyjmijmy, ze N > B (a wigc k > 1). Wykazemy, ze
k+1 _

(1) (B—1)N = Z d;B",
i=0

gdzie

(2) do=B—co, di=co—1—c1, dgt1=cy,

(3) diZCifl—Cz‘ dla i=2,...,/€

(gdy k = 1, wiersz (3) jest ,,pusty”). Wobec przyjetych
zatozen o cyfrach c;, liczby do, ..., dr+1 sa nieujemne,
mniejsze od B (przy czym di1+1 > 0); a to znaczy, ze
sg to dopuszczalne cyfry rozwiniecia pozycyjnego przy
podstawie B.

Przeksztalcamy prawa strone wzoru (1):
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wyszla lewa strona wzoru (1). Zatem suma cyfr liczby
(B —1)N wynosi

k
(B—co) + (co—1—c1) + > (cic1—ci) + e =

1=

2
B—1—61+(C1—Ck)+ck:B—1.
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z G przez jednokrotne lub dwukrotne wykonanie operacji migniecia (na dowolnie
wybranym wierzcholku/wierzchotkach) suma wag wszystkich krawedzi grafu
jest liczba o module 1. Wyznaczy¢ zbiér wartosci, jakie moze mie¢ iloczyn wag
wszystkich krawedzi grafu G.

826. Pieciokat ABCDE jest wpisany w okrag o $rednicy AB. Styczne do okregu
w punktach A i D przecinaja si¢ w punkcie F. Boki BC' i CD sa jednakowej
dhugosci; zas przekatna C'E potowi przekatng AD. Dowiesé, ze proste CE 1 EF

Zadanie 826 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

(W przypadku, gdy N < B, czyli k = 0, wzory (2), (3)
nalezy zastapi¢ przez do = B — co, di = co — 1; znéw
do+di =B-1).

Tak wiec badana suma do + ...+ di+1 stale wynosi B — 1
i jest to jej warto$¢ maksymalna (minimalna zreszta tez).
[Mustracja dla B = 10, N = 23578: 9-N = 212202.]

822. Proste BC i AD to wspdlne styczne (zewnetrzna

i wewnetrzna) okregéw wp i we, wpisanych w tréjkaty ABD
i ACD. Prowadzimy ich pozostale dwie wspélne styczne
(zewngtrzng i wewnetrzna). Jesli styczne zewngtrzne nie sg
réwnolegle, przecinaja si¢ w pewnym punkcie Z. Przyjmijmy
dalsze oznaczenia: F, F' to punkty stycznosci prostej BC

z wp, wc; X, Y to punkty przeciecia drugiej stycznej
wewnetrznej ze stycznymi zewnetrznymi (X na odcinku EF),
za$ K, L to jej punkty stycznosci z wp, wc; wreszcie M to
punkt stycznosci prostej Y Z z okregiem wc.

Jeden z okregdéw wp, wc jest okregiem wpisanym trdjkata
XY Z, a drugi — dopisanym; stad rownoé¢ KX = LY.
Przy tym KX = EX, LY = MY (odcinki stycznych) oraz
MY = DF (z symetrii wzgledem prostej wyznaczonej
przez $rodki U, V okregéw wp, wc). Otrzymujemy
réwnosé: EX = DF. Zachodzi ona (co oczywiste) réwniez
w przypadku, gdy styczne zewnetrzne sa rownolegte.

Potozenie punktéw stycznoéci na prostej BC' jest opisane
wzorami

AB+ BD — AD _AD+DC — AC

pp=22tP20 4P pp
2 2

Wobec tego

(4) BX:BE+EX:BE+DF:é§i€§i§Q.

Potproste DU i DV sg dwusiecznymi katéw ADB i ADC,
wiec kat UDV jest prosty. Analogicznie, XU i XV polowia
katy BXY i CXY, wiec kat UXV jest prosty. Zatem okrag
UDV (czyli wp) przechodzi przez punkt X, okreslony
réwnoécia (4). Oznacza ona, ze X to punkt stycznosci okregu
wpisanego w tréjkat ABC' z bokiem BC' i nie zalezy od
wyboru punktu D. Jest to szukany punkt wspdlny wszystkich
okregéw wp.



