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Jak wida¢ na grafie obok, najwicksza
liczbe trzech gloséw otrzymali Ben, Iza,
Jas, Nel i Ola.

Na rysunku po prawej rozrysowane sa
wszystkie spacery o diugosci co najwyzej
trzy, konczace si¢ w wierzchotkach , Jas”
i ,Ola”, czyli, jak to nazwala Ola,
wszystkie ,podwdjnie posrednie glosy”
oddane na tych kandydatow.
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Rozwigzanie zadania F 1032.

Do oktadek kazdego

z kondensatoréw przyltozone jest to samo
napiecie réwne réznicy potencjaléw

w punktach A i B. Uklad jest wiec
réwnowazny potaczeniu réwnolegtemu
kondensatorow C1, Cs i C3, a wiec
szukana pojemnosé¢ C = Cq + Cqy 4 C3.

Jak Leo uratowat klasowe wybory

W klasie zapadla cisza. Dzi§ mialy sie¢ odby¢ wybory na przewodniczacego

klasy, ale nikt nie zglosit swojej kandydatury. W zwiazku z tym wychowawca
zaproponowal nastepujace wyjscie z tej patowej sytuacji: Kazdy na kartce
wypisze liste kolezanek i kolegdéw z klasy, ktérzy wedtug niego byliby dobrymi
przewodniczacymi; moze wypisa¢ ich dowolnie wiele. Nastepnie kartki zostana
zebrane, a glosy policzone. Osobie, ktéra uzyska najwiecej gloséw, zaproponuje sie
ten niezwykle prestizowy urzad — gospodarza klasy.

Klasa z checia przyjeta pomyst i sprawnie go zrealizowalta. Jednak po podliczeniu
glosow okazalo sie, ze az pie¢ oséb dostalo ich najwiecej, czyli trzy. Aby
sprawdzié, czy obliczenia na pewno sie zgadzaja, postanowiono wypisaé na
tablicy wszystkie imiona i strzatkami zaznaczy¢, kto na kogo glosowal. Powstal

nastepujacy graf:

,Glosujmy ponownie!”,  Zrébmy dogrywke!”, | Zagrajmy w marynarza!” — cala
klasa zaczela dyskutowaé, jak rozstrzygnaé¢ wybory, kiedy nagle Jas nieSmialo
zauwazyl, ze wedlug niego to on wygral. Argument byl nastepujacy: Skoro Ada,
Cho i Dan glosowali na Bena, czyli byliby w stanie jemu powierzy¢ losy klasy,

a sam Ben uznal, Ze to on, Ja$, bylby dobrym przewodniczacym, to mozna uznad,
ze Ada, Cho i Dan posrednio popieraja Jasia. Innymi stowy, Jas zaproponowal,
aby popatrzeé na to, ile gloséw zdobyly osoby, ktére na kogo$ glosuja. Tylko jego
popieraja trzy osoby, ktére same zdobyly po trzy glosy, wiec Ja§ ma najwiecej, bo
az 9, takich posrednich gloséw. Czyli to on powinien zosta¢ przewodniczacym.

Ewa

»,Nie badz taki cwany!”, ,Przewodniczacy Jas!”, ,Zagrajmy w marynarza!” — klasa
nie byla zgodna, czy przyja¢ argumentacje Jasia. Wtem Ola stwierdzila, ze

jesli liczymy takie posrednie glosy, to ona powinna wygraé, a nie Jas. Bo skoro
Ada posrednio glosuje na Jasia, a Ja$ zaglosowal na nig, Ole, to zgodnie z ta
logika Ada réwniez posrednio popiera Ole. Ola chcialaby wiec liczyé¢ réwniez, ile
posrednich gloséw zdobyty osoby, ktére na kogos gtosuja. Wyborcy Oli dostali

20 posrednich i 7 bezposrednich gloséw (fakt, ze niektére pochodza od samej

Oli, strategicznie przemilczala), wiec liczac wszystkie posrednie i bezposrednie
glosy, Ola ma ich 30, a Jas 28. ,,Czyli to ja powinnam zostaé przewodniczaca” —
zakonczyta swoj wywdd.
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,Ola na prezydenta!”,  Nie! Przewodniczacy Jas!”, ,Zagrajmy w ...” — klasa
nawet nie zdazylta zaczaé sie ktocié, kiedy glos zabral Leo. Zauwazyl, ze idac
dalej zgodnie z logika Jasia i Oli, powinno sie liczy¢ wszystkie posrednie glosy
niezaleznie od liczby posrednikéw, a takich gltoséw byloby nieskonczenie wiele

i nic by to nie dato. Lepiej zalozy¢, ze glos, ktory przechodzi przez posrednika,
jest mniej wazny, i liczy¢ go jak polowe albo jedna piata glosu. Ogdlnie mozna
wybraé stalg a i glos, ktéry przechodzi przez k posrednikéw, liczyé jako a® glosu.
Wynik kazdej osoby bedzie wtedy nieskonczong suma uwzgledniajaca wszystkie
poérednie glosy. Na przyktad dla Jasia bedzie to K; = 3 + 9a + 16a® + ... a dla
Oli Ko =34 7a+20a® + ... Jedli a bedzie dostatecznie mate, to wszystkie takie
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Okazuje sig, ze zaproponowane przez Leo
sumy sa zbiezne zawsze wtedy, gdy a jest
mniejsze od 1/X, gdzie A to najwigksza
warto$é wlasna macierzy sasiedztwa
grafu.

Ranking dla miary Leo, czyli centralnosci
Bonacicha-Katza:

poz. ‘ K, (a=1/2) ‘ K, (a=1/5)

1. Ola (136,2) Jag (5,73)
2. Nel (104,8) Ola (5,66)
3. Jas (92,6) Nel (5,44)
4. Ula (69,1) Iza (4,94)
5. Iza (62,1) Max (3,29)

Czytelnik moze tez pobawié si¢ w liczenie
centralnosci na ponizszej stronie:
http://centrality.mimuw.edu.pl/editor
Podany graf mozna wczytaé, wybierajac
opcje ,Import > Predefined graph”.

Ranking dla PageRanka:
poz. ‘ PR, (a=1/2)

L. Nel (3,78)
2. Jas (3,70)
3. Ben (3,20)
4. Ola (2,96)
5. Iza (2,21)

Wigcej o PageRanku mozna przeczytaé
w A%, i ATI]

sumy beda zbiezne (tak sie przynajmniej Leo wydawalo, bo nie umial jeszcze tego
udowodnic).

, Lylko jak je policzy¢?” — dopytywalta klasa. Leo udmiechnal sie, bo byt
najbardziej zadowolony z tej czesci swojego pomystu. Mozna zauwazy¢, ze

w kazdym posrednim glosie na Jasia ostatnim posrednikiem bedzie Ben,

Iza lub Nel. Czyli kazdy taki glos liczy sie réwniez jako glos na Bena albo

Ize, albo Nel, ale z jednym posrednikiem mniej (czyli jest przemnozony

przez jedno a mniej). Zatem wynik Jasia to a razy suma wynikéw Bena, Izy

i Nel plus trzy bezposrednie glosy. Dostajemy zatem réwnanie rekurencyjne:
K;=3+4a-(Kp+ K;+ Ky). Mozemy takie réwnanie napisaé¢ dla kazdej osoby
w klasie i otrzymamy uklad réwnan, ktorego rozwiazaniem beda poszczegdlne
sumy.

Leo o tym nie wiedzial, ale jego metoda odpowiada centralno$ci Bonacicha—Katza,
zaproponowanej przez innego Leo — Leo Katza w 1953 roku. Miary centralnosci
stuza okresleniu istotnosci wierzchotka w grafie (pisaliémy juz o nich w Ail).
Centralno$¢ Bonacicha—Katza ocenia wierzcholek v w oparciu o waznos¢ jego
poprzednikéw: P(v). Formalnie jest to jedyna funkcja, ktéra dla kazdego
wierzchotka v spelnia nastepujace réwnanie rekurencyjne:

Z (a - K,+1).

w€P (v)

K, =

Klasa zabrala si¢ do liczenia. Szybko okazalo sie (z pomoca komputera), ze dla

a =1/2 wygrywa Ola przed Nel i Jasiem. Z ciekawosci sprébowano jeszcze obliczyé¢
wyniki dla @ = 1/5. Wtedy okazalo sie jednak, ze przoduje Ja$, a za nim jest Ola
i Nel. Po tym odkryciu w klasie na nowo wybuchta kl6tnia.

»,Najlepsze a to pél!”,  Jedna piata albo Smieré!”, ;Moze zagramy w marynarza?”
— dyskusja rozgorzala na dobre. Argumenty za mniejszymi i wiekszymi stalymi
padaly z lewej i z prawej. Nagle glos zabral Ben. ,/ Ta cala dyskusja nie ma sensu.
Wedtug mnie wygralem ja”. I przedstawit swoje rozumowanie: Niektére osoby
zaglosowaly na kilka oséb, ale niektére, jak na przykitad Cho, wybraly tylko jedna.
Sprawiedliwie byloby, Zzeby glos tych oséb byl zatem wazniejszy. W zwiazku z tym
Ben proponuje, aby wartosé gtosu kazdej osoby glosujacej podzieli¢ przez liczbe
0s6b, na ktora ona glosowala. W ten sposéb Ben dostalby 2 i pét glosu (pé6t od
Ady, jeden od Cho i jeden od Dana), czyli najwiecej ze wszystkich.

Pomyst podchwycil Leo. , Tu réwniez mozna liczy¢ glosy posrednie!” —
zauwazyl. Przykladowo, jedli jeden z dwéch glosow Ady jest na Bena,
ktoéry z kolei jeden z trzech swoich gloséw oddal na Nel, to mozna
powiedzieé, ze posrednio Ada oddala jedna sz6sta glosu na Nel, i policzy¢
go jako a/6 (mnozymy przez a, bo jest jeden posrednik). Podobnie jak
poprzednio, wynikiem jest suma wszystkich takich gtoséw. Na przyktad
dla Nel bedzie to PRy = % +1+ % + ga + %a + %a + ... Wartoéci mozna
znowu wyliczy¢ z pomoca réwnania rekurencyjnego. Tym razem postaci
PRy =%+4+1+1+a-(3PRg+ PRy + 3PRo).

Ta propozycja odpowiada z kolei innej mierze centralnosci — o nazwie PageRank.
PageRank w 1999 roku wymyslili Larry Page i Sergey Brin do oceny istotnoéci
stron internetowych w tworzonej wowczas przez nich wyszukiwarce Google.

Jedli przez deg®*(u) oznaczymy stopieri wychodzqgcy wierzcholtka u, czyli to, ile
krawedzi z niego wychodzi (czyli ile gloséw oddal), to PageRank wyrazi¢ mozemy

Wwzorem

ueP(v)

PR, = a~PRu+1.
degout (u)
W tym momencie dyskusja w klasie stala si¢ juz niestychanie chaotyczna.
Wszyscy przekrzykiwali si¢ miedzy soba, probujac ustalié, ktéra z metod wyboru
przewodniczacego jest najlepsza i kto powinien nim zostaé. Co chwile tez
pojawialy si¢ kolejne metody i co chwile kto$ wolal, Zze to on tak naprawde wygral.
W koricu jednak zadzwonit dzwonek i trzeba bylo podjaé jakas decyzje. Klasa
zgodzita si¢ wigc, zeby ostatecznie wybory rozstrzygnaé, grajac w marynarza.
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