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Aby nie popa$é w skrajnosé, przyjmijmy,
ze jesli we wzorze wystepuje ,ten sam”
pierwiastek w réznych miejscach, to jego
interpretacja jest wszedzie ta sama. Dla
przyktadu, uznajemy, ze formula

va + b/y/a ma dwie interpretacje, nie
cztery.
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Rys. 1. Pewna czarna Sciezka oraz jej pieé
kolorowych $ciezwiastkéw 5 stopnia.
Blakniecie krzywych odpowiada uptywowi
czasu t

W tym miejscu i dalej polecamy
samodzielnie eksperymentowaé

z zalezno$ciami migdzy pierwiastkami
wielomianu a jego wspélczynnikami przy
uzyciu apletu stworzonego przez

Leo C. Steina, udostepnionego na stronie
duetosymmetry.com/tool/polynomial-roots-toy/

Rys. 2. Na czarno oznaczono petle ag(t)
i ay(t). Jesli bedziemy zmieniaé¢ wzdluz
nich wspolczynniki tréjmianu
kwadratowego P;(z), to jego pierwiastki
zamieniag si¢ miejscami, tak jak pokazuja
kolorowe krzywe

Petla na pierwiastki Lukasz RAJKOWSKI

Znakomita wigkszo$é Czytelnikow Delty jest z pewnoscia dobrze zaznajomiona
ze wzorami na rozwigzania réwnania kwadratowego (na marginesie). A duza
czedé tej wiegkszosci wie pewnie, ze podobne wzory (uzywajace standardowych
operacji arytmetycznych oraz pierwiastkowania) mozna sformulowaé dla réwnan
stopnia trzeciego i czwartego. Jednak dla réwnan piatego stopnia takie wzory
nie istniejg. Twierdzenie to zostalo udowodnione przez Nielsa Henrika Abela

w roku 1824. W niniejszym artykule przyblizymy bardzo eleganckie rozumowanie
przedstawione w 1963 roku przez Wtadimira Arnolda. Podamy je jednak

w ograniczonym zakresie, o czym zaraz.

Céz to bowiem oznacza, jesli we ,wzorze” wystepuje pierwiastkowanie? Okazuje
sie, ze ta z pozoru niewinna operacja wymagacé bedzie poczynienia pewnych
ustalenn. Co mam na my$li, piszac /—1? Moze to byé i, a moze to byé¢ —i,
wybér doéé arbitralny. W zwiazku z tym potraktujemy wzory na rozwigzania

w mozliwie najbardziej restrykcyjny sposéb — wymagaé bedziemy, by kazda
interpretacja takiego wzoru dawala rozwiazanie. Taki wzor na rozwiazania
istnieje dla réwnania kwadratowego, stynne (—b + vb? — 4ac)/(2a) — niezaleznie
od wartosci przypisanej pierwiastkowi dostaniemy rozwiazanie réwnania

az? + bz + ¢ = 0. Formuly o tej wlasnosci mozna przedstawié dla réwnai
stopnia 3 i 4 (podajemy je na koricu artykulu). Uzasadnimy, ze taki uniwersalny
wzdér nie istnieje dla réwnania stopnia 5. Ale najpierw kilka definicji, z pozoru
niezwiazanych z naszym problemem.

Sciezka to kazda funkcja ciagla v: [0,1] — C, a petla to $ciezka, ktéra zaczyna
sie 1 koficzy w tym samym miejscu (tzn. v(0) = ~(1)). Sciezki (petle) mozna
dodawaé, tzn. jesli 1 i o sa Sciezkami (petlami), to v(t) = 1 (¢) + 12(t) tez jest
Sciezka (petla). Podobnie z odejmowaniem, mnozeniem i dzieleniem (to ostatnie,
jesli ostroznie omijamy zero), zreszta z kazdym ciaglym przeksztalceniem

na zbiorze liczb zespolonych. Pierwiastkowanie wymaga pewnej ostroznosci.
Kazda niezerowa liczba zespolona ma doktadnie k pierwiastkoéw k-tego stopnia;
podobnie kazda $ciezka v nieprzechodzaca przez 0 ma k ,Sciezek-pierwiastkéw”
(Sciezwiastkéw) k-tego stopnia, tzn. takich $ciezek o, ze a(t)* = () dla kazdego
t €10,1]. Z petlami jest jeszcze gorzej, gdyz nie kazda petla ma ,petle-pierwiastek”
(petlastek). Dla przykladu, petla () = e??™ ma dwa Sciezwiastki kwadratowe,
ai(t) = ™ oraz as(t) = —e'™, z ktérych zaden nie jest petla. Sa jednak petle
wyjatkowe, ktére petlastki maja (np. ™™ ma petlastek kwadratowy), i te beda
dla nas dos¢ istotne.

Sprébujmy wreszcie co$§ udowodnié. Rozpoczniemy od wykazania, ze we wzorach
na rozwiazania réwnania kwadratowego musi wystepowaé pierwiastkowanie. Nie
jest to zbyt odkrywcze, ale przeciez nie od razu Krakéw zbudowano. Przypusémy,
ze istnieje taki ,wzér” F(ag, a1), ztozony z dodawania, odejmowania, mnozenia
i dzielenia, ze F(ag,a;) zawsze jest pierwiastkiem réwnania 22 + a1z + ag.
Rozwazmy réwnanie 22 — 1 = 0, ktérego pierwiastkami sg liczby —1 i 1, wiec
ktéras z tych liczb to wartosé F(—1,0). Wyobrazmy sobie teraz, ze w sposéb
ciggly modyfikujemy nasze wyj$ciowe rownanie tak, by rozwiazania —1 i 1
,zamienily si¢ miejscami”, jedno poruszajac si¢ po tuku okregu, a drugie po
prostej. Odpowiada to wspotczynnikom ag,a; zmieniajacym sie wzdtuz petli
ap(t) 1 ay(t) okreslonych réwnaniem

(1) 224+ ai(t)z +ap(t) = (2 — ™) (2 — (2t — 1)) =: Py(2).

Poniewaz funkcja F' jest ciagla, wiec y(t) = F(ozo(t)7 al(t)) rowniez jest $ciezka,
a nawet petla, gdyz poczatkowa i konicowa postaé¢ wielomianu sa tozsame,

Py = P;. Jednakze ta petla powinna caly czas ,$ledzi¢” jeden z pierwiastkow
wielomianu P;(z), a te w spos6b ciagly zamienily sie miejscami (nie spotykajac
sie nigdzie po drodze). Zatem z jednej strony v jest petla, a z drugiej dla

t =01t =1 wskazuje na rézne rozwigzania réwnania 22 — 1 = 0. Uzyskana
sprzeczno$¢ dowodzi, ze nie istnieje ciagla funkcja wspolczynnikéw wielomianu
kwadratowego, ktora zawsze wskazuje na jeden z jego pierwiastkow.

Zaznaczmy tutaj, ze znany wzor na rozwiazania rownania kwadratowego nie
przeczy temu stwierdzeniu, gdyz pierwiastek kwadratowy nie moze zostaé
w sposéb ciagly okreSlony na zbiorze liczb zespolonych (przypomnijmy przyklad
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Rys. 3. Tak moze wyglada¢ petlastek

z komutatora
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Rys. 4. Czarne petle to ag(t), a1 (t)
i aa(t); odpowiada im zamiana rozwigzan
11i ¢, oznaczona kolorem (rozwiazanie €2

»stol w miejscu”)
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Ry:ls. 5. Czarne petle to ag(t), af(t)
i ah(t) (nie powinno zaskakiwaé, ze sg
symetryczne do swoich nieprimowanych

odpowiednikéw)

()él(t)

braku petlastka z petli €2™!). Pojedyncza operacja pierwiastkowania wystarcza,
aby naprawi¢ sytuacje z réwnaniami kwadratowymi. Pokazemy teraz, ze to

za malo, by poradzié¢ sobie z réwnaniami stopnia 3, ktore wymagacé beda
pierwiastkowania zagniezdzonego (czyli operacji w stylu /ap — /a1 + az).

W tym celu potrzebujemy systematycznego sposobu tworzenia petli, ktére maja
petlastki. Temu po$wiecony bedzie kolejny akapit.

Petle zaczynajace si¢ w tym samym punkcie mozemy skladaé, czyli chodzi¢
najpierw wzdluz jednej, a potem wzdluz drugiej. Formalnie, jesli v jest
zlozeniem 71 i 72, to ¥(t) jest réwne 1 (2t) dlat < 3 iv2(2t —1) dlat > 3,

co zapisujemy jako v = ~27y1. Podobnie, petle mozna odwracaé (tzn. obiegaé

je ,w druga strone”); odwrotnosé petli v to petla y~1(¢) = (1 — t). To samo
mozemy robi¢ ze Sciezkami, przy czym skladaé dwie Sciezki mozemy tylko wtedy,
gdy koniec jednej pokrywa sie z poczatkiem drugiej. Jesli 71 i 2 sa petlami
zaczynajacymi sie w tym samym punkcie, to mozemy utworzy¢ z nich petle

Yo 1’yf 17271 zwana komutatorem ~y; i vy, oznaczana [vy1, v2|. Komutowanie petli
to zatem pewna specyficzna instrukcja, postaci: ,najpierw przebiegnij pierwsza
petle, potem druga, potem pierwsza w przeciwnym kierunku niz na poczatku,

a potem tak samo z druga”. Wynika stad, ze je$li wezmiemy kilka komutatoréw
i je dodamy lub pomnozymy, lub przeksztalcimy w jakikolwiek ciagly sposdb, to
w efekcie tez dostaniemy pewien komutator — pomimo do$¢ nieprzyjemnego
sformutowania fakt ten jest raczej oczywisty. Zwroémy teraz uwage, ze jesli

71 1 72 sa petlami zaczynajacymi sie w tym samym punkcie, to ich komutator
[v1, 2] ma petlastek (dowolnego stopnia). Istotnie, niech oy bedzie $ciezwiastkiem
z 71 1 niech agy bedzie takim Sciezwiastkiem z o, ktéry zaczyna sie w koncu oy
(mozemy taki wybraé¢, gdyz 1,72 zaczynaja sie w tym samym miejscu). Wéwczas

petla (3;%8; 0[2—1) (ngafl)agal jest petlastkiem z [vy1,72].

Udowodnimy teraz, ze wzory na rozwigzania réwnan stopnia 3 musza

zawieraé ,zagniezdzone pierwiastkowanie”. Niech F'(ag, a1, as) bedzie wzorem
zlozonym ze standardowych operacji arytmetycznych i ,niezagniezdzonego”
pierwiastkowania (proponuje mysle¢ o pewnej konkretnej postaci, na przyktad
F(ap,a1,a2) = v/ap + a1 + aiaz). Przypusémy, ze kazda interpretacja
F(ag,a1,a2) daje pewien pierwiastek réwnania 23 4+ a9z + a1z +ap = 0.
Rozwazmy réwnanie z° — 1 = 0. Ma ono trzy pierwiastki, ¢ = e2™/3, g2 = e%7/3
oraz % = 1. Niech a(t), a1(t) i aa(t) beda petlami wspétezynnikéw ag = —1,
a1 = 0, a; = 0 powstalymi przy ciaglej zamianie miejscami pierwiastkow 11 e
(przy czym zamiana ma przebiegaé po rozlacznych $ciezkach), np.

(2) 24 ax)+ar(t)z+ap(t) = (2 — 62””/3)(2 —t—(1=t)e)(z—£?).
Podobnie zdefiniujmy petle af, o}, ay, tym razem zamieniajac pierwiastki 11 &2
(3) 22 +ab(t)2? +al(t)z+ap(t) = (2 — e 23 (z —e) (2 — t — (1 — t)e?).

Niech teraz f; = [ay, af], i = 0,1, 2. Przypomnijmy, ze kazda z petli 8; ma
petlastek (gdyz jest komutatorem dwéch petli). W tej sytuacji, poniewaz
formuta F' nie posiada zagniezdzonych pierwiastkéw, to istnieje taka petla y(t),
ktéra wszedzie jest pewna interpretacja F'(Bo(t), 51(t), B2(t)). Z drugiej strony ta
petla musi caly czas ,$ledzié” ruch ktéregoé z pierwiastkéw 1,¢,e2. Czy tym
pierwiastkiem moze by¢ 17 Niespecjalnie, gdyz najpierw 1 przechodzi na ¢,
potem e stoi w miejscu, nastepnie przechodzi na 1, a na koniec 1 przechodzi

na €2, czyli inny od 1 pierwiastek. Podobnie dwa pozostale pierwiastki nie
wracaja na swoje miejsca. Ich wedréwka wyglada tak: ¢ — 1 — 2 — &2 — 1
oraz €2 — 2 — 1 — ¢ — £. Co dowodzi, ze zaden z pierwiastkéw nie moze by¢
»Sledzony”, stad sprzecznosé. Formula F' musi zatem korzystaé¢ z zagniezdzonego
pierwiastkowania.

Nasze rozumowanie mozemy podsumowacé nastepujaco: w sposob ciagly

i ,bezkolizyjny” przeprowadziliémy pierwiastek ¥ na e¥=1 (k = 1,2,3) tak,
ze odpowiadajace temu ruchowi petle na wspélczynnikach dopuszczaja taka
interpretacje wyrazenia F', ktéra jest petla — jest to sprzecznosé. Podobna
strategie przyjmiemy, analizujac rownanie stopnia 5. Wykazemy, ze dla
dowolnego potencjalnego wzoru na rozwiazania mozemy ,,przemieszac”
rozwiazania wzdluz takich Sciezek, ze wynikajace z tych ruchéw petle na
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Petlastek z komutatora komutatoréw to
komutator petlastkéw z komutatoréw.

Rys. 6. Czarne petle odpowiadajg takim
zmianom wspotczynnikéw réwnania

25 —1 =0, ze jego rozwigzania zamieniajg
sig miejscami wzdluz kolorowych $ciezek,
tzn. rozwiagzanie eF'2i7/5 brzechodzi na

e () 2im/5 odzie o = (2,5,4,3,1)

wspotczynnikach dopuszczaly ,petlowa” interpretacje wzoru, a jednak zadne
z rozwigzan nie pozostalo na swoim miejscu. Aby dokladniej opisaé¢ ten zamiar,
wygodnie bedzie powiedzie¢ wczesniej kilka stow o permutacjach.

Przypomnijmy, ze permutacja zbioru to dowolne przemieszanie jego elementéw.
A bardziej fachowo, dowolna bijekcja z tego zbioru w siebie. Skoncentrujemy sie
tutaj na permutacjach zbioréw postaci {1,2,...,n}, dzieki czemu wygodnie bedzie
je oznaczaé — dla przykladu, przez permutacje (3,1,2) rozumiemy permutacje o
zbioru {1,2,3} taka, ze o(1) = 3, 0(2) = 11 0(3) = 2. Skoro permutacje to
bijekcje, to mozemy je sktadac¢ i odwraca¢. Podobnie jak w przypadku petli,
potrafimy zatem komutowaé dwie permutacje; jesli o i 7 sg permutacjami, to
[o,7] = 7707 r0.

Wiemy juz, ze ,zonglowanie” pierwiastkami wielomianu w sposéb ciagly
prowadzi do petli na jego wspoélczynnikach. Jest tu pewna oczywista
odpowiednio$é: jesli pewne permutacje pierwiastkow sg realizowane przez
pewne petle na wspélczynnikach, to ztozenie tych petli prowadzi do zlozenia
permutacji. Podobnie odwrécenie petli na wspoétezynnikach prowadzi do
odwroécenia zwigzanej z nimi permutacji. W tej sytuacji, jesli petle a; sa
zwiazane z permutacja o, a petle §; sa zwiazane z permutacja 7, to petle [, ;]
sa zwiazane z permutacja [o, 7).

Wykazemy teraz, ze podwdjne zagniezdzenie pierwiastkowania to za malo, aby
rozwiazywaé réwnania stopnia 5. Powiedzmy, ze mamy formule F(ao,...,a4),
w ktorej pierwiastkowanie jest zageszczone co najwyzej dwukrotnie (dajmy na

to /ag — v/a1 + az + {/azas), a kazda jej interpretacja daje pewien pierwiastek
réwnania 2° + Z?:o a;z" = 0. Wystepujace w niej operacje pierwiastkowania
podzielmy w naturalny sposéb na ,wewnetrzne” i ,zewnetrzne” (w naszym
przykladzie ,wewnetrznym” pierwiastkowaniem jest v/ai + az). W duchu
poprzednich rozumowan, chcielibySmy wskaza¢ takie petle na wspélczynnikach,
by pewna interpretacja ,zewnetrznych” pierwiastkowan byta petla. Wiemy,

ze w tym celu wystarcza, aby to, co znajduje si¢ pod kazdym ,zewnetrznym”
pierwiastkowaniem, bylo komutatorem petli. Trudnoéé polega na tym, ze

pod ,zewnetrznym” pierwiastkowaniem jest pierwiastkowanie ,wewnetrzne”.
Czego nam potrzeba, aby pierwiastkowanie ,wewnetrzne” interpretowac

jako komutator? Jesli pod tym ,wewnetrznym” pierwiastkowaniem jest
komutator, to mozemy wynik zinterpretowac jako petle. Wezmy zatem jeszcze
jeden, inny komutator i najpierw ,spetlastkujmy” pierwszy, potem drugi,
potem pierwszy odwrotnie, a potem drugi odwrotnie — w efekcie dostaniemy
juz porzadny komutator. Wystarcza zatem, aby to, co znajduje si¢ pod
ywewnetrznym” pierwiastkowaniem, bylo komutatorem komutatoréw — w skrocie
kokomutatorem. Jesli kazdy z argumentow formuly F' bedzie zmienial wartosé
wzdtuz kokomutatora, to wartos¢ F bedziemy mogli interpretowaé jako petle.
Przypomnijmy jednak, ze te kokomutatory powinny mie¢ jeszcze jedna wlasnosé,
aby byl z nich dla nas pozytek — maja zmienia¢ potozenie kazdego rozwiazania
naszego réwnania. Ze wzgledu na przedstawiona wcze$niej odpowiednio$é
miedzy operacjami na petlach i pierwiastkach réwnania, wystarczy odpowiedzie¢
sobie na pytanie, czy istnieje taka permutacja-kokomutator, ktéra nie ma
punktu statego. Otz istnieje, i aby sie o tym przekonaé, wystarczy wziac

o1 =(1,3,4,2,5), oo = (1,2,4,5,3) oraz 71 = (1,3,4,2,5) i 2 = (2,3,1,4,5).
Woéwezas o = [o1,09] = (1,5,4,3,2) i 7 = [11,72] = (4,3,2,1,5), i w koricu

[0, 7] = (2,3,4,5,1). Jak do tego doszliémy? Przyznajmy szczerze, przy

uzyciu brutalnej, obliczeniowej sity. Céz, wszystkich permutacji zbioru
piecioelementowego jest 5! = 120, wiec potencjalnych komutatoréw jest ., jedynie”
1202 = 14 400. Jedli odsiejemy (badZmy uczciwi: nie my, tylko komputer)
powtodrzenia, zostaniemy z 60 mozliwymi komutatorami. Potencjalnych
kokomutatoréw jest zatem 60% = 3600, wsréd ktoérych szczesliwie znajduja sie
réwniez permutacje pozbawione punktéw stalych, jak na przyklad (2,3,4,5,1).

No dobrze, a co dla formul o jeszcze wigkszym zageszczeniu operacji
pierwiastkowania? Wr6émy do zbioru potencjalnych 3600 kokomutatorow.
Okazuje sie, ze po usunieciu powtérzen dostaniemy. .. wczesniejszy zbior

60 komutatoréw. Kontynuujac, wnioskujemy, ze zbiér kokokomutatoréw tez
jest tozsamy ze zbiorem 60 komutatoréw, tak samo ze zbiorem ko*mutatoréw
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www . youtube . com/watch?v=RhpVSV6iCkoat=1s| i tak dalej. W szczegdlnosei, permutacja (2,3,4,5,1) jest ko"mutatorem dla

web.williams.edu/Mathematics/1g5/394

/ArnoldQuintic.pdf

Uniwersalne formuly dla réwnan
3 i 4 stopnia podajemy dla postaci,
ktére przy uzyciu prostego, liniowego
podstawienia zostaly uproszczone
(wspdlezynnik wiodgcy = 1, kolejny
wspélezynnik = 0).
Uniwersalnym rozwigzaniem réwnania
r3+px+q:Ojest
c- L.
3C
gdzie
3 L

q
c=4/-2 I
2+ 4+27

Uniwersalnym rozwigzaniem réwnania
m4+px2+qz+r:Ojest

Vam + \/7 (2p+2m + 2L)

5 )
gdzie m jest rozwigzaniem réwnania

8m> + 8pm2 + (2p2 — 8r)m — q2 =0.

dowolnego n. Aby dowies¢, ze formula z n-krotnym zageszczeniem operacji
pierwiastkowania nie moze dzialaé¢, wystarczy powolaé sie na istnienie 2"
permutacji, ktérych ko™mutacja daje permutacje (2, 3,4, 5, 1). Nastepnie
ko"mutujemy petle na wspoétczynnikach zwiazane z tymi permutacjami
rozwiazan. Wiemy, ze uzyskana w ten sposéb petla dopuszceza taka interpretacje
naszej formuly, ktéra sama jest petla — a to juz jest sprzecznos$é, bo kazde
rozwigzanie zmienilo swoje miejsce.

Uff. .. finisz byl bardzo intensywny. Idee tego rozumowania duzo tatwiej
przyswoié, jesli faktycznie mozemy poobserwowaé zaleznosci miedzy ruchem
pierwiastkow wielomianu i jego wspélczynnikow. Mozliwosé taka daje filmik
Short proof of Abel’s theorem that 5th degree polynomial equations cannot be
solved autorstwa Boaza Katza, do odnalezienia na YouTubie. Ponadto tym,
ktorzy chcieliby zapoznaé sie z odrobine bardziej formalnym przedstawieniem
tematu, polecam artykut Leo Goldmahera Arnold’s elementary proof of the
insolvability of the quintic, z ktérego ten tekst mocno korzysta. Czytelnicy Obyci
w Temacie wiedza, ze obecnie studenci kierunkéw matematycznych poznaja
twierdzenie Abela jako przyklad zastosowania teorii Galois. Dzieki niej mozemy
stwierdzié, ze zadna liczba rzeczywista mozliwa do uzyskania z liczb wymiernych
przy uzyciu standardowych operacji arytmetycznych oraz pierwiastkowania nie
moze by¢ rozwigzaniem réwnania z° — 2 — 1 = 0. W tym wzgledzie teoria Galois
daje nam wiecej — nie wymaga ,,0gélnego wzoru na rozwiazania”. Z drugiej
strony, przedstawione podejsécie obejmuje pierwiastkowanie oraz dowolne ciggle
przeksztalcenia liczb zespolonych, nie tylko dodawanie, mnozenie i dzielenie, a to
zawsze jakas kokorzysc.

m Zadania

Przygotowat Dominik BUREK

M 1684. Czy istnieje taki trojmian kwadratowy f(x) o wspdlczynnikach
catkowitych, ze (a) f(f(v2)) =07 (b) f(f(v/3)) =07 (¢c) f(f(V5)) =07

Rozwiazanie na str. [7]

M 1685. Ahmed pomnozyl wszystkie dzielniki liczby naturalnej n. Hamza
zwigkszyl kazdy dzielnik o 1, a nastepnie pomnozyt wyniki. Liczba Hamzy jest
podzielna przez liczbe Ahmeda. Dla jakich n jest to mozliwe?

Rozwiazanie na str.

M 1686. W pola tablicy 3 x n wpisano liczby naturalne. Wiadomo, ze kazdy
z trzech wierszy zawiera kazdg z liczb 1, 2, ..., n. Okazalo si¢ jednak, ze

dla kazdej kolumny suma iloczynéw par trzech liczb w niej zawartych jest
wielokrotno$cig n. Dla jakich n jest to mozliwe?

Rozwiazanie na str. [7]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1031. Od 20 maja 2019 roku jednostki Ukladu SI zdefiniowane sa poprzez
przyjecie jako znanych dokladnie wartosci 7 stalych. Sa to:

e czestotliwo$¢ nadsubtelnego przejscia w atomach cezu 133 w niezaburzonym
stanie podstawowych, Aveg =9 192 631 770 Hz,

o predko$é $wiatla w prézni, ¢ = 299 792 458 m/s,

« stala Plancka, h = 6,626 070 15- 10734 J-s,

« tadunek elementarny, e = 1,602 176 634 - 10~ C,

o stala Boltzmanna, k = 1,380 649 - 10723 J/K,

o stala Avogadra, N4 = 6,022 140 76 - 10?3 1/mol,

« skutecznoéé¢ $wietlna promieniowania o czestotliwosci 540 - 10'2 Hz,
Keq =683 lm/W.

Oznacza to, ze teraz, np. 1 m = 30,663318988...c/Avcs. Podaj obecnie
obowiazujace definicje jednostek: 1 kg, 1 €.
Rozwigzanie na str.

F 1032. Ile wynosi pojemno$¢ przedstawionego na rysunku uktadu
kondensatoréw miedzy punktami A i B?
Rozwigzanie na str. [§]
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https://www.youtube.com/watch?v=RhpVSV6iCko&t=1s
https://web.williams.edu/Mathematics/lg5/394/ArnoldQuintic.pdf
https://web.williams.edu/Mathematics/lg5/394/ArnoldQuintic.pdf

