LOFAR w Polsce

Polska dotaczyla do systemu LOFAR jako
konsorcjum POLFAR. W jego sklad
weszlo 9 instytucji: Uniwersytet
Warminsko-Mazurski w Olsztynie,
Uniwersytet Jagiellonski, Centrum Badan
Kosmicznych PAN w Warszawie,
Poznanskie Centrum
Superkomputerowo-Sieciowe — jako
instytucje zaangazowane
infrastrukturalnie, a obecnie tworzace
konsorcjum operacyjne POLFARO, oraz
Centrum Astronomiczne Mikolaja
Kopernika PAN, Uniwersytet Szczecinski,
Uniwersytet Zielonogérski, Uniwersytet
Mikotaja Kopernika i Uniwersytet
Przyrodniczy we Wroctawiu.

W roku 2015 w trzech polskich
lokalizacjach powstaly stacje systemu:
Stacja PL612 w Baldach pod Olsztynem,
nalezaca do Uniwersytetu
‘Warminsko-Mazurskiego, gdzie
zainstalowano maksymalng konfiguracje,
czyli lacznie 3264 dipole. Podobna
konfiguracja znajduje si¢ w stacji

w Boréwcu pod Poznaniem, nalezgcej do
Centrum Badan Kosmicznych. Ostatnia
stacja, nalezaca do Uniwersytetu
Jagielloniskiego, zostata zbudowana

w Lazach koto Krakowa, w nieco
mniejszej wersji. Od poczatku 2016 roku
polskie stacje biora udzial w badaniach
prowadzonych w ramach Europejskiej
grupy — International LOFAR Telescope
(ILT). O transfer gigantycznej ilosci
danych oraz cze¢s$ciowo o ich
przechowywanie dba Poznanskie Centrum
Superkomputerowo-Sieciowe.

wymaga bardzo skomplikowanych systemow cyfrowych i informatycznych. Zatem
jesli te beda odpowiednio wydajne, to za pomoca interferometru LOFAR mozna
teoretycznie obserwowaé nawet 28, czyli 256 obiektéw jednoczesnie, co wiaze sie
z maksymalnym podzialem pasma na tylez kanaldw.

Co badamy radioteleskopem LOFAR?

Trwajace juz od ponad dekady obserwacje radioastronomiczne na falach
wczesniej nieeksplorowanych zaowocowaly wieloma znakomitymi wynikami,

na wyliczenie ktorych nie ma tu miejsca. Warto jednak podkredli¢, ze od
poczatku zainicjowano kilka wiodacych tematéw badawczych — nazwano je
projektami kluczowymi. W wielu z tych projektow uczestnicza naukowcy

z Polski. Jednym z nich sa obserwacje Stonca i Kosmiczna Pogoda — tematy
bardzo istotne nie tylko w sensie poznawczym, ale i spotecznym, bo wyniki
tych badan wykorzystywane sa w telekomunikacji satelitarnej. Wykorzystujac
LOFAR, mozemy tez na falach radiowych obserwowaé¢ najwczesniejsze momenty
istnienia Wszeché$wiata — tzw. epoke rejonizacji. Ponadto tworzymy przeglady
calego nieba uwzgledniajace odlegle obiekty kosmiczne, takie jak kwazary

czy radiogalaktyki, badajac m.in. ich pola magnetyczne. Wazng czescig pracy
systemu LOFAR (takze pojedynczych jego elementéw) sa obserwacje zjawisk

i obiektéw szybkozmiennych w czasie. Do takich zaliczamy pulsary, ktére akurat
w zakresach czestotliwosci LOFAR-a emituja najwigcej promieniowania. Dzigki
teleskopowi LOFAR badane sa tez promieniowanie kosmiczne oraz zjawiska
burzowe.

Warto na koniec dodaé, ze LOFAR to niezwykle wazny instrument dla
prawdopodobnie najbardziej rozbudowanego radioteleskopu, ktéry aktualnie
powstaje w Australii i RPA — jest bowiem swego rodzaju ,,pathfinderem”
technologii dla projektu Square Kilometre Array (SKA). Sam LOFAR niebawem
wkroczy tez w kolejna faze swojego istnienia. W 2022 roku zacznie si¢ bowiem
transformacja systemu do wersji LOFAR 2.0.
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Prawo Benforda jest przykladem niezwyktlej zaleznosci obserwowanej wérod
danych liczbowych. Glosi ono, ze dla wielu zbioréw liczb o ré6znym pochodzeniu
(powierzchnia panstw, kwoty wystawiane na czekach, parametry pierwiastkéw
chemicznych, pierwsze cyfry kolejnych poteg liczby 143) pierwsze cyfry znaczace
tych liczb wystepuja z czestoscia w dobrym przyblizeniu okreslong przez wzor

(1) P(k) = logy, (1 + ;) ,

gdzie k =1,2,...,9. Tym samym okolo 30,1% wszystkich liczb w wielu zbiorach
danych rozpoczyna si¢ od 1, a tylko 4,6% od 9. Prawo to jest do$¢ uniwersalne,
cho¢ oczywiscie nie wszystkie dane liczbowe je spelniaja (np. wzrost czlowieka).

Jednak nie prawem Benforda bedziemy sie tu zajmowaé (o tym pisano juz

w A%, AfZ czy Alg). Nas interesowaé bedzie podobne w sformutowaniu pytanie
— o liczby, jakie znajduja sie w rozwinieciu liczby rzeczywistej w utamek
laricuchowy. Wyjasnijmy pokrétce to pojecie (oméwione np. w A3, ).

Ulamkiem lanicuchowym liczby « > 0 nazywamy wyrazenie postaci
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Rozwigzanie zadania F 1029.
Zderzenie meteorytu z powierzchnig Ziemi
jest zderzeniem catkowicie niesprezystym
i cala energia kinetyczna E ,pocisku®
przetwarzana jest na odksztalcenie

i kruszenie (cze$ciowo tez topienie)
materialu gruntu (skal) w objetosci V
odpowiadajacej objetosci krateru. Mamy
wigc E o< Y - V. Przyjmujac, ze kratery
uderzeniowe maja podobne ksztalty,
otrzymujemy, ze V o D37 gdzie D jest
$rednicg krateru. Ostatecznie:

D« E'Y/3.

Rozwazany w treéci zadania i w jego
rozwigzaniu model zakladajacy dominacje
proceséw , niszczenia” gruntu dotyczy
niewielkich krateréw o srednicach

rzedu 1 m. Glebokoséé krateru jest
proporcjonalna do jego $rednicy dla
krateréw niewielkich (do ok. 1 km).

K. A. Holsapple, Ann. Rev. Earth Planet,

Sci. 21, 333 (1993).
R. J. Pike, Proc. Lunar Planet. Sci.
Conf. 11th, pp 2159-2189 (1980).

Formalnie P(k) definiujemy nastepujaco.
Niech a = [ag; a1, az,...] oraz niech K, j
oznacza liczbe liczb k w rozwinieciu
liczby a w utamek tancuchowy na
pozycjach od 1 do n. Wtedy

P(k) = lim Hnke

n—oo N

kPk) || kPW®

1 0,415037|| 10 0,011973

2 0,169925|| 100 0,000141

3 0,093109(/1000 1,44 - 10~
4 0,058894| 10° 1,44 .10 %2
5 0,040642

Nietrudno uwierzyé w . Po
zlogarytmowaniu lewa strona staje sig
granicg $rednich logarytméw pierwszych
n liczb rozwiniecia x w ulamek
tancuchowy, a prawa strona wartoscig
oczekiwang logarytmu zmiennej

o rozkladzie Gaussa—Kuzmina.

Czesto zamiast rozleglej notacji stosuje sie notacje pozioma i zapisuje powyzszy
utamek w jednej linii jako wyrazenie

[ap; a1, ag,. .. ak,...].
Ulamki laricuchowe moga by¢ nieskoriczone (jak w zapisie obok) lub skoriczone.

Dowodzi sie ponadto, ze kazda liczba rzeczywista moze zostaé¢ zapisana
w postaci takiego utamka.

Wiasnosci. Utamek laricuchowy liczby wymiernej p/q jest skoniczony. Utamek
tancuchowy liczby niewymiernej jest nieskonczony. Jesli x jest pierwiastkiem
niewymiernym trojmianu kwadratowego o wspolczynnikach catkowitych, to jego
utamek laticuchowy jest okresowy. Na przyklad /114 = [10;1, 2,10, 2, 1, 20],
gdzie poziome nadkreslenie oznacza czesé okresows.

W dalszej czesei rozwazaé bedziemy tylko liczby rzeczywiste w przedziale [0, 1],
i wtedy réwniez ag = 0, jednak rozwazania mozna bedzie przeniesé na pelen
zakres liczb. W utamku tarficuchowym dowolnej liczby niewymiernej interesowaé
nas bedzie teraz problem nastepujacy: czy istnieje odpowiednik prawa Benforda
dla liczb aq, a9, agz i kolejnych? Zwroémy uwage na to, ze pytamy o liczby,

nie o cyfry wiodace kolejnych a;. Okazuje sie, ze dla prawie wszystkich (ktéry
to termin wyjadnimy niebawem) liczb rzeczywistych x oraz dowolnej liczby
naturalnej k > 0 granica P(k) czestoSci wystepowania k w coraz dtuzszym
rozwinieciu  w ulamek tancuchowy istnieje i dana jest wzorem

P(k) = log, (%) = log, <1 + M) .

Rozklad prawdopodobienstwa okreslony powyzszym wzorem nosi nazwe
rozktadu Gaussa—Kuzmina. Gauss rozwazal go juz na poczatku XIX wieku,
Kuzmin za$ w pierwszej potowie XX wieku okreslit rzad zbieznosci rozkladéw
kolejnych liczb ,losowego” utamka tancuchowego do powyzszego wyrazenia.

Tabela na marginesie przedstawia kilka wybranych wartosci rozktadu
Gaussa—Kuzmina. Niezwykle jest w nim to, ze cho¢ a; moze przyjmowaé
nieskoriczenie wiele wartosci, to z prawdopodobiefistwem nieco wigkszym niz 2/3
jest to jedna z liczb 1,2, 3. Ponadto liczby 14 wzwyz stanowia 10%, a od 144
wzwyz ponizej 1% wszystkich wspétezynnikéw wystepujacych w ,,typowym”
utamku tanicuchowym. W ogélnodci, liczby od 1 do N wystepuja w rozwinieciu
»wtypowej” liczby rzeczywistej w ulamek tancuchowy z czestoscia

(k+1)2

N
P(1) + P(2) +...+ P(N) =} _log, () IN +2
k=1

kk+2)) B2 N2

a ostatnig réwnos¢ nietrudno wykazaé przez indukcje.

We wezesniejszym sformulowaniu uzyliSmy okreslenia ,,prawie wszystkich”.
Okreélenie to oznacza, ze zbior liczb pozbawionych tej wlasnosci jest w pewnym
sensie niewielki, jego miara Lebesgue’a jest réwna 0. O mierze Lebesgue’a (ktéra
oznaczamy przez A) nie bedziemy sie szczegdlowo rozpisywaé (jej formalna
definicje mozna znalezé wA%,), tutaj zaznaczymy tylko, ze miara Lebesgue’a
odcinka jest jego dtugosé, zbiér jednoelementowy ma miare 0, tak samo jak
kazdy zbidr przeliczalny, w szczegdlnosci zbidr liczb wymiernych. Z kolei zbior
liczb niewymiernych zawartych w odcinku (a,b) ma miare réwna b — a.

Wréémy do rozkladu Gaussa—Kuzmina. Na jego podstawie mozna sformulowaé
i udowodnié¢ bardzo ciekawy wniosek dotyczacy Sredniej geometrycznej liczb
wystepujacych w rozwinieciu liczby = € [0, 1] w ulamek laricuchowy.

Twierdzenie. Dla prawie wszystkich x € [0, 1] ponizsza granica $rednich
geometrycznych istnieje i jest rowna

@) k+1)

00 ( log, k
lim /a;-as...-a, = — =: Kj.
I (k(k+2)) 0

Wystepujaca powyzej stata Ky nazywa si¢ stalg Chinczyna i jest ona
w przyblizeniu réwna Ky =~ 2,685452001. Jest to liczba, o ktérej niewiele wiadomo,
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Sredniq harmoniczng liczb ay, ..., a, jest
H( ) L
ai,...,0n) = —3 T
ar toeetan

Ztota liczba, ﬁ oraz \/§ majg okresowe
rozwiniecia w utamki tancuchowe, jako
rozwigzania réwnan kwadratowych

o wspolczynnikach catkowitych. Liczba e
ma rozwiniecie postaci

e=1[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...],

gdzie co trzecia liczba jest kolejng liczbag
parzysta, pozostale za$ sg réwne 1.

Zachecamy do przeczytania artykutu
,O potegach dwojki” Pawla Strzeleckiego
Z AS4, dostepnego réwniez on-line.

L. .}

Rozwigzanie zadania F 1030.
Graniczna predkosé spadku osiggana jest,
gdy sila oporu zréwna si¢ z suma sit
przyciagania grawitacyjnego ciala przez
powierzchnie planety i sily wyporu jej
atmosfery. Gesto$é ciata ludzkiego jest
niewiele V&l?k%éd od gestosci wody

p = 1000 kg/m — przyjmijmy, ze jest jej
réwna. Niech objetosé skaczacego

wynosi V. Mamy wéwczas: na Ziemi

1 2
pgV —p, Vg= 5(:/12 v, S
i na Wenus
, 1 2 o
Pgw V — pw Vgw = 5 CPw Uiy S,

gdzie przyjelidmy, ze wspotczynnik c,
objeto$¢ i powierzchnia czlowieka sa na
obu planetach takie same (wymagatoby
to zastosowania sztywnego skafandra ze
wzgledu na 91 razy wigksze ci$nienie
atmosfery na Wenus niz na Ziemi).

Otrzymujemy:

('U’w ) ? o (p = pw)pz guw

Vz (p=pz)pw g

Po podstawieniu danych otrzymujemy

vy = 0,123v, = 24,6 km/h — to mniej niz
7 m/s, czyli predkosé, z jakg na Ziemi
laduja skoczkowie spadochronowi.

poczawszy od tego, czy jest to liczba wymierna. Wiadomo jednak, Ze jest
rOowniez granicg wyrazenia zdefiniowanego dla p < 1:

+ap)1/17

P
a? + ...

K, = lim (1 C
n— o0 n

gdy p — 0. Okazuje sie, ze istnieje jawny wzoér na K. Jest on dany przez

wyrazenie podobne do tego z Twierdzenia:
(k+1)? >

K= kal < k(k+2)

Jesli podstawimy teraz p = —17 to we wzorze na K, otrzymamy granice Srednich
harmonicznych wyrazow rozwiniecia liczby x w ulamek tancuchowy, ktéra dla
prawie wszystkich x jest réwna K_; ~ 1,74540566.

<=

Wydaje sie, ze nie powinniémy mie¢ zadnego problemu ze wskazaniem

liczby z, ktorej liczby rozwinigecia w ulamek tancuchowy pojawiaja sie zgodnie
z rozkladem Gaussa—Kuzmina i spelniaja , skoro prawie wszystkie liczby
maja te wlasnosé. Okazuje sig, ze sprawa jest jednak zupelnie inna — do dzi$ nie
znamy zadnego jawnego (w sensie: niestworzonego tylko na te okolicznosé)
przyktadu liczby, ktéra ma przedstawione wlasnosci. Jest to fakt zdumiewajacy,
gdyz wcze$niej napisaliSmy, ze prawie wszystkie liczby rzeczywiste spelniaja to
prawo! Potrafimy co prawda wskazaé taki cigg liczb catkowitych, ktorych $rednie
geometryczne zblizaja si¢ do Ky, w szczegdlnosci wiec wiemy, jak moze wygladac
ulamek lancuchowy takiej liczby (a zatem i sama liczba). Nie potrafimy jednak
podaé zadnego ,szkolnego” przykladu, typu v/2, v/3, ,zlota liczba”, e (o tych
wiemy, ze nie spelniaja tego prawa) lub = (kwestia tej stalej pozostaje otwarta).

Roéwnosci wiazace state Ky oraz K, z odpowiednimi granicami sa faktami
przyporzadkowywanymi teorii liczb, jednak ich wspélczesne dowody
wykorzystuja w duzej mierze aparat teorii miary i elementy tak zwanej teorii
ergodycznej. Jest to dziedzina matematyki koncentrujaca sie na zachowaniu
uktadu zmieniajacego sie wraz z iterowaniem jakiego$ procesu. Ponadto
przestrzen standéw jest wyposazona w miare (probabilistyczna) ,wazaca” rézne
stany. Przedstawione w artykule wyniki mozna uzyskaé¢, wykorzystujac jedno
z najwazniejszych twierdzen teorii: twierdzenie ergodyczne Birkhoffa.

Stata Chinczyna Ky pojawia sie w wielu innych interesujacych tozsamosciach.
Ponizej prezentujemy jedna z bardziej eleganckich:

> In(1—1/k)In(1+1/k) =
k=2
Dowdd tej relacji jest dos¢ zlozony, dlatego nie bedziemy go przedstawiac
na lamach Delty. Co ciekawe, powyzsza tozsamosé ma swojego blizniaka
/ (z+ 1

wyrazonego w jezyku calek:
1
In[1
[,
1+
1 0

gdzie [z] oznacza czesé catkowita liczby z. Przypomnijmy — catka z funkcji
nieujemnej na danym przedziale jest réwna polu powierzchni czesci plaszczyzny
zawartej miedzy wykresem funkcji a osig OX.

—In(Kp)In2.

oo

(Ko lIl

Na koniec wréémy jeszcze na chwile do liczby m. Utamkiem tancuchowym tej
liczby jest

m=1[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,.. ]
i cho¢ nie wiemy, czy Srednia geometryczna liczb rozwiniecia m w utamek
tancuchowy zbiega do Ky, to jednak wiemy, ze dla 17 001 303 poczatkowych
liczb ta $rednia jest rowna 2,686393, a zatem jest to wynik z doktadnoscig
do dwoch miejsc po przecinku. Podobnie srednia harmoniczna tych liczb
to 1,745882, a wiec zgodnosé jest do 3 miejsc po przecinku. Oczywiscie sa
to tylko dane empiryczne i nie mozna z nich wyciagaé¢ zadnych ogdlnych
wnioskéw. Podobne obserwacje zauwazono dla stalej Eulera v czy dla samej
statej Chinczyna K, jednak problem zbieznosci $rednich geometrycznych do
statej Ky pozostaje dla nich otwarty.
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