w rzeczywistym Swiecie fizycznym moéwi nam, ze
idealizacja polegajaca na pominieciu odksztalcen jest
w problemie kul niedopuszczalna. Druga zasada jest
uogdblnieniem wnioskéw ptynacych z wielu réznych
do$wiadczen i w ten sposéb uwzglednia to, jakie

sa rzeczywiste wlasciwoéci materii wynikajace z jej
mikroskopowej (czasteczkowej) budowy. Przykiad

kul pokazuje tez funkcjonowanie termodynamiki

jako teorii fenomenologicznej: pole ciezkosci wplywa

w pewien sposéb na energie wewnetrzna U kuli, ale nie
musimy tego analizowa¢ na poziomie mikroskopowym.
Wystarczy wiedzieé, ze jest to zakodowane w rownaniu
stanu (8). A réwnanie to — poprzez zwiazek dQ = TdS,
bedacy matematyczna konsekwencja drugiej zasady
termodynamiki — dyktuje, jak U i w konsekwencji C,
zaleza od g. Potrzebne jest wiec tylko wyznaczenie
réwnania stanu , a kompletna informacja o jego

postaci jest zawarta w bezposrednio mierzalnych
wspotezynnikach, takich jak a.

Termodynamika, dzieki niewielkiej liczbie zasad, na
ktoérych jest oparta, jest najogdlniejsza z teorii fizycznych.
Stosuje sie ona do wszystkich makroskopowych ukltadéw.
Czasem, jak w przypadku takich egzotycznych ukladéw
jak czarna dziura, stusznos¢ jej zasad moze wydawacé
sie nieoczekiwana, ale pozostaje niewzruszonym faktem.
Odznacza sig¢ tez wielka elegancja formalna i znakomicie
stuzy wyrabianiu nie tylko intuicji fizycznej, ale takze
precyzji rozumowania i formulowania mysli. Dlatego na
zawsze powinna pozostaé¢ fundamentem wyksztalcenia
kazdego fizyka.
[*] G. De Palma, M. C. Sormani Counterintuitive effect of gravity
on the heat capacity of a metal sphere: re-examination of

a well-known problem, American Journal of Physics 83, 723
(2015).

O soczewkach grawitacyjnych produkujacych

nieparzystg liczbe obrazéw
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Jednym z najbardziej intrygujacych zastosowan topologii rézniczkowej

Rys. 1. Obraz odlegtego kwazara
RXJ1131-1231; centralnie polozona
galaktyka rozsmarowuje obraz tla,
tworzac jasny tuk (po lewej) i cztery
wyrazne obrazy.
ESA/Hubble/NASA /Suyu

Rys. 2. Piericienn Einsteina, o nazwie LRG
3-757, tworzacy niepelny okrag. Pierécien
Einsteina powstaje, gdy (silne)
soczewkowanie tworzy obraz okregu lub,
czesciej, tuku okregu.

ESA/Hubble &NASA

w astronomii jest twierdzenie o nieparzystej liczbie obrazéw w opisie zjawiska
soczewkowania grawitacyjnego. Mowi ono o tym, ze przy pewnych zalozeniach
na temat charakteru soczewki oraz zrédta liczba obrazéw, jakich moze
spodziewaé si¢ obserwator, jest zawsze nieparzysta. Czytelnicy zapoznani

z obserwacjami astronomicznymi moga zaprotestowaé — wiele przypadkéw
soczewkowania tworzy bowiem parzysta liczbe obrazéow. Maja tu oni oczywiscie
racje — przytoczone twierdzenie méwi bowiem o pewnym szczegdlnym
przypadku, realizowanym nie we wszystkich sytuacjach.

Niezgodnos$é pomiedzy teoria a praktyka spowodowana jest tu zaréwno
uproszczeniami w twierdzeniu, ktére wykluczaja pewne scenariusze obserwowane
w rzeczywistoéci, jak i trudnosdciami w znajdowaniu kolejnych obrazéw, z jakimi
musza mierzy¢ si¢ astronomowie.

Opowiemy teraz pokrotce, czym jest soczewkowanie grawitacyjne i kiedy
zachodzi. Przedyskutujemy potem treé¢ tytulowego twierdzenia, wprowadzimy
nieco aparatu matematycznego i przedstawimy szkic dowodu. Na zakonczenie
wskazemy potencjalne uogdlnienia i rozwiniecia tego pomystu.

Soczewkowanie grawitacyjne

Silne soczewkowanie wystepuje najczesciej w wyniku przejscia promieni
$wietlnych pochodzacych od galaktyki lub aktywnego kwazara przez soczewke,
ktora stanowi inna galaktyka badz gromada galaktyk. Charakterystyczne

dla tego soczewkowania jest powstanie wielokrotnych obrazéw zrddla oraz

w bardzo szczegblnym przypadku, gdy obserwator, soczewka i zrédto znajduja
sie w przyblizeniu na jednej prostej — pierscienia Einsteina. Taki pierscien

jest mocno zdeformowanym obrazem Zrédia. Model uzywany do opisu
soczewkowania zaklada zwykle przyblizenie geometrycznie cienkiej soczewki (tzn.
promien $wietlny porusza si¢ po linii prostej z wyjatkiem jednego odchylenia
zmieniajacego jego kierunek ruchu) i niewielkie odstepstwo od wspétliniowosci
sktadnikéw (rys. 3). Réwnanie dla takiej soczewki grawitacyjnej ma postac:

ﬂzQ—a(9)>

gdzie matematyczny opis zjawiska ugiecia promieni $wietlnych zawarty jest
w zaleznoéci a(6). Przy zadanym kacie S réwnanie dopuszcza wiele rozwiazan ze
wzgledu na 6, co oznacza powstanie obrazow wielokrotnych.
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Rys. 3. Modelowanie soczewkowania

grawitacyjnego za pomocg geometrycznie

cienkiej soczewki. O jest polozeniem
obserwatora, S — zrédta, L — soczewki,
a I — obrazu. Zdefiniowane odleglosci
wyznaczone sg poprzez przeprowadzenie
linii prostej prostopadtlej do plaszczyzn
soczewki oraz zrédta. Na rysunku
zaznaczono tez katy: a — kat pomiedzy
obserwowanym obrazem a prawdziwym
polozeniem Zrédla, 8 — kat pomiedzy
linig prosta a prawdziwym polozeniem
zrodla oraz 6 — pomiedzy prosta

a obrazem

f(z)

>

\

Y

° )

Rys. 4. Ilustracja sfer uzywanych do opisu

soczewkowania grawitacyjnego. Zrédto
$wiatla znajduje si¢ w punkcie S,

a obserwator w punkcie O. Pomigdzy S
a O znajduje si¢ przezroczysta
galaktyka G. Definiujemy odwzorowanie
z mniejszej sfery A do wigkszej B.
Odwzorowanie f : A — B przypisuje
punktowi z na sferze A punkt f(z) na
sferze B, jesli promien $wiatta
przechodzacy przez punkty O i z

przecina B. Liczba obrazéw S widzianych

przez O jest réwna liczbie punktéw ze

sfery A, ktérych obraz pod dziataniem f

jest punktem S

FHwh

B

y f(=@)
Rys. 5. Schematyczne przedstawienie
odwzorowania f : A — B w przypadku
jednowymiarowym. Widoczne sg fatdy

nad punktem y € B, ktéremu odpowiada

przeciwobraz fﬁl({y}). Funkcja f jest
w otoczeniu V' jednego z tych punktéw
lokalnym dyfeomorfizmem na obraz f(
Zilustrowany jest punkt osobliwy x,

w ktérym funkcja nie jest odwracalna

i det(Df(z))

V).

Przytoczmy teraz tre$¢ interesujacego nas twierdzenia.

Twierdzenie. Liczba obrazow Zrodia po przejsciu przez przezroczystq,
nieosobliwg soczewke grawitacyjng o skonczonych rozmiarach jest nieparzysta.

Przezroczysto$é soczewki oznacza, ze $wiatlo ze zrédla nie jest pochtaniane
przez soczewke. Zalozenie o nieosobliwos$ci w tym twierdzeniu wyklucza miedzy
innymi mozliwo$¢ uwiezienia promieni Swietlnych w soczewce, np. przez czarna
dziure. Nie wyklucza to jednak mozliwosci fizycznego zaistnienia fenomenu
nieparzystej liczby obrazéw, gdy soczewka jest czarna dziura.

O topologii rézniczkowej w kilku stowach

Przyjmijmy, ze B to duza sfera (o $rodku w punkcie obserwacji O), na ktorej
znajduje sie zrodlo S, a A to ,mala” sfera odpowiadajaca kierunkom, z ktorych
dochodza do obserwatora promienie swiatta. Odwracajac bieg promieni, mozna
wprowadzi¢ funkcje f : A — B w nastepujacy sposob. Z punktu obserwacji
wysylamy promien w kierunku z € A, ktory oczywiscie moze sie wyginaé

przy przechodzeniu przez rézne galaktyki, i patrzymy, w ktérym miejscu

f(x) € B dochodzi do sfery B. Obserwowane obrazy zrédla odpowiadaja wtedy
przeciwobrazowi f~({S}) (gdzie S to obserwowane przez nas zrédto). Moze to
by¢ wiecej niz jeden punkt, co oznacza wiecej niz jeden obraz.

Niech f: A — B bedzie gtadka funkcja pomiedzy dwiema sferami
dwuwymiarowymi. Mozemy sobie wyobrazié, ze sfera A znajduje sie w obszarze
ograniczonym sfera B. Przeksztalcenie sfery A na B przy uzyciu funkcji f
mozemy sobie wyobrazi¢ jako rozciggniecie sfery A, tak zeby przyklei¢ ja od
wewnatrz do sfery B. Gladkos$¢ f oznacza, ze mozemy sfere A rozciagaé, zaginaé
tak, zeby przykleja¢ kilka warstw, ale nie wolno nam jej rozcinaé¢. Formalnie
jako zalozenie twierdzenia przyjmuje sig, ze funkcja f ma okre$lone wszystkie
pochodne.

Definicja 1. Zbiorem punktow krytycznych funkcji f nazywamy zbior wszystkich
punktow, w ktérych macierz pochodnych nie jest odwracalna,

S ={x €A | det(Df(x)) = 0}.

Zbiorem warto$ci krytycznych f nazywamy obraz powyziszego zbioru pod
dziataniem f, czyli f(X5). Punkty A, ktdre nie sq punktami krytycznymd,
nazywamy punktami reqularnymi funkcji f, a wartosci funkcji f, ktore nie sq
krytyczne — wartosciami regularnyms.

W naszym przyktadzie przyklejania sfery A do sfery B punkty krytyczne

to te znajdujace sie na brzegu faldy (na przyklad punkt  na rysunku 5).
Natomiast punkty regularne to te, w ktérych funkcja f jest lokalnie odwracalna,
czyli przeciwobraz punktu regularnego y moze zawiera¢ wiele punktow, ale
kazdy z tych punktéw ma otoczenie, ktére funkcja f przeksztalca w sposéb
jednoznaczny (i gtadki) na otoczenie punktu y. W punktach krytycznych
funkcja f moze nie by¢ odwracalna nawet lokalnie.

Definicja 2. Definiujemy stopieri topologiczny (stopieri Brouwera) warto$ci
reqularnej y jako:

deg(f,B,y)= > sgndet(Df(x)).
zef~1({y})

Ten pozornie skomplikowany wzér to suma znakéw wyznacznikéw macierzy
pochodnej, czyli w istocie suma jedynek i minus jedynek. Znak jakobianu
determinuje, czy otoczenie punktu x jest przyklejane do sfery B z zachowaniem
orientacji (znak plus), czy ze zmiang orientacji na przeciwng (znak minus).
Stopient topologiczny zlicza wiec, o ile wiecej (lub mniej) jest punktéw
przeciwobrazéw f~1({y}), w ktérych nie zmienia sie orientacja wzgledem
punktu y, od tych, w ktorych sie zmienia. W naszym przypadku punkty
F7L({S}) sa po prostu obrazami zrédta! Stopiei topologiczny oblicza natomiast
roznice miedzy liczbg obrazéw prostych i odwréconych.
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Rys. 6. Krzyz Einsteina (Q2237+4030,
QSO 223740305) to jeden z pierwszych
zaobserwowanych przyktadéw silnego
soczewkowania grawitacyjnego, ktérego
zrédlem jest kwazar oddalony od nas

o 8 miliardéw lat §wietlnych.
Soczewkowanie przejawia si¢ tutaj
poprzez zwielokrotnienie obrazu zrédla.
Widoczne sg bowiem cztery wyrazne
obrazy zewnegtrzne i jeden stabszy

w centrum; towarzyszy im ogdlne
znieksztalcenie. Obraz centralny jest
najstabszy, poniewaz zostal

w najwiekszym stopniu rozproszony na
masie soczewki.

NASA, ESA, STScl

Rys. 7. Ilustracja warunku koniecznego do
powstania wielokrotnych obrazéw.
Hiperpowierzchnia, na ktérej znajduje sig
obserwator, ma w jego otoczeniu plaska
metryke, a trajektorie swobodnych
fotonéw wystane w pewnym momencie

w przeszlodci przecinaja ja w ksztalcie
figury zblizonej do sfery. Pomiedzy
zrédlem a obserwatorem zachodzi
soczewkowanie
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Szkic dowodu

Kluczowy w naszym dowodzie jest fakt, ze stopien topologiczny funkcji f

w punkcie obserwacji S (rys. 4) jest réwny 1. Scigle rzecz biorac, okazuje sie,
ze stopien topologiczny funkcji gladkiej jest staly (na zbiorze spojnym, czyli
skladajacym sie ,,z jednego kawatka”). Latwo sobie wéwczas wyobrazié, ze
przynajmniej jeden punkt ze sfery B ma jednoelementowy przeciwobraz (czyli
istnieje punkt na sferze A, do ktérego faldy nie zawracaja). Poniewaz za$ sfera
jest spéjna, to kazdy punkt na niej ma stopienn rowny jeden!

Mozna to intuicyjnie zilustrowaé, zaniedbujac jeden wymiar (w przypadku
dwuwymiarowym dowdd jest troche bardziej ztozony, ale opiera si¢ na
analogicznych argumentach). Przypadek jednowymiarowy przedstawia rysunek 5.
Nad kazdym punktem przeciwdziedziny (y € B) leza faldy dziedziny (A). Jesli
pofatdowanie zmierza na rysunku w prawo, odpowiada ono obrazowi o orientacji
prostej, a jesli zawraca, to odpowiada mu obraz odwrécony. Skoro funkcja f
jest gladka, to pofaldowania nie moga sie przerywaé¢ — moga sie tylko rozciagaé
i zaginaé. Niezaleznie od tego, ile razy zawrdca, musza w koncu wrécié¢ do
pierwotnego kierunku — chcemy bowiem w sposoéb gladki odwzorowaé nasza
pierwotng sfere A. Oznacza to, ze dla kazdego punktu na sferze B mamy
zawsze przynajmniej jedng falde wiecej zmierzajaca w prawo niz w lewo. Faldy
zmierzajace w prawo nad punktem dodaja do stopnia topologicznego warto$¢ +1,
a te idace w lewo warto$é¢ przeciwna.

Gdy pek promieni przejdzie przez soczewke grawitacyjna, oczekujemy wielu
obrazéw pochodzacych z jednego zrédla. Zalézmy, ze jest ich lacznie n =ny +n_,
dla n4 odpowiadajacego liczbie obrazéw prostych, a n_ — odwréconych.

Stosujac rozwazania dotyczace pofaldowan dla punktu S, widzimy, ze zachodzi
ny —n_ = 1. Plynie stad prosty wniosek, ze n,. = n_ + 1, a zatem catkowita
liczba obrazéw to n = 2n_ + 1. Udowodnilidmy tym samym tytulowe twierdzenie.

Dyskusja i uwagi

Sformalizowanie powyzszego dowodu do postaci dziatajacej w pewnych ogdlnych
czasoprzestrzeniach mozna znalez¢ w [3] i [I], i wymaga ono sporo wysitku.
Pierwsza trudnoscia jest odpowiedni dobér powierzchni A i B takich, by

byty topologicznymi sferami oraz by funkcja f miata odpowiedni stopien
rézniczkowalnosci. Po drugie, istnienie choé¢by jednego punktu y € B takiego,
ze jego przeciwobraz jest zbiorem jednoelementowym, nie zawsze jest tak
oczywiste, jak w oméwionym powyzej szczegdlnym przypadku. Mozna sobie
wyobrazi¢ specyficzne ustawienie soczewki i zrodla, dla ktérego taki scenariusz
nie zaistnieje.

Najwazniejszym zastrzezeniem wobec powyzszego dowodu jest jednak fakt,

ze nie bierze on pod uwage struktury topologicznej (ksztalt) i metrycznej
(krzywizna czasoprzestrzeni, pomiar odleglosci). Jesli jednak ograniczymy

sie do rozsgdnych topologii czasoprzestrzeni oraz stabych pdl grawitacyjnych,
dowéd odbywa sie w przestrzeni euklidesowej (mozna go znalezé w [2]) i do jego
przeprowadzenia wystarczy wiedza z kursu analizy matematyczne;j.

Okazuje sig, ze odpowiedni warunek do uogolnienia twierdzenia na
czasoprzestrzen M o dowolnej topologii i metryce g formalnie brzmi
nastepujaco:

Przeciecia pekow geodezyjnych zerowych (trajektorie swobodnych fotonéw)
wychodzgcych ze Zrodia S z przestrzenng hiperpowierzchnig o metryce
lokalnie euklidesowej, na ktorej znajduje sie obserwator, tworzq powierzchnie
z osobliwosciami przyblizajgce (w sensie topologicznym) sfery. Warunek ten
ilustrowany jest na rysunku 7.

Zaawansowane narzedzia topologii rézniczkowej, w tym tzw. teoria Morse’a
zerowych geodezyjnych, pozwalaja Scisle rozwaza¢ warunki powstawania parzystej
badz nieparzystej liczby obrazéw, a nawet klasyfikowaé je ze wzgledu na ich
charakter (obrazy $ciete, powiekszone, przeksztalcone w tuki okregéw) [I].
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