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Réwnowazne sformutowaniu

W. T. Kelvina jest sformulowanie

R. Clausiusa: Nie mozna zbudowaé
cyklicznie pracujacego urzadzenia,
ktérego jedynym skutkiem dziatania
byloby przekazanie ciepla ze zbiornika
zimniejszego do cieplejszego. Druga
zasada ma tez inne, bardziej abstrakcyjne
sformulowania, ale wszystkie one ida

w kierunku przeksztalcenia
termodynamiki z teorii fenomenologicznej,
tj. opartej na uogdlnieniu bezposrednich
obserwacji, w teori¢ dedukcyjng, tj.
oparta na abstrakcyjnych postulatach.

Druga zasada moéwi, ze nie mozna catego
ciepta pobranego z jednego zbiornika
przeksztalci¢ w prace. Najprostsze
mozliwe urzadzenie przeksztalcajace
cieplo w prac¢ mechaniczng musi wiec
skladac si¢ z przynajmniej dwéch
zbiornikéw ciepla. (Moze tez by¢ ich

i wiecej). Drugi jest potrzebny do tego,
by silnik mégt don przekazywad
»zmarnowane” ciepto, tj. to, ktérego

w mys$l drugiej zasady nie zuzyje na prace.

Wspétczynnik 7, czyli sprawnosé silnika,
méwi, jak duzo ciepta dany silnik
,marnuje”.
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Silnik Carnota dziata odwracalnie, tzn.
moze tez, dzialajagc w odwrotng strone,
przekazywaé cieplo ze zbiornika o nizszej
temperaturze T7, do zbiornika
cieplejszego, o temperaturze Ty > T,
kosztem pracy W = —W > 0 dostarczanej
mu z zewnatrz.

Taki sposOb przekazywania ciepta jest
juz zgodny z druga zasada
w sformutowaniu Clausiusa.

Do wniosku wyrazonego wzorem
doszed! francuski inzynier Nicolas
Léonard Sadi Carnot (syn Lazara
Carnota, ministra wojny z czaséw
Wielkiej Rewolucji Francuskiej —
pamigtamy: Danton, Robespierre,
jakobini, trybunatly rewolucyjne i tym
podobne przyjemne okolicznosci. . .)
w roku 1824, czyli na diugo przed
sformulowaniem drugiej zasady przez
Kelvina i Clausiusa (1851).

Naturalnie wielu bylo tez takich, ktorzy
w sposéb §wiadomy, wykorzystujac rézne
znane sobie (ale nie do konca...) procesy
fizyczne, usitowali zaprojektowaé
urzadzenie majace wyzszg sprawnosé

niz silnik Carnota. Celem takich préb
bylo zazwyczaj stworzenie tzw.
perpetuum mobile drugiego rodzaju, czyli
silnika o sprawnoéci n = 1. To oczywiscie
nie mogto si¢ udac. ..

Apologia termodynamiki
Piotr CHANKOWSKI*, Pawet JAKUBCZYK*

Termodynamika kojarzy si¢ niektérym wylacznie z zadaniami polegajacymi

na obliczaniu koncowej temperatury kilku réznych substancji umieszczonych

w jednym kalorymetrze. Mozemy $wietnie zrozumieé¢ brak entuzjazmu

uczniéw zmuszanych programem liceum do robienia takich obliczen, bo
rzeczywiscie nie sa to interesujace problemy. Nie stanowia one jednak istoty
termodynamiki! Ilustruja w gruncie rzeczy tylko jedna z zaledwie kilku
podstawowych zasad stanowiacych jej fundament, a mianowicie to, ze kazdy
makroskopowy (tj. skladajacy si¢ z wielu oddziatlujacych wzajemnie elementéw
— atoméw, czasteczek itp.) uklad fizyczny osiaga po pewnym (zazwyczaj dosé
krétkim) czasie stan tzw. réwnowagi termodynamicznej. Drugim fundamentem
termodynamiki jest zasada zachowania energii. Rozréznia ona tylko jej postacie
(energia ruchu czasteczek, energia momentéw magnetycznych w zewnetrznym
polu magnetycznym) i sposoby przekazywania (w postaci pracy lub ciepla),

bo jednym z ,kanonicznych” zagadnien fizyki (z ktérych w ogéle rozwineta sie
termodynamika) bylto przeksztalcanie energii cieplnej (zmagazynowanej np.

w kotle z wrzaca para wodna) w uzyteczng prace mechaniczna (np. napedzanie
lokomotywy). Najwazniejszy jest trzeci fundament termodynamiki, zwany jej
druga zasada. Mozna ja sformulowaé bardzo prosto stowami Lorda Kelvina:
niemozliwe jest stworzenie dzialajacego cyklicznie urzadzenia (maszyny cieplnej),
ktére pobierajac cieplo (z jakiego$ rezerwuaru), zamienialoby je calkowicie

w uzyteczna prace. To, co czyni termodynamike tak fascynujaca, to ogdlnosé
wnioskéw, jakie mozna wyprowadzié¢ z tak prosto i zdawaloby sie wasko
(interesujacej na pierwszy rzut oka tylko inzynieréw!) sformutowanej zasady.

7 drugiej zasady wynika jednak istnienie tajemniczej wielkosSci fizycznej zwanej
entropia oraz prawo niemalenia tejze we wszystkich procesach fizycznych,
chemicznych, biologicznych. .. Z kolei istnienie entropii pozwala wykorzystac
druga zasade w sposdéb matematyczny, co prowadzi do réznych ilosciowych

i czesto zupelnie nieoczekiwanych zwiazkéw wystepujacych miedzy zdawaloby
sie réznymi, bezposrednio mierzalnymi wielkoéciami fizycznymi. Ogdlnosé

i sita drugiej zasady bierze si¢ z tego, iz w zwarty sposéb ujmuje ona zasadnicze
ograniczenia, jakie na procesy fizyczne naklada funkcjonowanie przyrody

na poziomie mikroskopowym. Wnioski z niej wynikajace sa jednak czasem
nieoczywiste i zaskakujace nawet dla wytrawnych nauczycieli fizyki! Jeden

z takich wnioskow, dotyczacy bardzo prostej sytuacji fizycznej, a ilustrujacy

w znakomity sposéb, jak mikroskopowa struktura materii wptywa na zwykte
procesy, jest tak pouczajacy, ze warto go tu przedstawic.

Jednym z elementarnych wnioskow, jakie w zasadzie bez uzycia skomplikowanej
matematyki i wprowadzania pojecia entropii mozna wywiesé¢ z drugiej

zasady w sformultowaniu Kelvina, jest to, ze ze wszystkich silnikow cieplnych
pracujacych pomiedzy dwoma zbiornikami ciepta o ustalonych temperaturach:
wyzszej Ty i nizszej Tp, najwieksza sprawnoécia, tj. stosunkiem n = W/Q
wykonanej pracy mechanicznej W do pobranego (w calym cyklu) ciepla @,
odznacza sie silnik Carnota. Jego sprawno$é ne zalezy tylko od stosunku Tt /T
temperatur bezwzglednych wykorzystywanych w cyklu zbiornikow ciepta:

(1) 4

Ty
W szczegdlnosci, sprawnosé silnika musi maleé do zera, jesli 0T =Ty — Ty, — 0
(co jest po prostu wyrazem drugiej zasady w ujeciu Kelvina). Wniosek ,
zwany twierdzeniem Carnota, jest absolutnie niepodwazalny i catkowicie
réwnowazny drugiej zasadzie. Wszystkie konsekwencje drugiej zasady, w tym
istnienie entropii i prawo jej wzrostu, mozna wyprowadzi¢, rozpatrujac
elementarne silniczki cieplne i przyjmujac, ze ich sprawnosé nie moze
przewyzszy¢ sprawnosci odwracalnego silnika Carnota. Niemniej, niekiedy mozna
sie zapedzi¢ i o tym zapomnied. ..

nc=1-

Na pierwszej Miedzynarodowej Olimpiadzie Fizycznej w roku 1967 (odbywajacej
sie w Warszawie) uczestnicy otrzymali do rozstrzygniecia nastepujacy problem.
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Rozwigzanie zadania M 1682.
Zamieniajagc miejscami = i y, dostajemy
. 2

flzy) = f(y)z™ + f(=z).
Poréwnujac prawe strony naszych
réwnosci, mamy

2 2
fa™ + f(z) = f(@)y™ + f(y)

lub réwnowaznie

1) f@E*-1) = fy)E*-1).
Wobec tego

f(x) I (y)

z2 —1 y2 —1
dla dowolnych z,y # £1, skad istnieje
stata C, dla ktérej f(x) = C(z? — 1) dla
kazdego = # +1.
Jednakze wzoér ten zachodzi réwniez dla
x = *1, gdyz podstawiajac = := +1
w réwnaniu (1), dostajemy réwnosé

2 2
JED@W - 1) = fy)((£1)" - 1) =0,
zachodzacag dla dowolnego y # +1, skad
oczywiscie wynika, ze f(£1) = 0.
Podstawiajac wzér naszej funkeji do
wyjéciowego réwnania, dostajemy:

cz®y? —Cc=cCa®y - Ccg + g —C,

wiec funkcja f(z) = C(z? — 1) spelnia
warunki zadania dla dowolnej statej C.

Matematycznie wspélczynnik liniowej
rozszerzalnosci jest zdefiniowany jako

pochodna
1 (OR
a=—|(— .
R\ OT
p.g

Mozna go wyznaczy¢ doswiadczalnie.
Mozna go tez obliczy¢ teoretycznie, jesli
znany jest zwigzek promienia R

z temperaturg T. Nalezy tez przyjac¢ (tak
jak to wynika z dalszych rozwazan), ze
moze on zalezeé¢ od warunkéw, w jakich
znajduje si¢ kula: np. od ci$nienia p
(ktére w rozpatrywanym problemie jest
ustalone, i nie ma znaczenia dla
rozwigzania) i wartosci g pola ciezkosci
(przyjmujemy tu, tak jak wyjasnione to
jest w tekscie, ze rozpatrujemy zawsze
kul¢ przymocowang do stolu i zmieniamy
znak g). Zwigzek taki nazywa si¢
réwnaniem stanu (uktadu fizycznego,
jakim tu jest kula).

Dane sa dwie identyczne (jednorodne) kule, np. zelazne. Obie maja takie same
temperatury. Jedna z nich, kula A, spoczywa (w ziemskim polu grawitacyjnym)
na poziomej powierzchni, np. na stole, druga za$, kula B, zwisa z sufitu na
sznurze. Obu kulom dostarczona zostaje ta sama iloé¢ ciepta §Q. Ktéra z nich
bedzie miala wyzsza temperature? Wszelkie straty ciepla zwiazane z podlozem
(kula A) czy sznurem (kula B) i powietrzem nalezy pominaé (do$wiadczenie
mozna przeprowadzi¢ w prézni).

Oczekiwane przez autoréw rozwiazanie (nazwijmy je standardowym) zadania
miato by¢ proste i opieraé sie na wzieciu pod uwage rozszerzalnosci cieplnej ciat:
wskutek wystepowania tego zjawiska $rodek ciezkosci kuli A (lezacej na stole)
po jej podgrzaniu powinien sie¢ podnie$é. Tym samym czeéé energii dostarczonej
w formie ciepta kuli A zostalaby zuzyta na zwiekszenie jej energii potencjalnej

i tylko pozostala cze$é¢ spowodowalaby wzrost temperatury. Z tego samego
powodu przekazanie ciepla kuli B (zwisajacej) powinno spowodowaé obnizenie
jej srodka ciezkosci. Utracona dzigki temu energia potencjalna zamieniona
zostalaby na dodatkowe ciepto, ktore takze zostatoby zuzyte na zwigkszenie
energii wewnetrznej kuli. Oczekiwana odpowiedz miata wigc by¢ taka, ze to
kula B, wiszaca na sznurze, bedzie miata na konicu temperature wyzsza niz
kula A lezaca na stole.

Zanim za autorami analizy [¥] pokazemy, Ze rozwiazanie standardowe jest
sprzeczne z druga zasada termodynamiki, warto przeanalizowaé je nieco bardziej
ilosciowo. Przyjmijmy, Ze znamy pojemnos$é cieplna Cy kul (i tak jak sie to czyni
w rozwiazaniu standardowym, ze nie zmienia si¢ ona wskutek znajdowania

sie kul w polu cigzkosci), ich mase M, promienn R oraz wspdlczynnik ich
(liniowej) rozszerzalnosci a zdefiniowany w ten sposéb, ze zmiana promienia
kuli towarzyszaca zmianie jej temperatury o §7 jest réwna

(2) 0R = aRT.

Bilans energii w przypadku kuli A jest nastepujacy:

(3) 6Q = CydTy +Mg(5RA =CodTy + MgOéR(STA = (Co —I—MgaR) 0Ty .
Analogiczny bilans energii w przypadku kuli B ma postaé

(4) (SQ = (C() — Mg aR) (STB .

Poniewaz a > 0, z bilanséw tych wynika, ze T4 < dT5. Dobrze jest jednak
spojrze¢ na problem nieco inaczej, co okaze sie dalej bardzo wygodne. W tym
celu zauwazmy, ze kule wiszacg na sznurze mozna traktowac¢ tak jak lezaca

na stole (i don przytwierdzona), jesli przyjmie sig, ze znajduje si¢ ona w polu
ciezkosci skierowanym do goéry. Sytuacje obu kul mozna wiec odrézniaé tylko
znakiem stalej g: kula A znajduje sie¢ w polu cigzkosci g > 0, a kula B w polu
ciezkoéci g < 0. Pozwala to zdefiniowa¢ wzorem

(5) Cy(9) =Co+ MgRa

efektywna pojemnosé cieplng zalezna od wartodci g i zapisa¢ wzory i

w zwarty sposob jako

(6) 0T =8Q/Cy(g) -

Poniewaz wedlug rozwigzania standardowego efektywna pojemnos¢ cieplna Cy
kuli B jest mniejsza, bo g < 0, to wzrost jej temperatury 61 = 6Q/Cy(—|g|) jest
wiekszy.

Jednak w roku 2015 (niemal pét wieku po wspomnianej
Olimpiadzie!) zauwazono [¥], ze gdyby przytoczone
wyzej rozwiazanie standardowe byto poprawne, to
mozliwe by bylo skonstruowanie silnika o wyzszej
sprawnosci niz silnik Carnota (a wiadomo, ze francuska
technika jest zawsze najlepszal). Cykl dajacy taki
silnik sktadalby sie z nastepujacych etapéw. (1) Na
stole o temperaturze T, lezy zelazna kula, taka jak
rozpatrywane wyzej, takze o temperaturze Tp,. (2) Kule
te izolujemy od stolu i doprowadzamy do kontaktu
termicznego z duzym zbiornikiem ciepla (grzejnikiem)
o temperaturze Ty = Tr + 6T > Tp. Zgodnie
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z rozwigzaniem standardowym pobierze ona ciepto

0Q = (Co+ MgaR) T i $rodek jej masy podniesie

sie 0 R = aRJT. (3) Nastepnie, bez zmieniania
polozenia kuli, podwieszamy ja na sznurze do sufitu

i usuwamy spod niej stél. (4) W kolejnym kroku
doprowadzamy kule do kontaktu termicznego ze
zbiornikiem ciepla (chlodnica) o temperaturze Ty, (takiej
samej jak temperatura stotu). Po ozigbieniu sie kuli
do temperatury T, i przekazaniu przez nia ciepta do
chlodnicy jej promien powrdci do swej wyjsciowej
wartosci i tym samym Srodek kuli podniesie si¢ jeszcze
dodatkowo o 0R. W ten sposéb zyskalaby ona energie



potencjalng réwna 2M g 6 R, ktora mozna bez ktopotu
przeksztalcié, jako ostatni (5) etap cyklu, w prace
mechaniczng dW = 2M g § R, spuszczajac ja z powrotem
na stol. Jaka bylaby zatem sprawnosé takiego silnika
uzyskana w wyniku wykonania przezen calego cyklu? To

proste:
M) 77:@:02MgaR '

o+ MgaR
Sprawno$¢ ta jednak nie zalezy od réznicy temperatur
0T =Ty — T i tym samym nie maleje do zera,
gdy 0T — 0! Oznacza to, ze przy dostatecznie malej
réznicy 0T sprawno$¢ ta bylaby wyzsza niz sprawnosé
silnika Carnota wykorzystujacego te same zbiorniki
ciepla, czyli ze dzialanie takiego silnika byloby sprzeczne
z druga zasadag termodynamiki! Zatem rozwiazanie
standardowe problemu olimpijskiego musi by¢ btedne!
Gdzie jednak zostal popelniony w nim blad?!
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Odpowiedz skrywa sie w na pozér niewinnym i nawet
nie przedyskutowanym wyzej zalozeniu, ze kula
stanowiaca ,,serce” naszego silnika pozostaje kula,

tj. ma symetrie sferyczna niezaleznie od wartosci

(i znaku, gdy traktujemy kule zawieszona na sznurze

jak lezaca na stole) sily ciezkosci. Rzeczywista kula
ulega w takim polu odksztalceniu: kula A lezaca na stole
nieco sie splaszczy, a kula B wiszaca na sznurze (lub
przytwierdzona do stotu, ale znajdujaca si¢ w polu g
ujemnym) nieco sie wyciagnie. Tym samym S$rodek
ciezkosci kuli, stanowiacej serce naszego silnika, gdy
lezy ona na stole, jest nieco nizej niz zaktadalismy

i nieznacznie jeszcze sie obnizy, gdy podwiesimy ja na
sznurze i usuniemy spod niej st6t. Te niewielkie efekty
musza by¢ uwzglednione w analizie, zwlaszcza gdy
rozpatrujemy granice 67" — 0 i proporcjonalna do §T
zmiana potozenia érodka ciezkosci kuli powodowana
wymiang ciepla ze zbiornikami jest niewielka: efekty
powodowane odksztalceniami nie malejg w tej granicy
i przy dostatecznie malej réznicy temperatur 67 beda
wieksze niz uwzgledniana w rozwiazaniu standardowym
zmiana polozenia érodka cigzkosci proporcjonalna

do 6T. To wtadnie ten efekt ,ratuje” druga zasade
termodynamiki. Nalezy jednak odwrocié¢ kota do géry
ogonem i powiedzieé, ze to ta zasada méwi nam, ze
efekty odksztalcenia spowoduja, iz rzeczywisty silnik
nie bedzie mial sprawnoéci wyzszej niz silnik Carnota.
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Mikroskopowg strukture kuli mozna sobie
wyobrazié¢ w postaci tréjwymiarowej
siatki malych kulek (atoméw zelaza)
polaczonych sprezynkami. (W tradycji
warszawskiego Wydzialu Fizyki taki
uktad nazywa sie materacem Brojana.)
W polu sily cigzkosci polozenia
réwnowagi sprezynek, ktére

w rzeczywistosci nie spelniaja doktadnie
prawa Hooke’a, ulegna pewnemu
przesunigciu, co spowoduje zmiang
skladajacych si¢ na energi¢ wewnetrzna
materialu energii kinetycznej drgan kulek
i energii potencjalnej sprezynek.

Réwnanie stanu (7,7, g) = 0 pelni tu te
sama role, jaka znane ze szkoly réwnanie
Clapeyrona pV — nRT = 0, czy mniej
znane réwnanie Van der Waalsa
(p+A/V?)(V — B) — nRT = 0, pelni

w termodynamice gazéw. Mocne
naduzywanie gazu doskonalego jako
,kanonicznego” przyktadu w nauczaniu
termodynamiki skutkuje na ogét
niezrozumieniem, a z pewnoscia
niedocenieniem ogélnosci tej picknej
teorii.

To, co czyni termodynamike interesujaca
takze z matematycznego punktu widzenia,
to jej zwigzek z formami rézniczkowymi
(w zasadzie w termodynamice
wykorzystuje sie tylko tzw. jedno-formy)
i ich klasyfikacja na rézniczki zupelne,
formy catkowalne, czyli majace czynnik
calkujacy (taka jest wladnie forma dQ),

i pozostate. Wigze si¢ z tym twierdzenie
C. Caratheodory’ego i jego sformulowanie
drugiej zasady termodynamiki.
‘Wspominamy tu o tym, aby zachegcié¢
Czytelnika do samodzielnych studiéw.

Wydawaé sie moze, iz bez skorzystania z informacji o wewnetrznej
mikroskopowej budowie materiatu, z ktérego wykonana jest kula, nie da

sie wyjs¢ poza podane wyzej jedynie jakoSciowe wyjasnienie, dlaczego

w rzeczywistym swiecie zaproponowany silnik nie bedzie lepszy niz silnik
Carnota. Co wiecej, wydaje sie, ze analiza taka musialaby byé dosé
skomplikowana, bo dotyczytaby zachowania si¢ wielkiej liczby czasteczek. Jednak
termodynamika — i to wladnie stanowi jej site i pigkno! — pozwala pdjs¢ dalej,
uwzgledniajac wplyw budowy materii w sposéb, jak to sie w fizyce méwi,
fenomenologiczny. Przedstawiona ponizej termodynamiczna analiza problemu,
ktéra jest adaptacja argumentéw wzietych z pracy [#, moze wydawaé sie
skomplikowana, ale nie chcemy jej pominaé, bo stanowi doskonala ilustracje
standardowych metod termodynamiki.

Analiza ta wymaga po pierwsze sparametryzowania ksztattu kuli (ktéra

w polu sity ciezkosci kula w sensie matematycznym by¢ przestaje, ale zeby

nie komplikowaé¢, bedziemy ja nadal nazywaé kula), np. odlegtoécia Y jej
srodka ciezkosci od podloza (wedlug konwencji, w ktorej kula zawsze spoczywa
na stole), i, po drugie, przyjecia, ze jej energia wewnetrzna, tradycyjnie

w termodynamice oznaczana litera U, zalezy nie tylko od temperatury 7T, ale
takze od wartosci g (i zapewne tez od ci$nienia, ale to, jako Ze jest ustalone, nie
odgrywa w analizie roli i bedziemy je tu pomijaé): U = U(T, g). Z tego, ze ksztalt
kuli zalezy zaréwno od jej temperatury, jak i od wartosci pola g wynika, iz musi
istnie¢ jaki$ zwiazek postaci

(8) f(T,Y,g9)=0,

pelniacy role réwnania stanu, ktory méwi, ze z trzech zmiennych tylko dwie
sa niezalezne, i pozwala wyrazi¢ np. Y jako funkcje T i g. Sila termodynamiki
polega na tym, ze nawet bez znajomosci konkretnej postaci energii
wewnetrznej U jako funkcji T' i g oraz dokladnej postaci tego rownania stanu,
korzystajac tylko z ogélnych zasad, mozemy rozwigzaé olimpijski problem!

Zachowanie energii, czyli pierwsza zasada termodynamiki, ma w przypadku kuli,
ktérej dostarczono ciepto dQ), postaé

(9) 0Q =6U + MgdY .

Wyraza ona po prostu to, ze cze$¢ ciepla 6Q) przekazanego ukladowi (kuli),
zostaje zuzyta na zmiane jego (jej) energii wewnetrznej, a cze$é na wykonanie
przez uklad pracy (ktéra, gdy g > 0, jest dodatnia, bo wykonywana przeciw
sile ciezkos$ci, 1 ujemna, gdy g < 0) przy przemieszczaniu sie §rodka ciezkosci
uktadu (kuli). W polaczeniu z druga zasada pozwala ona znalezé ogdlna postaé
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Tak jak energia wewnetrzna U,

réwniez entropia S moze by¢ tu
traktowana jak funkcja niezaleznych
zmiennych T i g. Gdy jej oba argumenty
ulegna niezaleznym zmianom o dT i dg,
jej wartos$é ulega zmianie o

AS = S(T +dT, g +dg) — S(T, g) -

Na potrzeby prezentowanego tu
rozumowania wystarczy wiedzieé, ze
rézniczka dS jest po prostu gtéwna,
liniowg wzgledem zmian dT i dg, czescia
zmiany AS i mozna ja wyrazi¢ przez tzw.
pochodne czastkowe funkcji S po jej
argumentach

is=(2) ar+(2) a
—\or), a9 ) 2"

Pochodng (05/9T), oblicza sie tak jak
zwykla pochodna df /dx funkcji f(x)
jednej zmiennej, traktujac druga zmienna,
tj. g, jak stala. To wladnie oznacza
dopisek 4. Analogicznie oblicza si¢
pochodng (8S/0g)r.

Jako ze utozsamiliSmy 0Q z dQ = TdS(T, g), a przy
dostarczaniu ciepta kuli rozpatrywanej w naszym
problemie warto$¢ g pozostaje stala, czyli dg = 0,

zaleznosci pojemnosci cieplnej C, kuli od g, a to wtadnie, poprzez wzér @, da
prawidlowa odpowiedz, ktora z kul, A czy B, bedzie cieplejsza. Druga zasada
w sformutowaniu Kelvina poprzez rozumowania, ktére wykorzystuja cykle
Carnota, prowadzi do wniosku, ze gdy proces, jakiemu podlega uklad, jest
odwracalny (tak jak cykl Carnota), to pobrane przez uklad cieplo 6Q mozna
utozsamié z wyrazeniem rézniczkowym d@Q = T'dS, gdzie dS jest rézniczka
(wspomnianej juz) entropii uktadu, czyli infinitezymalna zmiang tej tajemniczej
wielko$ci przy zmianie stanu ukladu (tu zachodzacej pod wplywem pobrania
przez uklad ciepla). Poniewaz entropie, ktéra jest uczciwa funkcja stanu uktadu,
mozna traktowaé jak funkcje dowolnej pary z trzech zmiennych 7', Y i g, to
mozemy przepisa¢ réwnosé @ w postaci
(10) dU(T,g) =TdS(T,g) — MgdY (T\g).
Aby zredukowaé przeksztalcenia do niezbednego minimum, wygodnie jest
zamiast funkcji U(T, g) postuzy¢ sie nowa funkcja stanu (w termodynamice
nazywa sie ja entalpia) H(T,g) = U(T,g) + MgY (T, g). Jej rézniczka ma, jak
tatwo zobaczy¢, postaé

dH(T,g) =TdS(T,g9) + MY (T, g)dg.

Wykorzystujac w powyzszym wyrazeniu rézniczke entropii obliczona tak jak
na marginesie i poréwnujac tak otrzymane wyrazenie z definicja rézniczki
entalpii, uzyskujemy tozsamosci wiazace rézne pochodne, ktére przydadza sie
nam w dalszych obliczeniach:

ﬂﬂTg):T(?i);ﬂW—P<ZE>T+Aﬂ%ﬂgﬂdg

(52), (54),
zasade termodynamiki w postaci zwigzkow miedzy

zmianami funkcji stanu), czyli wykorzystanie wladnie
(matematycznej konsekwencji) drugiej zasady

(11)

CO oznacza, ze 95
dQ| —const. T() dT’
g oT B

przeto z poréwnania powyzszej rownosci ze wzorem ()
i wzorem (11]), wnioskujemy, ze

(1) —cuno

Wyznaczenie zaleznosci pojemnosci cieplnej Cy(T), g)
od g jest teraz kwestig zastosowania znanego twierdzenia
z analizy funkcji wielu zmiennych, ktére mowi, ze

og\orT ) ,) r or\ 99 )r),
Wynika z niego tzw. tozsamos$¢ Maxwella, czyli zwigzek
(0S/0g9)r = —M(0Y/0T),. Pozwala ona (ponownie

korzystajac z przemiennosci drugich pochodnych, tym
razem entropii) napisac:

(12) (W)T - (aagT@:i))T B

a (08 0’y
(5 (5),), 27 (5)
971/ g
0a(T, g)
= -MTY |a*(T — .
[a (T,9) + —57
Ostatnia réwno$é wynika z definicji wspotczynnika
rozszerzalnodci aY = (0Y/0T),, takiej samej jak na
marginesie na str. 9, tylko z R zastapionym przez Y.
Zwréémy tu uwage, ze kluczowe w wyprowadzeniu
tego wzoru bylo zapisanie pobranego ciepla w formie
TdS(T,g) (co z kolei pozwolito wyrazié pierwsza
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termodynamiki.

Uzyskany wzor daje zupelnie przeciwny wniosek

niz wynikajacy ze wzoru , zgodnie z ktérym

(0Cy4(T, g)/0g)r > 0. Pochodna da(T, g)/OT jest na ogdt
mata i w przypadku wiekszosci materiatéw, z ktorych
moze by¢ wykonana kula, dodatnia. Niewatpliwie
zawsze dodatni jest tez wyraz o?(T,g) i o znaku
pochodnej (0C,(T, g)/0g)r decyduje wystepujacy

po prawej stronie znak minus. Zatem konkluzja
plynaca z poprawnego zastosowania termodynamiki jest
przeciwna: to temperatura kuli A bedzie wyzsza!

Pora na wnioski. Jak wiadomo, fizyka teoretyczna jest
sztuka idealizacji polegajaca na pomijaniu ,nieistotnych”
elementow rzeczywistosci, ktore komplikowalyby

analize i uniemozliwialy ujecie zjawisk w mniej lub
bardziej proste, ale zawsze piekne matematyczne
réwnania. Jak pokazuje przedstawiony tu problem,

w takim postepowaniu kryje sie jednak niebezpieczna
pulapka, od ktérej moze nas (w takim przypadku jak tu)
uchroni¢ niezachwiana wiara w stusznos¢ drugiej zasady
termodynamiki. Rozpatrzony tu problem znakomicie
ilustruje takze status drugiej zasady termodynamiki
jako zasady par excellence fizycznej. Na gruncie czystej
analizy matematycznej mozna sobie wyobrazié¢ $wiat,

w ktérym ciala stale nie ulegaja odksztatceniom, lub
ulegaja takowym w dowolnie malym stopniu (ciata takie
nazywa sie w mechanice brylami sztywnym), i w ktérym
rozwiazanie standardowe problemu kul byloby stuszne.
Druga zasada termodynamiki w takim $wiecie nie
bylaby bezwzglednie stuszna — mozliwe by bytlo jej
obchodzenie. Jednak bezwzgledne jej obowiazywanie



w rzeczywistym Swiecie fizycznym moéwi nam, ze
idealizacja polegajaca na pominieciu odksztalcen jest
w problemie kul niedopuszczalna. Druga zasada jest
uogdblnieniem wnioskéw ptynacych z wielu réznych
do$wiadczen i w ten sposéb uwzglednia to, jakie

sa rzeczywiste wlasciwoéci materii wynikajace z jej
mikroskopowej (czasteczkowej) budowy. Przykiad

kul pokazuje tez funkcjonowanie termodynamiki

jako teorii fenomenologicznej: pole ciezkosci wplywa

w pewien sposéb na energie wewnetrzna U kuli, ale nie
musimy tego analizowa¢ na poziomie mikroskopowym.
Wystarczy wiedzieé, ze jest to zakodowane w rownaniu
stanu (8). A réwnanie to — poprzez zwiazek dQ = TdS,
bedacy matematyczna konsekwencja drugiej zasady
termodynamiki — dyktuje, jak U i w konsekwencji C,
zaleza od g. Potrzebne jest wiec tylko wyznaczenie
réwnania stanu , a kompletna informacja o jego

postaci jest zawarta w bezposrednio mierzalnych
wspotezynnikach, takich jak a.

Termodynamika, dzieki niewielkiej liczbie zasad, na
ktoérych jest oparta, jest najogdlniejsza z teorii fizycznych.
Stosuje sie ona do wszystkich makroskopowych ukltadéw.
Czasem, jak w przypadku takich egzotycznych ukladéw
jak czarna dziura, stusznos¢ jej zasad moze wydawacé
sie nieoczekiwana, ale pozostaje niewzruszonym faktem.
Odznacza sig¢ tez wielka elegancja formalna i znakomicie
stuzy wyrabianiu nie tylko intuicji fizycznej, ale takze
precyzji rozumowania i formulowania mysli. Dlatego na
zawsze powinna pozostaé¢ fundamentem wyksztalcenia
kazdego fizyka.
[*] G. De Palma, M. C. Sormani Counterintuitive effect of gravity
on the heat capacity of a metal sphere: re-examination of

a well-known problem, American Journal of Physics 83, 723
(2015).

O soczewkach grawitacyjnych produkujacych

nieparzystg liczbe obrazéw

*Student, Wydzial Fizyki, Uniwersytet
Warszawski

Konrad TOPOLSKI*

Jednym z najbardziej intrygujacych zastosowan topologii rézniczkowej

Rys. 1. Obraz odlegtego kwazara
RXJ1131-1231; centralnie polozona
galaktyka rozsmarowuje obraz tla,
tworzac jasny tuk (po lewej) i cztery
wyrazne obrazy.
ESA/Hubble/NASA /Suyu

Rys. 2. Piericienn Einsteina, o nazwie LRG
3-757, tworzacy niepelny okrag. Pierécien
Einsteina powstaje, gdy (silne)
soczewkowanie tworzy obraz okregu lub,
czesciej, tuku okregu.

ESA/Hubble &NASA

w astronomii jest twierdzenie o nieparzystej liczbie obrazéw w opisie zjawiska
soczewkowania grawitacyjnego. Mowi ono o tym, ze przy pewnych zalozeniach
na temat charakteru soczewki oraz zrédta liczba obrazéw, jakich moze
spodziewaé si¢ obserwator, jest zawsze nieparzysta. Czytelnicy zapoznani

z obserwacjami astronomicznymi moga zaprotestowaé — wiele przypadkéw
soczewkowania tworzy bowiem parzysta liczbe obrazéow. Maja tu oni oczywiscie
racje — przytoczone twierdzenie méwi bowiem o pewnym szczegdlnym
przypadku, realizowanym nie we wszystkich sytuacjach.

Niezgodnos$é pomiedzy teoria a praktyka spowodowana jest tu zaréwno
uproszczeniami w twierdzeniu, ktére wykluczaja pewne scenariusze obserwowane
w rzeczywistoéci, jak i trudnosdciami w znajdowaniu kolejnych obrazéw, z jakimi
musza mierzy¢ si¢ astronomowie.

Opowiemy teraz pokrotce, czym jest soczewkowanie grawitacyjne i kiedy
zachodzi. Przedyskutujemy potem treé¢ tytulowego twierdzenia, wprowadzimy
nieco aparatu matematycznego i przedstawimy szkic dowodu. Na zakonczenie
wskazemy potencjalne uogdlnienia i rozwiniecia tego pomystu.

Soczewkowanie grawitacyjne

Silne soczewkowanie wystepuje najczesciej w wyniku przejscia promieni
$wietlnych pochodzacych od galaktyki lub aktywnego kwazara przez soczewke,
ktora stanowi inna galaktyka badz gromada galaktyk. Charakterystyczne

dla tego soczewkowania jest powstanie wielokrotnych obrazéw zrddla oraz

w bardzo szczegblnym przypadku, gdy obserwator, soczewka i zrédto znajduja
sie w przyblizeniu na jednej prostej — pierscienia Einsteina. Taki pierscien

jest mocno zdeformowanym obrazem Zrédia. Model uzywany do opisu
soczewkowania zaklada zwykle przyblizenie geometrycznie cienkiej soczewki (tzn.
promien $wietlny porusza si¢ po linii prostej z wyjatkiem jednego odchylenia
zmieniajacego jego kierunek ruchu) i niewielkie odstepstwo od wspétliniowosci
sktadnikéw (rys. 3). Réwnanie dla takiej soczewki grawitacyjnej ma postac:

ﬂzQ—a(9)>

gdzie matematyczny opis zjawiska ugiecia promieni $wietlnych zawarty jest
w zaleznoéci a(6). Przy zadanym kacie S réwnanie dopuszcza wiele rozwiazan ze
wzgledu na 6, co oznacza powstanie obrazow wielokrotnych.
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