Klub 44 M

1-44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 811 (WT = 2,44) i 812 (WT = 1,60)
z numeru 12/2020

Marcin Matogrosz ~ Warszawa 45,69

Pawet Burdzy Warszawa 43,18
Jerzy Cisto Wroctaw 42,38
Jakub Wegrecki Krakéw 41,76
Mikotaj Pater Opole 36,14
Tomasz Czajka Santa Clara 33,74
Marcin Kasperski Warszawa 32,68
Kacper Morawski Warszawa 32,13

Pan Marcin Matogrosz przekracza prég
44p. juz po raz czwarty.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z numeru 3/2021

Przypominamy tresé¢ zadan:

817. Dany jest réwnolegtobok ABCD z katami ostrymi przy wierzchotkach A, C. Punkty K, L

(w jego plaszczyznie) sa wyznaczone przez warunki prostopadtosci DA | AK, DB | BK, DB | BL,
DC L CL. Proste AK i CL przecinaja si¢ w punkcie M. Dowie$¢, ze proste styczne w punktach

K, L do okregu opisanego na tréjkacie K LM przecinaja si¢ w punkcie D.

818. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 9 istnieje taka liczba naturalna m < n/3, ze
réznica 2" — 2™ jest podzielna przez n.

817. Nalezy pokazaé, ze proste KD, LD sa styczne do okregu (K LM). Zgodnie
z twierdzeniem o stycznej i cieciwie, jest to réwnowazne rownosci katéw:

(1) ¥MKL = xCLD, ¥MLK = xAKD.

Czworokaty ADBK oraz CDBL maja katy proste przy wierzchotkach A, B oraz
B, C; kazdy z nich ma wiec okrag opisany. Wobec tego

XMKL = xADB, %xABD = xAKD,
XMLK = ¥CDB, %CBD = xCLD.

Do uzyskania zwiazkéw (1) wystarczy mieé¢ réwnosei
¥ADB = ¥xCBD, xCDB = xABD

— a one sg oczywiste, bo to pary katow naprzemianlegtych w réwnolegtoboku
ABCD.

818. Wykazemy najpierw teze zadania dla liczb nieparzystych n > 3 (zalozenie
n > 9 nie bedzie chwilowo potrzebne). Wystarczy znalezé liczbe naturalng ¢
spelniajaca warunki

(2) 2=1 (modn) oraz 2n<l<n;

wéwezas bowiem liczba m = n — £ czyni zado$¢ wymaganiom: 0 < m < %n;
2" = 2m2% = 2™ (mod n).

Uzyjemy funkeji Eulera ¢, okredlonej (na przyklad) wzorem
p—1
(3) p(n)=n]] >

(iloczyn po wszystkich dzielnikach pierwszych p liczby n); widaé z tego wzoru,
ze ¢(n) jest liczba parzysta dla n > 3.

Skoro n jest liczbag nieparzysta, podstawowa (a,b wzglednie pierwsze), wynika stad, ze
wlasnoéé funkcji ¢ (twierdzenie Fulera) zapewnia, 92208 — 1 (mod n).

ze 2¢(™ =1 (mod n). Jedli wiec ¢(n) > 2n, to
biorac we wzorze (2) £ = p(n), mamy to, o co
chodzi. Taka sytuacja zawsze ma miejsce, gdy n jest
potega liczby pierwszej: n = ¢7; bo wtedy (wzér (3)):

p(n) =n-1=% > 2n.

Skoro ¢(n) < 2n, liczba 2a8 = $¢(n) jest mniejsza
niz %m wiec pewna jej wielokrotnosé (oznaczmy ja )
wpada do przedziatu [%n, n); zatem spelnia wymagany

warunek (2). Mamy teze dla n nieparzystych, n > 3.
Niech teraz n > 8 bedzie liczba parzysta — ale nie potega

Zbadania wymaga sytuacja, gdy ¢(n) < %713 zatem dwoéjki: n = 2J¢; ¢ > 3 nieparzyste; j > 1. Na mocy
liczba n nie jest potega liczby pierwszej i daje si¢ wykazanej czedci zadania istnieje liczba naturalna
przedstawié jako iloczyn czynnikéw (nieparzystych) b < L, dla ktérej 20 = 2¢ (mod c). Niech m = 2b;

a,b > 3, wzglednie pierwszych. Wéwcezas ¢(n) = ¢(a)o(b) satem 2™ = 27 (mod ¢). Ponadto m > 2/ > j, skad
(znana wlasnosé funkeji Eulera). W mysl wezeéniejszej 2m = 2" (mod 27). W konsekwencji 2™ = 2" (mod 2/¢),
uwagi, wartosci ¢ dla argumentéw a, b sa parzyste: czyli (mod n) — jak wymaga teza zadania.

v(a) = 2a, p(b) = 28; tak wiec p(n) = 4a. Przy tym
(zn6éw na mocy twierdzenia Eulera):

Pozostaje przypadek, gdy n > 8 jest potega dwdjki:
n=27; j > 4. Teraz wystarczy wzia¢ m = L%n] Dla

200 — 26 — )
2% =1 (moda), 27 = (mod b), j =2 4 mamy %n = %23 > 7, wiec m > j; kazda z liczb
skad (przez podniesienie do poteg 3, a): 22¢% =1 2™ 2™ dzieli sie przez 27, czyli przez n. Wszystkie
zaréwno (mod a), jak i (mod b). A poniewaz n = ab przypadki zostaly rozpatrzone, dowdd jest zakonczony.
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