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Zadania z matematyki nr 823, 824

Redaguje Marcin E. KUCZMA

823. Znalez¢ wszystkie trojki liczb rzeczywistych x,y, z spelniajace uktad réwnan

sin x

siny sinz
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Termin nadsyltania rozwigzan: 31 VIII 2021

824. Niech (p1, p2, ps, - -
(p1 = 2). Dla n > 1 niech g, oznacza liczbe wyrazéw tego ciagu, ktére sa

=— = = —sin(z +y + 2).

.) bedzie rosnacym ciagiem wszystkich liczb pierwszych

muiejsze od n (w zwykle uzywanej notacji: ¢, = m(n—1)) i niech a, = n + py,

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
809 (WT = 1,83) i 810 (WT = 2,03)
z numeru 11/2020

b, = n + q,. Udowodnié, ze kazda liczba catkowita dodatnia jest wyrazem
dokladnie jednego z ciagéw (ay,), (by).

Zadanie 824 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

815. Wyznaczy¢ wszystkie trojki funkeji f, g, h: R — R, spelniajace réwnanie

Jakub Wegrecki Krakéw 41,76 . . )

Marcin Malogrosz ~ Warszawa 41,65 Rozwigzania zadan z numeru 2/2021
Jerzy Cisto Wroctaw 39,07

Tomasz Czajka Santa Clara 33,74 Przypominamy tresé¢ zadan:

Marcin Kasperski Warszawa 32,68

Mikotaj Pater Opole 32,35

Kacper Morawski Warszawa 30,53

fle+9°) + 9 +y) = h(zy)

dla z,y € R.

816. Liczba naturalna n ma taki dzielnik dodatni d, ze d® — 2 dzieli si¢ przez n — 1. Wykazad, ze n
jest podwojonym kwadratem liczby catkowitej.

815. Niech f, g, h bedzie tréjka funkcji spetniajacych
podane réwnanie. Biorac x = 0, dostajemy

g(y) = h(0) — f(y?); a po wstawieniu do wyjsciowego
réwnania:

1) flez+y) +h(0) = f((@° +9)°) = hlzy).
Podstawienie y = —22 daje zalezno$é

(2) flx =) = h(—a") = h(0) + £(0).

Réznica x — x° przyjmuje wszystkie wartoéci rzeczywiste
oraz zmienia znak przy zamianie x na —z. Stad wniosek,
ze f jest funkcja parzysta.

Ustalmy liczbe w < 0. Wykazemy, ze h(w) = h(0).
Wystarczy w tym celu znalezé liczby z, y takie, ze
3) (@ +9)° = —(z +y°)
bowiem wéwczas (wobec parzystosci f) lewa strona (1)
przyjmuje warto$é¢ h(0). Dla zy = w pierwsze
réwnanie (3) pomnozone stronami przez x® ( # 0)
przybiera postaé

(4) (z* +w)® +2* +w? = 0.

Wielomian (zmiennej z) po lewej stronie (4) ma

dla = 0 warto$é¢ ujemna, a dla duzych |z| wartosé
dodatnia, wigc dla pewnego zy ma warto$c¢ 0. Biorac
Yo = w/xo, uzyskujemy spelnienie obu zwiazkéw (3),
wystarczajacych do uzasadnienia réwnosci h(w) = h(0).

oraz Ty = w,

Wobec dowolnosci wyboru liczby w < 0 znaczy to,
ze funkcja h jest stata na przedziale (—oo, 0]. Teraz
réwnanie (2) pokazuje, ze f(z — 2%) = £(0) dla

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do korica miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez
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wszystkich x; czyli f jest funkcja stala na zbiorze liczb
rzeczywistych. Zatem takze funkcja g(y) = h(0) — f(y?)
jest stala oraz (dzigki réwnaniu wyjsciowemu) funkcja h
jest stata. Jasne, ze kazda tréjka funkeji statych f = A,
g = B, h = A+ B spelnia zadane réwnanie.

816. Gdy d = 1, wiec d> — 2 = —1, wéwczas n = 2, co
spelnia warunek tezy zadania. Dalej przyjmujemy d > 2.
W my$l zalozenia, istnieja liczby catkowite k, m takie, ze

(5)  n=kd, d?>—2=m(n—1)=m(kd - 1).

Oczywiscie k > 1; a skoro d > 2, wida¢, ze takze
m > 1. Drugi warunek w wierszu (5) méwi,

ze d jest pierwiastkiem trojmianu kwadratowego
22 — mkx + (m — 2). Niech ¢ bedzie drugim
pierwiastkiem tego tréjmianu. Tak wiec

c+d=mk, cd=m — 2.

Liczba ¢ = mk — d tez jest catkowita.

Jeslim > 2,toc=(m—2)/d >0, czyli ¢ > 1, i mamy
ciag zaleznosci

0<(c—1)(d-1)=cd—(c+d)+1=
=(m—-2)—(mk)+1=m(l—k)—1< -1,

sprzecznos¢. Jesli m = 1, wychodzi ¢d = —1, znéw
sprzecznoéé (bo d > 2).

Pozostaje przypadek, gdy m = 2. Wtedy (wobec (5))
d? — 2kd = 0, skad d = 2k; zatem liczba n = kd = 2k?
jest podwojonym kwadratem — a o to chodzito.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S5/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbeg

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.



