Znajac twierdzenie Pitagorasa, gérna
czes$é okregu jednostkowego mozna
przedstawié¢ jako wykres funkcji

f(z) = V1 — 22, a nastepnie obliczyé jej
dlugosé:
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Nieujemng funkcje || - || spelniajaca e i ee
zwyklo si¢ nazywaé norma. W artykule
Jarostawa Gérnickiego (A3;) mozna byto
zobaczy¢ wiele przykltadéw norm, w tym
dwie przedstawione nizej na marginesie.

Niestawng ustawe Indiana Pi Bill

z 1897 r. mozna rozumieé jako
zadekretowanie m = %, chociaz ta historia
jest troche bardziej skomplikowana.

2 2
——
2 2

1
1 1
1 1
(2, v)ll = g
- Y _ vy 2yl
= max (| + 2|, [0 — |, 24)

W skrécie: 3 < 7 < 4.

3<mT<4
Michat MISKIEWICZ

Po powrocie z krainy Oz Dorotka zauwazyla u siebie rzadka a przykra
przypadtosé — zapomniala twierdzenia Pitagorasa! Innymi stowy, zapomniala, ze
w rodzinnym Kansas odleglosé miedzy dwoma punktami A = (x,y), B = (2/,y’)
wyraza si¢ wzorem \/(z — /)% + (y — y)2. Nie bylby to duzy powéd do
niepokoju, gdyby nie to, ze Dorotka byla goraca entuzjastka liczby 7. Z wielka
przykroscia stwierdzila, ze jej wartosci tez nie pamieta (nawet w przyblizeniu),
a bez twierdzenia Pitagorasa nie byla w stanie wyprowadzié¢ jakiegokolwiek
wzoru do wyznaczenia 7.

Nie wszystko bylo jednak stracone, bo amnezja nie odebrala Dorotce calej
matematycznej wiedzy. Pamietala operacje dodawania wektoréw (z,y) + (z',y') =
= (x4 2',y +¥'), mnozenia wektordéw przez skalary t(z,y) = (tz, ty) oraz pewne
wlasnoéci odlegtosci. Wiedziala mianowicie, ze odlegltos¢ punktow A, B zalezy
jedynie od wektora E, czyli wyraza sie jako ||A — B||, gdzie P — || P]| jest pewna
funkcja o nieujemnych warto$ciach. Ponadto znala nieréwnoé¢ tréjkata, czyli

o ||A+ B < ||A|| + ||B]| dla dowolnych punktéw A, B,

oraz wiedziala, ze na kazdej prostej przechodzacej przez (0,0) odleglo$é zachowuje
sie jednorodnie:

ee [[tA] = |t] - |A]| dla dowolnej liczby ¢ i punktu A;
ponadto ||A]| = 0 jedynie dla punktu A = (0,0).

W krainie Oz Dorotka widziala rézne dziwy, w tym geometrie wyznaczone
przez tzw. normy nieeuklidesowe (jak na rysunkach). Obawiala sig, ze w takich
Swiatach liczba m moze by¢ rowna % — jak w niedalekiej Indianie — albo w ogoéle
nieznana.

Okazuje si¢ jednak, ze z taka wiedza mozna juz co$ konkretnego powiedzie¢
o liczbie 7. Scidlej — da si¢ zdefiniowaé dlugosé okregu jednostkowego, a przeciez
liczbe 7 okresla sie jako polowe tej dlugosci!

Przypomnijmy, ze przez koto jednostkowe i okrag jednostkowy rozumiemy zbiory
B={rcR?:|z| <1}, S={zcR?: |z| =1}.

Jesli wielokat A As ... A, jest wpisany w kolo B — co oznacza, ze punkty
Ay, Ag, ..., Ay, Aq leza na okregu S w tej wladnie kolejnosci — to jego obwod
mozemy okresli¢ jako

A1 = Asll + [[As — Asll + ... + [ A1 — Aull + [ 4n — Au])
czyli sume odlegloéci miedzy kolejnymi wierzchotkami. Nastepnie jako dlugosé
okregu S mozna przyjaé¢ supremum z obwodéw wszystkich takich wielokatow;
podobnie definiujemy tez dtugo$¢ dowolnego tuku.

Gdy S sam w sobie jest wielokatem, nietrudno jest uzasadnié¢, ze rozwazane
supremum jest réwne obwodowi tego wlasnie wielokata. Na ilustracji obok
wyznaczono obwod okregu jednostkowego dla dwéch przyktadowych norm.
Trzeba tylko uwaza¢ — dlugosci odpowiednich odcinkéw obliczane sa wedlug
normy | - ||, a nie przy uzyciu twierdzenia Pitagorasa.

Jak wida¢, mozliwe wartos$ci obwodu kola jednostkowego nie musza lezeé
w okolicach 6,2832. Z drugiej strony, nie moga tez by¢ bardzo daleko od

tej liczby — mowi o tym twierdzenie wykazane przez Stanistawa Golaba

w 1932 roku.

Twierdzenie. Dla dowolnej normy na plaszczyznie obwdd kola jednostkowego
miedci si¢ w przedziale od 6 do 8.

Widzieliémy juz przyktady, ze obwdd moze wynosi¢ wlasnie 6 lub 8. PrzesledZzmy
wiec razem z Dorotka, dlaczego gorzej by¢ nie moze.

Zanim przejdziemy do dowodu, zauwazmy duzo latwiejsze ograniczenie dolne
przez 4. Dowolna $rednica C'D okregu jednostkowego S ma mianowicie dlugosé 2.
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Po wielokrotnym zastosowaniu nierownosci tréjkata mozna wywnioskowac, ze
kazda tamana laczaca C'i D ma dlugo$é nie mniejsza niz ||C — D||, czyli 2.
Dtugosé kazdego z dwoch hukéw taczacych C i D jest zdefiniowana jako
supremum z dlugosci takich tamanych (z dodatkowym wymaganiem, by
punkty lamanej lezaly kolejno na okregu), wiec kazdy z tych lukéw réwniez ma
dtugosé 2 lub wigksza. W konsekwencji okrag S ma dlugo$¢ nie mniejsza niz 4.

Po tej prostej obserwacji przejdzmy do ograniczenia przez 6, ktére nie jest duzo
trudniejsze.

Dowdéd ograniczenia dolnego. Wybierzmy na okregu S dowolny punkt A,

a nastepnie zakreslmy cyrklem okrag jednostkowy wokél A i wybierzmy B jako
jeden z punktéw przeciecia (jak na rysunku); w ten sposéb zapewniliémy sobie,
ze ||A]l| = ||B|| = ||A — BJ| = 1. Podobnie jak w poprzednim rozumowaniu, krétszy
luk AB jest nie krétszy od odcinka AB, czyli ma dtugosé co najmniej 1.

A co zrobi¢ z reszta okregu? To samo. Zauwazmy, ze punkty A, B, B— A, —A,
—B, A — B tworza szeSciokat wpisany w 5, a kazdy z bokéw ma dlugos¢ 1. Tak
jak wyzej, kazdy z szedciu tukéw ma dlugosé ograniczona z dotu przez dlugosé

odpowiedniej cieciwy. Dlugosé calego okregu ograniczyliSmy wiec przez 6. ]

Jak wida¢, dlugosé tuku jest ograniczona z dotu przez dlugosé¢ odpowiedniej
cieciwy, ale jak mozna ja ograniczy¢ z géry? Zaltézmy, ze tuk laczacy Ai B
zawarty jest w trojkacie ABC, przy czym C lezy poza kolem jednostkowym B.
Dla kazdej lamanej przyblizajacej luk AB wielokrotnie uzyta nieréwnosé
trojkata pokazuje, ze dlugo$é tamanej jest nie wigksza niz |[A — C|| + ||B — C|,
czyli suma dlugosci dwoch bokéw trojkata. To samo mozna wiec powiedzieé

o dlugosci tuku AB.

Dowdd ograniczenia gérnego. Oznaczmy O = (0,0). Wéréd wszystkich

punktéw A, B na okregu jednostkowym S wybierzmy takie, dla ktérych pole
tréjkata OAB jest najwigksze. Tutaj Czytelnik moze zaprotestowaé — skoro
Dorotka zapomniata wzoru na odlegto$é, to tym bardziej wzoru na pole tréjkata.
I bardzo stusznie, ale znalazta sposéb na obejscie tej trudnosci. O tym pdzniej,
a najpierw zobaczmy, co da sie powiedzie¢ o takim trojkacie.

Poprowadzmy prosta ¢ réwnolegla do OB i przechodzaca przez A. Mozna
zauwazy¢, ze cale kolo jednostkowe B lezy po jednej stronie prostej £. Istotnie,
gdyby punkt A’ € B lezal po przeciwnej stronie niz O i B, to trojkat OA’B
mialby wieksze pole niz OAB; da si¢ przy tym dobraé A’ na samym okregu S,
co prowadzi do sprzecznosci z okresleniem A i B.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla prostej réwnoleglej do
OA i przechodzacej przez B, co prowadzi nas do konkluzji, ze cate koto B
lezy wewnatrz kata <xACB, gdzie C = A + B. Poniewaz odcinek AB jest
w calodci zawarty w B (to kolejne zadanie na nieréwnosé tréjkata), krotszy
tuk AB miesci sie w tréjkacie ABC' i mozemy zastosowaé wezedniej otrzymane
gbérne ograniczenie — w ten sposob przekonujemy sie, ze dtugosé tuku AB nie
przekracza

[A=Cll+[IB=Cll = [IB] + [|All = 2.

Zeby dokoniczy¢ rozumowanie, do punktéw A i B dolgczamy —A i —B, a cale
koto B zamykamy w rownolegtoboku jak na rysunku. W ten sposéb podzieliliSmy
S na cztery huki, z ktorych kazdy jest nie dtuzszy niz 2, co konczy dowdd. (I

Wyjasnijmy jeszcze sprawe poréwnywania pol tréjkatow. Oczywiscie takie
wyjasnienie nie jest konieczne do dowodu twierdzenia — nic nie stoi na
przeszkodzie, by uzywaé standardowego pojecia pola w niestandardowym
Swiecie — ale jak sobie poradzila Dorotka?

Ot6z o polu tez mozna mysle¢ troche ogdlniej. Przyjmijmy na poczatek, ze pole
dowolnego kota o promieniu r jest réwne 2. Nastepnie majac dany tréjkat T
(albo inny ksztalt) i rodzing B(S1,71),...,B(Sn, ) parami roztacznych kul,
intuicyjnie stwierdzilibyémy, ze pole trojkata jest nie mniejsze od tacznego pola
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Idea zycia krzemowego zostala po raz
pierwszy zaproponowana przez
niemieckiego astrofizyka Juliusa Scheinera
pod koniec XIX wieku.

Heteroatom to w nomenklaturze chemii
organicznej okreslenie dowolnego atomu,
znajdujacego si¢ w czasteczce zwigzku
organicznego, ktoéry nie jest atomem
rusztowania — ani weglem, ani wodorem.

kul, czyli od r? + ...+ r2. Jednocze$nie (znowu — intuicyjnie) tréjkat da sie
dowolnie szczelnie wypelni¢ kulami, definiujemy wiec

pole T' := sup {r% +...+ 7321 : istnieja parami rozlaczne

kule B(S1,71),...,B(Sy, ) CT}.
Tak zdefiniowane pole nosi w literaturze nazwe zawarto$ci Minkowskiego. Nie
jest to tatwe, ale da sie wykazaé, ze nie zalezy od wybranej normy, a wiec i od

ksztaltu kul, jakimi wypelniamy 7. Sciglej rzecz biorac, prawie nie zalezy —
zmiana normy powoduje przemnozenie pol wszystkich figur przez pewna stala.

Na zakoniczenie proponuje dwa zadania. Pierwsze daje warunek, ktérego
sprawdzenie przenosi nas w znajome rejony geometrii. Drugie natomiast
proponuje dokladniejsze zbadanie nieco zaskakujacej rodziny norm.

Zadanie 1. Jedli kwadrat normy punktu A = (z,y) wyraza sie wzorem
|A||? = ax? + 2bzy + cy? dla pewnych a, b, c € R, to dlugoéé okregu
jednostkowego wynosi 2.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ dtugosé okregu jednostkowego dla normy, w ktérej
B jest 2n-katem foremnym. Sprawdzi¢, ze dtugosé ta jest mniejsza od 27 dla
nieparzystych wartosci n, a wieksza dla parzystych.

Czy zycie musi by¢ oparte na weglu?
Janusz PETKOWSKI*

Mozliwo$¢ istnienia zycia, ktore wykorzystuje pierwiastki inne niz wegiel
jako podstawowy budulec swojej biochemii, urzeka ludzka wyobraznie od
ponad wieku. Stalym rywalem wegla jest krzem. Co jednak mamy na mysli,
moéwiac ,,zycie oparte na krzemie”? Najczesciej chodzi o réznorodna chemie
krzemoorganiczna, a konkretnie biochemie, w ktorej krzem zastepuje wegiel
w czasteczkach organicznych.

Krzem ma wiele cech wspdlnych z weglem i wystepujac pod réznymi postaciami
krzemianéw w skalach, jest drugim (po tlenie) najbardziej rozpowszechnionym
pierwiastkiem w skorupie ziemskiej. Mimo jego obfitoéci znamy niewiele
przykladéw zastosowania krzemu przez zycie: jest to kwas krzemowy

(np. HySiOy4) i krzemionka (SiOz). Aby odpowiedzie¢ na pytanie, czemu
wykorzystanie krzemu jest tak ograniczone, i dowiedzie¢ sig, czy krzem (lub inne
pierwiastki) zamiast wegla moze by¢ gléwnym budulcem jakiej$ pozaziemskiej
biochemii, musimy najpierw zrozumieé, jakie sg ogdlne wymagania dotyczace
chemii zycia, niezaleznie od jego chemicznej podstawy.

Ogdlne wymagania dotyczace chemii zycia to kilka cech, ktore

musi spelni¢ kazda biochemia. Zasadnicze sg trzy aspekty: wystarczajaca
réznorodno$¢ chemiczna, stabilnosé i reaktywnosé oraz obecnosé rozpuszczalnika.
Mimo ze réznorodnosé chemiczna, reaktywnosé i wymagania dotyczace
rozpuszczalnikéw sa powigzane, oméwimy je oddzielnie ponizej.

Réznorodnosé chemiczna to wymog istnienia dostatecznie szerokiego zestawu
zwigzkéw chemicznych zdolnych do pelnienia wielu funkeji biologicznych. Zycie
na Ziemi robi uzytek z aminokwaséw (do produkcji biatek), cukréw i zasad
azotowych (do produkeji kwaséw nukleinowych), hydroksy- i ketokwaséw (jako
podstawowych pélproduktéw metabolicznych), lipidéw (do produkcji bton
komoérkowych) oraz wielu innych substancji. Tak zréznicowany zestaw zwiazkdéw
chemicznych wymaga zestawu pierwiastkéw zdolnych do budowania czasteczek
ztozonych z wielu atoméw, ktére zapewnia wystarczajaca funkcjonalnosé
biologiczna. Wymagana réznorodnosé chemiczna mozna osiagnaé jedynie za
pomoca dostatecznie uniwersalnego pierwiastka zdolnego do budowy rusztowania
czasteczki. Takie atomy pierwiastka rusztowania musza sie z kolei stabilnie
wigzaé ze soba i z atomami innych pierwiastkéw — z heteroatomami (atomami
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