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Algorytm Euklidesa
Barttomiej BZDEGA

Uwaga. W calym artykule zakladamy, Ze liczby a, b, ¢, d, k, m, n sq catkowite.

Zacznijmy od prostej obserwacji: jedli d jest wspdlnym dzielnikiem liczb a i b, to
dla dowolnych liczb catkowitych x i y zachodzi podzielno$é d | ax + by. Wynika to
wprost z definicji podzielnosci. W szczegdlnosci, jesli d | a,b,tod |a+bid|a—b.
Ta ostatnia podzielnosé w wersji: jesli d | n, to d | n — d, jest czesto stosowanym
trikiem w zadaniach o podzielnosci. Zazwyczaj dziala w poltaczeniu

z szacowaniem: jezeli d | m i m > 0, to d < m, przy czym d, m i n zazwyczaj

sg pewnymi wyrazeniami algebraicznymi.

Zalézmy, ze a > b > 0. Na mocy wyzej opisanych wlasnosci, jesli d jest dzielnikiem
pewnych dwdéch liczb spoérdd: a, b, a — b, to rowniez dzieli trzecia. Z tego wynika,
ze NWD(a, b) = NWD(a — b, b). Zapiszmy dzielenie z reszta a = qb + r. Po ¢-krotnym
zastosowaniu powyzszej rownosci otrzymamy

NWD(a, b) = NWD(r, b).

Jest to krok algorytmu Fuklidesa — liczac NWD dwdéch liczb, wieksza z nich
zastepujemy reszta z jej dzielenia przez mniejsza. Ostatnia niezerowa reszta
jest poszukiwanym NWD.

Niech rg = a > b =ry. Dla k > 0 oznaczmy przez riyo reszte z dzielenia 7
przez ri4+1. Wykazemy, ze r = axy + by dla pewnych liczb catkowitych zy,
iyg. Dlak =01k =1 jest to oczywiscie prawda. Indukcyjnie, dla pewnego
naturalnego ¢ mamy

Thyo = Tk — qTry1 = (axp +byr) — q(azpy1 + byry1) =
= a(xg — qxr+1) + DYk — qYr+1)-

7 tego wynika bardzo wazny wniosek: istniejg liczby catkowite x i y, dla ktérych
ax + by = NWD(a, b). W szczegdlnosci liczby a i b sa wzglednie pierwsze wtedy
i tylko wtedy, gdy ax + by = 1 dla pewnych catkowitych x i y.

Wymienie tu dwie konsekwencje tego faktu. Niech NWD(a, b) = 1. Wowczas:

(1) jesli a | be, to a | ¢ (2) jesli a,b | ¢, to ab | c.

Dowdéd. Niech ax + by = 1, przy czym z i y to liczby catkowite. Wtedy:

(1) jesli a | be, to liczba ¢/a = c(ax + by)/a = cx + y(be/a) jest calkowita;
(2) jesli a,b | ¢, to liczba ¢/(ab) = c(az + by)/(ab) = 2(c/b) + y(c/a) jest calkowita.

Zadania

1. Wyznaczyé wszystkie liczby catkowite a, dla ktérych liczba a? + 2a + 3 jest
dzielnikiem liczby 5a? + 4a + 3.

2. Niech d,m,n > 0 beda liczbami naturalnymi. Udowodnié, ze jedli d | m?n — 1
oraz d | mn? —1,to d | n® — 1.

3. Liczby a i b sa catkowite dodatnie. Wykazacé, ze jeli a + b+ 1 jest liczba
pierwsza dzielaca 4ab — 1, to a = b.

4. Niech (F') bedzie ciagiem Fibonacciego, tj. Fy = Fy =1 oraz Fy40 = F,, + F, 11
dla n > 1. Udowodnié, ze jesli 0 < b < a < F), dla pewnego m > 2, to algorytm
Euklidesa obliczy NWD(a, b) w co najwyzej m — 2 krokach (za krok uznajemy
wykonanie dzielenia z reszta).

5. Liczby calkowite dodatnie m i n spetniaja podzielnosé mn | m? + n? + m.
Wykazac, ze m jest kwadratem liczby catkowitej.

6. Liczby naturalne a > b > 1 spelniaja podzielnosci a+b|ab+1ia—b]|ab— 1.
Dowiesé, ze a < bv/3.

7. Niech k, m i n beda ustalonymi liczbami catkowitymi dodatnimi,
spetniajacymi warunek NWD(km,n) = 1. Dowies¢, ze réwnanie a + b™ = ¢ ma
rozwigzanie w liczbach catkowitych dodatnich a, b, c.
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