Klub 44 M

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2021

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
805 (WT =1,61) i 806 (WT = 1,80)

z numeru 9/2020

Janusz Olszewski Warszawa
Marek Spychata Warszawa
Tomasz Wietecha Tarnéw
Jakub Wegrecki Krakéw

Marcin Malogrosz Warszawa
Pawet Burdzy Warszawa
Jerzy Cisto ‘Wroctaw

Nowicjuszem nie jest (!) zaden z trzech
Panéw: Janusz Olszewski (po raz 21),

46,84
46,39
45,86
41,76
41,65
41,58
33,45

Marek Spychala (po raz 3), Tomasz

Wietecha (po raz 13). Pigknie! Tak dalej!

Serdecznie gratulujemy!

Zadania z matematyki nr 819, 820
Redaguje Marcin E. KUCZMA

819. Niech n bedzie ustalong liczba naturalna. Tréjkat réwnoboczny

o boku dlugosci n zostal podzielony (prostymi réwnoleglymi do bokéw) na

n? tréjkacikéw o boku 1. Rozwazamy ciagi kolejno przylegtych tréjkacikéw,

z ktérych zaden nie powtarza si¢ (tréjkaciki przylegle maja wspélny bok).

(a) Wyznaczy¢ najwieksza mozliwg liczbe tréjkacikéw w takim ciagu.

(b) Czy i jak zmieni si¢ wynik, jesli dodatkowo zazadamy, by ostatni tréjkacik
przylegat do pierwszego?

820. Udowodni¢ nieréwnosé¢ dla liczb dodatnich a, b, c:
a? n b? + c? S 3
b2+bc c2+ca a2+ab” 2’
Zadanie 820 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2020
Przypominamy tres¢ zadan:

811. Funkcja f: R — R ma t¢ wlasnos$¢, ze kazda z funkeji g(z) = xf(z) oraz h(z) = 2f(2z) — f(z)
ma granice 0 przy « — 0. Czy stad wynika, ze takze funkcja f ma granice O przy  — 07

812. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 iloczyn H (21" — 2) dzieli si¢ przez nl.

k=2
811. Odpowiedz: tak. Dowdd: dla x # 0 niech H(x) oznacza kres gérny wartosci |h(t)|,
gdy 0 < [t] < |z|. Skoro limg 0 h(z) = 0, zatem takze lim,_,o H(xz) = 0. Z okreslenia
funkcji g i h wynika zwiazek g(2t) — g(t) = th(t). Dlatego

x x x x, (T x
o(r) = Z(g(zm) ‘g(ak)> +o(5e) = 2 5e(5r) +o(50)
k=1 k=1
dla kazdej liczby naturalnej n. Jasne, ze |h(z/2%)| < H(z) dla k > 1. Tak wiec

o1 <3 et 10+ () <1110+ )
k=1

dla z # 0, n € N. Przy ustalonym x # 0 przechodzimy z n do nieskonczono$ci
i otrzymujemy oszacowanie |g(z)| < |z| - H(z), stuszne dla wszystkich z # 0.
Podzielenie przez |z| daje nieréwnosé |f(z)| < |H(z)|. Stad teza.

812. Niech vp(N) oznacza wykladnik potegi, w jakiej liczba pierwsza p wchodzi

do rozktadu liczby naturalnej N. Dany w tredci zadania iloczyn oznaczmy W,,. Do
uzyskania tezy zadania wystarczy pokazaé, ze v,(Wy) = vp(n!) dla kazdej liczby
pierwszej p.

Ustalmy liczbg pierwsza p. Jezeli p > 3, to na mocy malego twierdzenia Fermata dzieli
ona réznice 2P~ — 1. Jest zatem (dla j = 1,2,3,...) dzielnikiem liczby (21)—1)] -1,
wiec takze i jej dwukrotnodci, czyli liczby 277 =971 — 2. Liczby tej ostatniej postaci sa

czynnikami iloczynu definiujacego Wy, gdy pj —j+ 1< n, czylidla j =1,2,..., %J
Wobec tego

n—1
M w(Wa) > | 5= |

dla kazdej liczby pierwszej p > 3. Jest to réwniez prawda dla p = 2, bowiem woéwczas
prawa strona (1) to n — 1, za§ W, jest iloczynem n — 1 liczb parzystych.

Niech m bedzie najwigkszym wykladnikiem, dla ktérego p™ < n. Oszacowanie wartosci
vp(n!) uzyskamy przez sekwencje zaleznosci (w ktérej poczatkowa réwnosé to wzdr
Legendre’a — dobrze znany, a przy tym nietrudny do wykazania):

| n ““n n 1—-p™ mn—mnp™™ n-—1
vp(nl) = {—Jg —=—- = < .
g ;pl ;pz p l—pt p—1 T p-1
Stad wniosek, ze
n—1
2 !<{ J
(2) vp(n!) < p—1

Nieréwnosci (1) i (2) sktadaja sie¢ na dowodzona teze v, (W) > vp(n!). To konczy
rozwiazanie zadania.
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