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Twierdzenie Ptolemeusza
Barttomiej BZDEGA

Rozwazmy czworokat ABC D, ktéry jest wpisany w okrag. Wybierzmy taki
punkt P na przekatnej BD, aby zachodzila réwnosé |xDAP| = |xCAB].
Wtedy réwniez |<DAC| = | PAB|. Oprécz tych dwéch réwnoséei mamy
jeszcze |XDBA| = |XDCA| oraz |XACB| = | ADB|, gdyz sa to pary
katéw wpisanych, opartych na tych samych tukach. Wobec tego, na mocy
cechy (kk), zachodza nastepujace podobienstwa tréjkatdw:

AAPD ~ AABC,  AABP ~ AACD.

Przyjmijmy oznaczenia dtugosci odcinkéw takie jak na rysunku obok.

. ., . .x b .
Z pierwszego z podobienistw otrzymujemy proporcje S= 8z drugiego
e
c
Y _ £ Te dwie réwnosci prowadza do wniosku, ze e(x + y) = bd + ac. Z tego
a e
wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie Ptolemeusza. Czworokqgt ABCD wpisany w okrag spelnia
warunek

|AB| - |CD| + |BC| - |DA| = |AC| - |BD].

W podobny sposéb mozna udowodnié¢ nieco wiecej — dla dowolnych czterech
punktéw A, B, C, D lewa strona powyzszej rownosci jest zawsze wigksza
lub réwna od prawej, a réwno$¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
ABCD jest czworokatem wypuklym, wpisanym w okrag. Jest to nierdwnosé
Ptolemeusza, o ktorej napisze w innym odcinku.

Zadania

1. Poczué radosé pltynaca z zauwazenia tego, co sie stanie, gdy zastosujemy
twierdzenie Ptolemeusza do prostokata.

2. Wykazaé, ze jesli o, 8,7, > 0 oraz a + 8 + v + § = 180°, to
sin asiny + sin B sin § = sin(« + B) sin(5 + ). Wyprowadzié stad wzér
na sinus sumy katow.

3. Punkt D lezy na krétszym tuku AB okregu opisanego na tréjkacie
réwnobocznym ABC. Wykazaé, ze |CD| = |AD| + |BD|.

4. Bok dziewieciokata foremnego ma dlugo$é a, jego najkrotsza
przekatna d, a najdluzsza f. Wykazaé, ze a +d = f.

5. Dwusieczna kata BAC przecina okrag opisany na trojkacie ABC
w punkcie D # A. Udowodnié, ze 2|AD| > |AB| + |AC|.

6. Bok siedmiokata foremnego ma dllugoélé a, jego najkrotsza przekatna d,

a najdtuzsza e. Wykazaé, ze o= + ~

7. Punkt P lezy na krétszym tuku C'D okregu opisanego na
kwadracie ABCD. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci wyrazenia
|AP| + |BP)|
|CP|+ |DP|

8. Czworokat ABC'D wpisany jest w okrag. Znajac |AB| = a, |BC| = b,
|CD| = ¢, |DA| = d, wyznaczy¢ dlugosci przekatnych tego czworokata.

9. Udowodni¢, ze w tréjkacie ostrokatnym suma odleglosci érodka
okregu opisanego od bokéw trdjkata jest réwna sumie dtugosci
promienia okregu opisanego i promienia okregu wpisanego w ten trojkat
(twierdzenie Carnota).

10. Ustalmy liczbe naturalna n > 3. W ciagu (co, c1, - . ., ¢,) wystepuja
wytacznie liczby nieujemne. Dla wszystkich catkowitych nieujemnych
P, q, T, 8, spelniajacych warunek p + q¢ + r + s = n, zachodzi réwnosé
CpCr + CqCs = CpiqCqtr. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci ca,
jesli ¢ = 1.
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