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817. Dany jest réwnolegtobok ABCD z katami ostrymi przy
' = 4 4 wierzchotkach A, C. Punkty K, L (w jego plaszczyZnie) sa wyznaczone
° przez warunki prostopadtosci DA | AK, DB | BK, DB 1 BL, DC 1 CL.
Proste AK i CL przecinajg sie w punkcie M. Dowiesé, ze proste styczne
w punktach K, L do okregu opisanego na trojkacie K LM przecinaja sie
w punkcie D.

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2021

Regulamin Ligi znajduje si¢ na naszej
stronie: [deltami.edu.pl

818. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 9 istnieje taka liczba
naturalna m < n/3, ze réznica 2™ — 2™ jest podzielna przez n.

Zadanie 818 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2020
Przypominamy tresé¢ zadan:

809. W tréjkacie ostrokatnym ABC wysokosci AD i BE przecinaja si¢ w punkcie H. Proste AB
i DE przecinaja si¢ w punkcie S. Prosta przechodzaca przez $rodek M boku AB i réwnolegla do
dwusiecznej kata ASFE przecina proste CA, CB, HA, HB, odpowiednio, w punktach X, Y, P, Q.
Udowodnié¢, ze okregi opisane na tréjkatach CXY i HPQ sa przystajace.

810. Dla permutacji (x1,...,2,) zbioru {1,...,n} rozwazamy liczby:
sp=x1+...+xr oraz tpr=k+z, (k=1,...,n).

Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 udowodnié, ze permutacja o wtasnosci:

(i) liczby s1,...,: sn daja rézne reszty z dzielenia przez n

istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje permutacja o wlasnosci:

(i) liczby t1,...,t, daja rézne reszty z dzielenia przez n.

809. Skoro proste AB i DE przecinaja si¢, katy « = xCAB

i B = XABC nie sg réwne. Nie tracac ogdlnosci, przyjmijmy, ze o < 5;
rozwazane punkty sa potozone jak na rysunku. Z podobienstwa
AADC ~ ABEC wynika proporcja AC : DC = BC' : EC; a z niej —
podobienstwo ADEC ~ ANABC'. Zatem xDEC = 8, xCDFE = a,

i w konsekwencji xBSD = 8 — a. Polowa tego kata to kat miedzy
prostymi AB i XY; tak wiec X AMX = xBMY = %(,B —a).

Spojrzenie na katy zewnetrzne tréjkatéw AMX i BMY Na odwrdét, dla parzystego n ciag (z1,...,%Tn) 0 wyrazach
pokazuje, ze L L n+1—14 dla i nieparzystych,
— — 1 _ — 1 €T, =
FOXM = 5CAM + 3 AMX = o+ 5(8 — o) = 5(a + f), i—1 dla ¢ parzystych
XxCYM = ¥CBM — xBMY =B - 3(B—a) = 3(a+p). i
) wyznacza cigg sum (s1,...,S,) 0 wyrazach
Wobec tego XxAXM = ¥xBYQ = 180° — xBY M i ze wzoru )
sinuséw (w tréjkatach AMX i BMY): Lk+)n—Li(k-1)=n—-3(k—-1) (modn)
AX  sinxAMX sinxBMY _ BY Sk = dla k nieparzystych,
AM  sinxAXM  sinxBYM  BM ' ik(n+1) =1k (modn) dla k parzystych

Stad AX = BY. Teraz réwno$¢ xAXP = XxBY(Q wraz

ze spostrzezeniem, ze katy przy wierzchotkach A i B

w trojkatach APX i BQY sg oba réwne 90° — xBCA,
prowadzi do wniosku, zZe te tréjkaty sa przystajace. Tak wiec
PX =QY;astad PQ = XY.

Promienie okregéw opisanych na tréjkatach CXY oraz HPQ
wyrazaja sie wzorami

— latwe przeliczenie; i réwnie tatwe sprawdzenie, ze s — s;
nie dzieli si¢ przez n, gdy k # [; wskazana permutacja
(z1,...,%n) ma wlasnosé (i). [Hustracja dla n = 8:
(z1,...,28) = (8,1,6,3,4,5,2,7) —

— (s1,...,88) =(8,1,7,2,6,3,5,4) (mod 8)].

Zatem permutacja o wlasnosci (i) istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy n jest liczba parzysta. Pozostaje wykazaé, ze

QSin)g:i})/(CY oraz ﬁ . w przypadku wlasnosci (ii) ma miejsce charakteryzacja
A poniewaz xPHQ = xAHB = 180° — £ XCY, promienie te pracervha.
sg réwne — co byto dane do udowodnienia. Gdy permutacja (z1,...,z,) ma wlasno$é (ii), wéwczas
810. Zatézmy, ze (x1,...,2,) jest permutacjg zbioru (Anllgc'legi'oczz:eg;ij %f __Si(:flgvzmi gozljﬂ k__l 72‘5' ” TSL,)E q
{1,...,n} o wlasnosci (i). Dla j > 1 sumy s;_1 oraz s; s :*] 0 (mod n); skor(k) ; g I f)—znacz t—O Zg.hczaéa .
maja dawaé rézne reszty (mod n), wiec z; = s; — sj_1 nie T ' rT2 ’ v
dzieli si¢ przez n; zatem w ciagu (z1,...,Ty) liczba réwna n Jest nieparzysta.
jest 1. Przy tym x1 = s1, wiec s, juz przez n sie nie dzieli. I na odwrdét, dla nieparzystego n przyktadowa permutacja
A poniewaz s, = %n(n + 1), znaczy to, ze n jest liczba o wlasnosci (ii) moze by¢ ciag (1,...,n). Uzyskane
parzysta. réwnowaznoéci dowodza tezy zadania.
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