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Beta, Bit i pochodne po bieszczadzkich szlakach
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Rozwigzanie zadania F 1017.
Calkowita praca W wlozona w ustawianie
blokéw wapienia w piramide jest réwna
catkowitej pracy potrzebnej do
podniesienia jej catkowitej masy M na
masy nad podstawa: W = MgH/4.
Caltkowita masa M = pa®’H/3 —
skorzystaliSmy ze wzoru na objetos$é
ostrostupa o podstawie kwadratowej
i wysokosci H: V = a?H/3. Czas t
utozenia blokéw wapienia wyniesie
t = W/P. Otrzymujemy:

o pazHZg

- 12P
Ostatecznie t ~ 5,144 - 10% s ~ 59,5 dnia,
czyli okolo dwéch miesigcy. Przyjmuje sig,
ze czas budowy piramidy wynosit okoto

20 lat.

Mala Rawka
Wiclka Rawka ("
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Szlak z Przeleczy Wyznianskiej na
Krzemieniec wraz z profilem wysokosci.
Rysunki pochodzg z portalu
mapa-turystyczna.pl

Przemystaw BIECEK*

— Wstawacé $piochy! — Sciany niewielkiej chatki zadrzaly od wrzasku Taty —
Idziemy w gory!

Beta, Bit i Tata dzien wczesniej przyjechali do Schroniska pod Mala Rawka

na wakacje. Ostatkiem sit po calodniowej podrézy dzieci wtargaly bagaze do
maltego pokoiku. Pokoik mial pieckny widok na bieszczadzkie potoniny, ale tego
dzieci nie zauwazyly. Bez sit padly na 16zka i zasnely. A teraz ktos oSmiela sie je
budzié.

— Tato, przeciez sa wakacje! — Beta z zamknietymi oczami podjeta préby
negocjacji.

— Tato, przeciez jest noc! — Bit zakopany pod koldra staral sie zrozumie¢,
dlaczego ktos przerywa jego blogi sen.

— Jaka noc? Juz 6 rano! — Zawotal entuzjastycznie Tata. — ChodZcie,
zaplanujemy trase na dzisiaj!

Beta i Bit zadrzeli. Juz sama pobudka o tak skandalicznie wczesnej godzinie
byta karygodnym przestepstwem. Ale wyglada na to, ze szykuje sie co$ duzo
gorszego. ,,Planowanie”, czyli, w zargonie Taty, szczegélowe roztrzasanie
mozliwych za i przeciw stojacych przed pozornie banalnymi wyborami. Moze
trzeba bylo udawaé, ze z powodu pandemii odwolano wakacje i szkola wciaz
trwa?

— Chodzcie na dét, $niadanie juz czekal! — Tata dorzucil, zbiegajac po schodach
na dot.

Kilka minut pézniej Beta i Bit palaszowali jajecznice, jednoczesnie z niepokojem
patrzac na swojego tate. Stal w akademickiej pozie przy Scianie, na ktérej
zawieszona byla wielka mapa okolicy, i mruczal pod nosem, analizujac mozliwe
trasy. Zanosilo si¢ na wyktad.

— Moze zacznijmy od najkrotszej? — zasugerowata Beta. Zabrala ze soba pokazng
kolekcje ksiazek i chciala spedzi¢ popoludnie na hamaku, czytajac jedna z nich.

— Albo od najbardziej ptaskiej? — dodal Bit. Ten z kolei zabral ze soba spora
kolekcje elektronicznego sprzetu i nie chcial go wnosié po stromych szlakach.

— To $wietny pomyst! A czy wiecie, jak sprawdzié¢, ktéry szlak jest najbardziej
ptaski? — Oczy Taty zaptonely w niepokojacy sposéb.

— Stad do restauracji? Wyglada na dosy¢ plaski. — Bit juz wiedzial, co sie zbliza.

— By¢ moze. Ale czy wiecie, jak to sprawdzi¢? Policzmy pochodng po
Bieszczadach!

Jak obliczyé pochodng?

Pochodna to pojecie uzywane w analizie matematycznej do opisu, jak szybko
zmienia sie dana funkcja. Pochodne maja wiele zastosowan praktycznie

w kazdym aspekcie naszego zycia. Podstawy rachunku rézniczkowego znane
byly juz starozytnym. Ale za ojca tego obszaru matematyki uznaje si¢ Isaaca
Newtona lub Gottfrieda Wilhelma Leibniza. Panowie klécili sie miedzy soba

o to, kto byl pierwszy, i ten spor trwa nawet po ich $mierci. Ale jest to temat na
inne opowiadanie.

Aby wyjaénié, czym jest pochodna, przyjrzyjmy sie przyktadowej trasie
z Przeleczy Wyznianskiej na Krzemieniec przez Mata i Wielka Rawke.

Na mapie turystycznej ten szlak jest dosyé¢ krety. Poniewaz w parkach
narodowych nie mozna schodzi¢ ze szlakéw, wiec na te trase mozemy patrzeé
nie przez pryzmat wspélrzednych geograficznych, ale przez profil wysokoéci, tak
jak na rysunku obok.
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R to jezyk programowania zaprojektowany
do analizy danych. Srodowisko
programistyczne R mozna bezplatnie
pobraé ze strony www.r-project.org. Nie
za krétkie wprowadzenie dla dociekliwych
mozna znalezé na stronie biecek.pl/R.
Aby wykonaé ponizsze przyktady, nalezy
zainstalowac pakiet BetaBit, mozna to
zrobié poleceniem
install.packages("BetaBit",dep=TRUE)

library("BetaBit")
krzemieniec =
read_gpx("krzemieniec.gpx",

name = "Krzemieniec")
plot(krzemieniec)

ah
AX
d=20

Pochodna to przyrost wysokosci na
nieskoniczenie malym odcinku.

Argument type = "difference"
powoduje, ze zamiast profilu wysokosci
rysowana jest pochodna po szlaku.

plot(krzemieniec,
type = "difference")

plot(krzemieniec,
type = "boxplot")

Przetecz Wyzniariska — Krzemieniec

0.0 0.1 0.2 0.3
Bezwzgledne nachylenie szlaku [m/m)]

Portal mapa-turystyczna.pl pozwala na pobranie informacji o szlaku
w formacie gpx. Wystarczy kliknaé przycisk Pobierz GPX w bocznym panelu,
by pobraé¢ szczegdlowe informacje o trasie.

Tak pobrana trase mozemy wczytaé do programu R. Ponizsze przyklady sa
calkowicie reprodukowalne. Gdybyécie wiec chcieli sprawdzi¢ je na swoich
komputerach na szlakach Bieszczad lub innych gér, mozecie wykorzystaé
instrukcje zaprezentowane na marginesie.

Wszystkie funkcje niezbedne, by odtworzy¢ te przyklady, znajduja sie w pakiecie
BetaBit. Instrukcja library() wczytuje ten pakiet. Nastepnie wykorzystujemy
funkcje read_gpx () do wezytania danych i funkcje plot () do narysowania
szlaku.

W wyniku przykladu z marginesu otrzymamy wykres z profilem wysokosci.
Podkreslmy, Zze o$ pionowa jest wydluzona w stosunku do poziomej, przez co
wykresy sg bardziej strome niz rzeczywiste nachylenie szlaku.

00 Przetecz Wyznianska — Krzemieniec
1200

1000

800

Wysoko$¢ n.p.m. [m]
[

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Odleglos¢ od poczatku szlaku [m)]

Najwyzszy punkt na tym wykresie to Wielka Rawka, a wczesniejszy szczyt to
Mata Rawka. Pomiedzy tymi szczytami jest caltkiem przyjemne przejscie grania.
Ale juz z profilu wysokoéci widzimy, ze przed Mala Rawka czeka nas catkiem
strome podejdcie.

Pochodna opisuje, jak szybko wznosi sie lub opada szlak. Jezeli na 100 metréow
szlaku (liczone w poziomie) wznosi si¢ on o 1 metr, to §rednie tempo wzrostu
wynosi %m, czyli ﬁ. Oczywiscie na odcinku 100 metréw szlak moze
troche sie wznosic i troche opadaé, wiec aby mie¢ doktadniejszy opis, trzeba

by sprawdzi¢, o ile szlak wznosi sie na odcinku 10 metréw. Albo jeszcze lepiej
na odcinku 1 metra. A jeszcze dokladniej byloby, gdyby$my mierzyli te zmiany
na odcinku 10 cm. Oczywiscie ten odcinek mozemy zmniejszaé i zmniejszac.
Pochodna definiowana jest matematycznie jako tempo zmiany na bardzo malym,
nieskonczenie matym odcinku.

Ale odleglosci w gérach sa duze, wiec my zadowolimy sie odcinkami
o dlugosci 25 metréw. Zobaczmy, jak wyglada pochodna po szlaku z Przeleczy
Wyznianskiej na Krzemieniec.

Przelecz Wyznianska — Krzemieniec

0.3

0.2 v/_\

/\
WA :

-0.1
-0.2

Zmiana wysoko$ci [m/m)]

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Odleglosé¢ od poczatku szlaku [m]

Bita interesowala stromosé szlaku. Poniewaz szlak trzeba przej$¢ w dwie strony,
wiec spadek nachylenia w jedna strone bedzie wzrostem nachylenia w drodze
powrotnej. Zobaczmy wiec, jak sie zmienia warto$¢ bezwzgledna pochodnych po
szlaku.

Wykres na marginesie to tak zwany wykres pudetkowy. Ilustruje pieé liczb.
Koncéwki wasow pokazuja, jakie bylo najmniejsze nachylenie na szlaku
(oczywiscie 0) i jakie bylo najwieksze nachylenie (prawie 40 cm na metr). Brzegi
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krzemieniec =
read_gpx("krzemieniec.gpx",
name = "Krzemieniec")
tarnica =
read_gpx("tarnica.gpx",
name = "Tarnica")
chatka =

read_gpx("chatka.gpx",
name ="Chatka Puchatka")
plot(krzemieniec,
tarnica, chatka)

plot(krzemieniec,
tarnica, chatka,
type = "difference")

plot (krzemieniec,
tarnica, chatka,
type = "boxplot")

Krzemieniec

— P
Tarnica

— I —
Chatka

0.0 0.1 0.2 0.3
Bezwzgledne nachylenie szlaku [m/m]

i srodek pudelka pokazuja, odpowiednio, jakie nachylenie ma 25%, 50% i 75%
szlaku. W przypadku tego szlaku polowa krokéw ma nachylenie ponizej 7 cm na
metr.

Mam nadzieje, ze jestedcie juz przekonani, ze pochodna to uzyteczne
narzedzie do analizy szlakéw w gérach. Pomdézmy teraz Bitowi w wyborze
najbardziej ptaskiego szlaku z trzech, ktore rozwaza Tata. Ponownie z serwisu
mapa-turystyczna.pl pobieramy informacje o szlakach:

e 7 Przeteczy Wyznianskiej na Krzemieniec, zapisany w pliku
krzemieniec.gpx,

e 7 Ustrzyk Gérnych na Tarnice, zapisany w pliku tarnica.gpx,

e 7z Wetliny do Chatki Puchatka przez Szare Berdo, zapisany w pliku
chatka.gpx.

Zobaczmy, jak wygladaja profile wysokosci tych szlakéw. Szlak na Krzemieniec
zaznaczymy jasniejszym kolorem, a do Chatki Puchatka kolorem czarnym.

Krzemieniec, Tarnica, Chatka Puchatka
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Z pewnoscia szlak na Krzemieniec jest najkrotszy. Ale czy najlatwiejszy?
Zobaczmy, jak wygladaja pochodne dla tych trzech szlakow.

Krzemieniec, Tarnica, Chatka Puchatka

e
o

o
o

o
S)

.
o
=

.
o
o

Zmiana wysoko$ci [m/m]

.
S
w

0.3
\v4 v \/'\_/\

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000
Odleglo$é¢ od poczatku szlaku [m]

i
<
'

Duzo sie dzieje na tych szlakach, maja one nieregularne przebiegi. Znacznie
latwiej bedzie poréwnac nachylenia, jezeli podsumujemy pochodne przy uzyciu
wykreséw pudetkowych przedstawionych na marginesie.

Jak myslicie, ktérego szlaku nie powinien wybra¢ Bit?

Rozwigzania zadan z artykulu O tym, jak Martyngatow

uratowat krélestwo (str.

1. Tym razem do rozwigzania mamy

z+y=0C,

T + 2y = 200 — 65,

@+ 5y =0,

co daje x = —45, y = 90 i w rezultacie cene kontraktu C = 45 tal.

2. Miara martyngalowa nie zalezy od ceny wykupu, wiec pozostaje
niezmieniona! Odpowiadajaca jej cena to % - (200 — 65) = 45 tal. —
ta zbieznos¢ nie jest przypadkowa.

3. Tym razem niewiadomga jest cena wykupu K. Z ukladu réwnan

z +y = 30,
T+ 2y =200 - K,
:c—&—%y:O

wyznaczamy = —30, y = 60, a nastepnie cene wykupu K = 110.
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* Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

O superpozycji i pomiarach kwantowych
pisali Ewa Borsuk i Pawel Blasiak

w poprzednim numerze Delty.

O splataniu kwantowym mozna
przeczytaé¢ miedzy innymi w tekscie
Jana Chwedenczuka, A%g

v 4 BY

2><<—( )—>X2

Eksperyment Bella. Obserwatorzy
wybierajg stan 1 lub 2, z ktérym
sprawdzaja zgodnos$¢ przestanego im
obiektu

Moébj wybor jest moj
Adam BEDNORZ*

W ludzkiej $wiadomosci zakorzenione jest poczucie wolnej woli czy swobodnego
wyboru. Przeciwienstwem wolnego wyboru jest determinizm — przyjecie, ze
wszystko ma jednoznaczna przyczyne i tylko tudzimy sie, ze mamy mozliwo$é
wyboru. Problem, czy $wiat jest calkowicie deterministyczny, czy mamy
jednak wolng wole, rozwazali miedzy innymi Arystoteles, Augustyn z Hippony,
Tomasz z Akwinu oraz Gottfried Leibniz. Wolno$¢ wyboru to nie tylko

kwestia religii — wolnosé czynienia dobra lub zta, ale takze prawa karnego —
przestepstwa umyslnego, lub tez interfejséw rozmaitych urzadzen — musza by¢
one w gotowoéci wykonania dowolnego polecenia spoéréd mozliwych.

Tymczasem szkolna fizyka o wolnej woli nie wspomina. Poznaje sie tylko
deterministyczng, czes¢ fizyki, glownie klasyczna, gdzie stan zmienia sie
jednoznacznie przy okreslonych warunkach poczatkowych. Sa tez zjawiska
losowe, ale wybér losowy nie musi by¢ wyborem swobodnym, moze np. wynikaé
z wartosci ukrytego parametru, ktéry nie jest swobodny. Co prawda mozemy
przyja¢ swobode wyboru warunkéw poczatkowych, a nawet swobode interwencji
w trakcie jakiegos fizycznego procesu, ale w opisie klasycznym to tylko zmienia
ciag dalszy, jak przestawienie zwrotnicy na torach.

Problemu wolnej woli nie da si¢ jednak zignorowaé¢ w mechanice kwantowej.
Swobodne interwencje w odlegtych miejscach komplikuja realistyczna
interpretacje pomiaréw kwantowych jako ujawnianie ukrytych parametrow
lokalnych. Zauwazyli to Albert Einstein wraz Borysem Podolskim i Nathanem
Rosenem w 1935 roku [I], ale nie potrafili przelozyé¢ swoich spostrzezen na
do$wiadczenie.

W 1964 roku irlandzki fizyk John Stewart Bell zaproponowal eksperyment,
ktory mialtby sprawdzi¢ wplyw swobodnego wyboru na pomiary w sytuacji
dwéch oddalonych obserwatoréw A i B [2]. Obserwator mierzy obiekt, ktéry
jest w stanie 1, odpowiadajacym pewnemu kierunkowi (katowi) na plaszczyznie.
Pomiar polega na sprawdzeniu zgodnoéci z innym stanem ¢, a wynik pomiaru
jest losowy, przy czym zgodno$é wystepuje z prawdopodobiefistwem cos?(¢) — ¢).
I tu wlasnie pojawia si¢ mozliwos¢ wolnego wyboru. To my, a raczej sterowana
przez nas aparatura pomiarowa, ustalamy ¢, dla ktérego mamy dwie mozliwe
odpowiedzi, zgodnoé¢ lub jej brak. Brak zgodnosci jest rownowazny zgodnosci ze
stanem prostopadtym, tj. ¢ £ 90°.

Kazdy obserwator mierzy swéj obiekt, czyli mozliwe stany to para katéow ag,
gdzie najpierw piszemy stan A, a potem B. Ciekawszy jednak bedzie stan
splatany 0°90° — 90°0°, ktory jest superpozycja standéw 0°90° oraz 90°0°,
dzieki czemu ma nastepujaca wazna wiasno$é. Gdybysmy tylko mogli
sprawdzaé, czy obiekt jest w stanie 0°, czy 90°, nie byloby zaskoczenia —
odczytaliby$smy zgodnosé z 0° w A i 90° w B lub na odwrét, z takim samym
prawdopodobienistwem réwnym 1/2. To tak jak z losowaniem butéw w ramach
jednej pary. Jesli pierwszy okaze sie prawy, to drugi musi by¢ lewy, i odwrotnie.
Bell lubil przykltad swojego znajomego, Reinholda Bertlmanna, ktéry zawsze
nosi (do dzisiaj!) dwie rézne skarpetki.

Niestety problemy pojawiaja sie przy dowolnych pomiarach. Obserwator A
moze zmierzy¢ zgodno$é swojego obiektu z dowolnie wybranym

stanem «, a obserwator B — z dowolnym stanem (. Dla stanu splatanego
prawdopodobienistwo jednoczesnej zgodnoéci dla obu obserwatoréw wynosi
sin?(a — 3)/2. Obserwatorzy moga sobie wybieraé¢ a i #. Dla uproszczenia
przyjmiemy dalej, ze kazdy ma tylko dwie mozliwosci: ar; = 0° lub s = 60° oraz
a1 = 0° lub ag = —60° (patrz rysunek). Bell postawil pytanie: Czy oddalone
obiekty mogg ujawniaé ukryte parametry — wyniki swobodnie
wybranych pomiaréw, z prawdopodobienstwem przewidzianym
kwantowo, bez komunikacji miedzy soba, czyli lokalnie?
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Rozwigzanie zadania M 1663.
Dla kazdej figury F zaznaczmy pole X,
tak jak przedstawiono na rysunku.

Oczywiscie w przypadku dowolnego
rozmieszczenia rozlacznych figur F na
plaszczyznie pola X nie moga by¢
pokryte zadng inng figurg F. Ponadto
rézne figury maja rézne pola X. Dlatego
mozemy zalozyé, ze pole X nalezy do
naszej figury F.

Rozpatrzmy teraz prostokat 5 X 6 i jego
podzial przedstawiony na rysunku.
Kwadrat 300 x 300 mozna oczywiscie
pocia¢ na 3000 prostokatéw o wymiarach
5 X 6, czyli na 6000 figur F. Jest to tym
samym maksymalna mozliwa liczba,
poniewaz pokryliémy wszystkie pola
figurami F.

Szczegdblna teoria wzglednosci przewiduje
istnienie maksymalnej predkosci
rozchodzenia si¢ sygnatéw, réwnej
predkosci $wiatlta w prézni. Jezeli mamy
dwa zdarzenia, ktére w jakims$ uktadzie
odniesienia zachodzg jednoczesnie

w pewnej odleglosci od siebie, to méwimy,
ze sy one rozdzielone przestrzennie. Dla
pary takich zdarzeri nie jest mozliwe
przestanie sygnatu z jednego z tych
zdarzen do drugiego z predkodcig nie
wigkszg od predkodci Swiatta. Lamanie
nieréwnosci Bella oznacza, ze istnieja
korelacje pomiedzy wynikami pomiaréw
wykonywanych tak, zeby byly rozdzielone
przestrzennie. To wlasnie zjawisko zostalo
przez Einsteina nazwane ,upiornym
oddzialywaniem na odlegto$é”. Okazuje
sie jednak, ze poniewaz wynik lokalnego
pomiaru jest catkowicie losowy, to nie da
sig stanéw splatanych uzyé do przesylania
informacji z nad$wietlng predkoécia.
Korelacje ujawniaja sie dopiero, gdy
poréwnamy wyniki obu przestrzennie
rozdzielonych pomiaréw.
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Przypusémy, ze odpowiedz na pytanie Bella jest twierdzaca, czyli obiekty sa
w stanie ujawniaé ukryte wyniki pomiaréow dla kazdego mozliwego wyboru
w miejscu obserwacji. Wtedy wynik dla obserwatora A moze zaleze¢ tylko od
jego wyboru, ale juz nie wyboru B, i na odwré6t. To znaczy, ze istnieje taczne
prawdopodobienistwo p(A;, As; By, Ba) dla zdarzenia zgodnosci (A4;, B; = i)
lub nie (A;, B; = i) ze stanami kolejno ay, az, B1, B2 (16 mozliwosci). Nie
mozemy jednak jednoczes$nie zmierzy¢ zgodnosci z a; i ay (bo przed pomiarem
wybieramy «; albo as, a nastepnie sprawdzamy zgodno$é¢ z tym wybranym
stanem). Powtarzajac wielokrotnie ten sam eksperyment, mozemy natomiast
wyznaczy¢ prawdopodobienstwo dla okreslonych wyboréw réznych obserwatoréw,
np. a1 i f1, czyli p(1;1) = p(1, *; 1, %), gdzie * oznacza, ze nie wiemy, jaki jest
wynik, i prawdopodobienstwo jest sumg wszystkich 4 mozliwoéci dla as 1 (5.
Podobnie mozemy zmierzyé p(1;1), p(2;1) itd. Nie mozemy z tego odtworzyé
pelnego prawdopodobienistwa p(A;, As; By, B2), ale wiemy, ze musi by¢ nieujemne.
Dlatego musi by¢ spelniona nieréwnosé sformutowana przez Johna Clausera
i Michaela Horne’a [3]
(%)
Wynika ona z rozbicia
p(2:2) = p(1,2:1,2) +p(1,2;1,2) + p(*, 2 1,2),

bo skladniki po prawej stronie sa nie wieksze, kolejno, niz p(1; 1), p(1;2)
i p(2;1). Tymczasem wstawiajac do naszej nieréwnoéci (x) prawdopodobienistwa
przewidywane kwantowo, zgodnie ze wzorem sin?(a — 3)/2, czyli

p(1;1) =0, p(1;2) = p(2;1) = 1/8, p(2;2) = 3/8,
dostaniemy 1/4 > 3/8, a wiec sprzeczno$é w naszym modelu parametréw ukrytych.
Mechanika kwantowa przewiduje wiec, ze odpowiedz na pytanie postawione
przez Bella jest negatywna. Kwantowe wyniki datoby sie nadal wyjasni¢
ukrytymi parametrami, ale nielokalnymi, czyli dopuszczajacymi zaleznoéé

wartosci parametru od wyboru dokonanego przez drugiego obserwatora, np. Aj.q
i A1-2.

p(1;1) 4+ p(1;2) + p(2;1) > p(2;2).

Niestety okazuje sie, ze eksperyment zaproponowany przez Bella nie jest latwy
do przeprowadzenia w laboratorium. Dopiero w 2015 roku udato sie¢ pokazaé
do$wiadczalnie, ze nieréwnos$é () jest lamana dla standéw splatanych [4]. Popularne
wérdd fizykow okreslenie ,tamanie nieréwnosci Bella” oznacza, ze mierzone

w do$wiadczeniu prawdopodobienistwa nie spelniaja nieréwnosci typu (x) (pozostaja
natomiast zgodne z przewidywaniami mechaniki kwantowej). Oznacza to, ze
parametry ukryte (jezeli to one odpowiadaja za wyniki pomiaréw) musza upiornie
oddzialywaé na odleglosé, szybciej od $wiatta, albo wybér nie byt swobodny — we
wspomnianych doswiadczeniach dokonywala go maszyna. Aby rozwia¢ watpliwosci,
do przeprowadzenia eksperymentu potrzebni sa zywi ludzie, ktérzy beda szybko
dokonywaé¢ wyborow. Tak zrobiono w 2016 roku, zbierajac wybory poprzez
naciskanie 0 lub 1 na klawiaturze przez tysiace ochotnikéw [5]. Nieréwnosé

w dalszym ciagu byla tamana, ale watpliwosé, czy wybory byty dostatecznie
szybko przekazywane do obserwatoréw, pozostata. Aby ostatecznie wyeliminowaé te
ostatniag watpliwo$é¢, nalezaloby jeszcze przeprowadzi¢ test pomiedzy dostatecznie
oddalonymi laboratoriami (np. na Ziemi i Ksiezycu), aby zapewni¢ sekunde na
ludzki wybér i odczytanie wyniku [6].

Obserwacja Bella jest obecnie pokazywana na wszelkie sposoby, takze dla
wigkszej liczby obserwatoréw i pomiaréw. John Conway, ktéry sam stworzyl
deterministyczna Gre Zycia — pozbawiona swobodnego wyboru, a jednak bardzo
wrazliwa na warunki poczatkowe — zafascynowal sie sprawa wolnego wyboru
i kwantowych pomiaréw. Sam sie zwierzyl, ze nie jest religijny i wolny wybér
traktuje jako uniwersalny dogmat. Wraz z Simonem Kochenem sformutowal
twierdzenie o wolnej woli, opierajac si¢ na nieco bardziej skomplikowanym
ukladzie niz zaproponowany przez Bella. Teza twierdzenia [7] stanowi, ze
swobodny wybor jest sprzeczny z innymi waznymi zatozeniami, przede
wszystkim przewidywaniami kwantowymi i ograniczong predkosciag ukrytych
parametréw. Czeka nas wiec trudny wybdr (nomen omen), ktéry dogmat
poswiecic.
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Dobrym kalkulatorem jest na przyktad
wolframalpha.com.

W intrygujacym przykladzie obok
przedstawione sa wszystkie kolejne
dodatnie liczby naturalne w blokach
dwucyfrowych do 97 wlacznie. Blok
odpowiadajacy liczbie 100 jest za dlugi
i przenosi 1 do bloku 99, ktéry ma teraz
warto$é 100, i ten z kolei przenosi 1 na
blok 98, dajac w efekcie 99. Stad po
bloku 97 pojawia si¢ blok 99,

a naste¢pnie 00.

*Tak naprawde funkcja tworzaca jest
definiowana jako szereg formalny. Dla
niektérych x szereg ten jest zbiezny, co
pozwala w tej sytuacji przypisaé sumie
Zn&fo anpz™ warto$é liczbowa. Jednak
w ogdélnosci funkcja tworzaca nie jest
funkcjg, bo dla niektérych argumentéw z
szereg moze nie by¢ zbiezny.

Wyznaczenie zakresu argumentéw z, dla
ktérych suma szeregu istnieje, to
znajdowanie tak zwanego promienia
zbieznosci szeregu potegowego. Jest to
zagadnienie techniczne i nie bedziemy mu
po$wigcaé miejsca w tym artykule.

Ulamki Fibonacciego
Karol GRYSZKA*

Wezmy dobry kalkulator do reki i wykonajmy dzielenie 10000 : 9899. Wynikiem
jest utamek okresowy o okresie 468, ale my ograniczymy sie do kilkudziesieciu
poczatkowych cyfr:

1
% = 1,0102030508132134559046368320032. . .

Jedli nie zauwazyliSmy w powyzszej liczbie niczego niezwyklego, to wyréznijmy
teraz w rozwinigciu dziesiegtnym kilka poczatkowych blokéw dwucyfrowych:
1, 01 02 03 05 08 13 21 34 55 90463683200322. ..

Wyréznione bloki to kolejne liczby Fibonacciego! Zwigkszmy liczbe zer oraz
dziewiatek i wykonajmy dzielenie 1000000 : 998999. Wynik?

1, 001 002 003 005 008 013 021 034 055 089 144 233 377 610 98859958 . ..

Wyréznione bloki to ponownie kolejne liczby Fibonacciego! Podobny schemat
zaobserwujemy, gdy wykonamy dzielenie

102n
a w rozwinieciu wyniku wyréznimy bloki n-cyfrowe. Wiasnosé niezwykta!
W powyzszych dwdéch przykladach reguta ta obowiazuje jednak tylko do
pewnego miejsca. Niestety, bedzie tak dla kazdego utamka, z jakim bedziemy
mieé¢ do czynienia w tym artykule. Jesli tylko liczba (tu Fibonacciego) jest
krotsza niz dlugo$é bloku, to prawie zawsze zostanie odtworzona dokladnie.
Wyjatek moga stanowié ,ostatnie” bloki, to znaczy te najbardziej z prawej
strony. W powyzszym przyktadzie blok cyfr 610 jest liczba Fibonacciego, po
nim chcieliby$Smy zobaczy¢ 987, a potem 1597 — tak si¢ jednak nie dzieje. Jest to
konsekwencja tego, ze 1597 (ktére jest dluzsze niz blok) ,nachodzi” na 987 —
liczba 1597 przenosi 1 do bloku z 987, dajac w efekcie 988. Kolejne bloki sg
jeszcze bardziej chaotyczne.

Czy w podobny sposéb mozna otrzymac inne sekwencje liczb? Spdjrzmy na
kolejny intrygujacy przyktad:

1
%ZO, 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 1213 14...96 97 99 00...

W dalszej czesci sprébujemy uzasadnié, skad biora sie powyzsze schematy.
Zaczniemy od definicji funkeji tworzacej ciagu. Jesli (an)nen jest ciagiem liczb
(rzeczywistych), to sume szeregu

oo
ao + a1z + asx® + asz® + ... = E apz"
n=0

nazywamy funkcjg tworzaca tego ciggu*. Funkcje takie zwykle rozwaza si¢
nie dla dowolnej liczby rzeczywistej x (gdyz nie zawsze powyzsza suma jest
skoniczona), a jedynie dla pewnego zakresu liczb. Oméwimy to na przykladzie.

W trakcie edukacji szkolnej prezentowany (i czesto uzasadniany) jest wzér na
sume ciggu geometrycznego

1
14+ +3+... = —.
I—q
»Przechodzac” na zmienna x, mozna to zapisa¢ nastepujaco:
1 o0
H(zx) = =l+a+224+22+...= z",
(1) == =l+a+a’+2"+ n;)

czyli H(x) jest funkcja tworzaca ciggu stalego a,, = 1, gdyz wszystkie
wspoélczynniki w nieskonczonej sumie sa rowne 1. Wiemy ponadto, ze powyzsza
suma jest zbiezna tylko wtedy, gdy |z| < 1 (pamietamy warunek na istnienie
sumy ciagu geometrycznego). Podobne ograniczenia wystepuja dla wielu innych
ciagdw.

Teraz niech dany bedzie dowolny ciag geometryczny

2 3 4
a,aq,aq ,aq ,aq ...


http://wolframalpha.com

Zauwazmy, ze kazdy z utamkow TBOO albo
ﬁg odpowiada za blok 3 cyfr i bloki te
sg rozlaczne.

Ustalamy tutaj konwencje Fo = F} =1,
Fp=Fn,_1+4+ Fn_2dlan > 2.

Naszym zadaniem jest wskazanie funkcji tworzacej tego ciagu.
Twierdzenie 1. Funkcjg tworzgcg ciggu geometrycznego jest

G(x) a4

T 1-gqz

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze
a

1—qx

=a(l+qr+@2® + @323 +..) =a+ (aq)x + (ag®)x® + (ag®)z® + ...

Dokonajmy teraz podstawienia x — 1/ do powyzszej funkcji tworzacej.
Otrzymujemy wtedy
2 3
aq | aq aq
G(1/z) = T T
(1/z) at—+ g tgt
i przyjmujac na przyktad ¢ = 1, ¢ = 3 oraz x = 1000, otrzymujemy
3 9 27 81 243
G(1/1000) =1 e =
(1/ ) + 1000 + 10002 + 10003 + 10004 + 1000 +
=1, 003 009 027 081 243 ...,
a wigc bloki trzycyfrowe sg kolejnymi potegami liczby 3. Z drugiej strony
1 1000 103
T = = .
-5 1000-3 105 -3
Na podstawie powyzszego przyktadu mozemy opisa¢ ogdlna postaé utamka, ktory
wtworzy” kolejne potegi liczby N w blokach n-cyfrowych. Taki ulamek ma postac
10
() 10" — N°
Znajdziemy teraz funkcje tworzaca F(x) ciagu Fibonacciego (F,)nen-

G(1/1000) =

Twierdzenie 2. Funkcjg tworzgcq ciggu Fibonacciego jest
1
Flz) = ——.
(z) 1—x2— 22
Dowdd. Zauwazmy, ze
(o] o0
F(z) = Zan" = 1+x+ZFn3:" =

n=0 n=2

=14+x+ Z(Fn,]_ + ang)xn =

n=2

=1l4+z+x i F, 2" '+ 22 i F, 22" 2 =

n=2 n=2

=14z+ :c<—1 + Z Fn_lx"1> + z2 Z F,_ox" 2 =
n=1 n=2

=l+4+z+az(-1+ F(x)) +2%F(2) = 1 + oF(z) + 2°F(x),
stad otrzymujemy F(z) = —1— O

l—x—x2"
Ponownie stosujemy podstawienie x — 1/x, w ten sposéb mamy

1 22
F 1 = = .
(1/2) 1-1-L 2221
Dla z = 100 otrzymujemy F'(1/100) = 190809090, czyli

1 2 3 5
F(1/100) =14 — ...=1,01020305...
(1/100) + 100 + 1002 + 1003 + 1004 + ’
Uzasadnilismy efekt widoczny w poczatkowej czeéci artykulu oraz
wyprowadziliSmy wzér, za pomoca ktérego mozna tworzy¢ dtuzsze bloki

zawierajace liczby Fibonacciego.

Twierdzenie 2 mozna uogolni¢ na dowolny ciag zadany rekurencja drugiego
rzedu, co zaraz wykazemy. Rozwazmy ciag postaci

Gn =pGn_1+qGn_2, n =2



i dodatkowo zatézmy, ze Gy, G sa dane, p i ¢ sa pewnymi stalymi oraz

Zalozenie o dodatniosci G,, jest czysto Wszystkie Gn Sq liczbami dodatnimi.
techniczne i potrzebne tylko do rozwinigé

utamkéw. Dla samego twierdzenia ponizej Twierdzenie 3. Funkcjg tworzgcq ciggu G,,, opisanego powyzej, jest
nie ma ono zadnego znaczenia.
o G() + LE(Gl — pGo)
G(z) = R
1—pxr—qx
Dowdéd twierdzenia 3 przebiega analogicznie do dowodu twierdzenia 2.

Twierdzenie 3 pozwala na znalezienie ciekawych utamkéw ,kodujacych”
rézne ciggi. Wystarczy bowiem, ze dany ciag mozna zakodowa¢ réwnaniem
rekurencyjnym drugiego rzedu. Jest tak na przyktad dla ciagu arytmetycznego.
Niech a,, = ag + nr bedzie wzorem ogdlnym tego ciagu. Wtedy

Gp+1 = Qo +nr +n, Gn+2 = Go +nr + 2n,
a stad wynika, ze ani2 = 2an4+1 — an. Oznacza to, ze funkcja tworzaca ciagu
arytmetycznego jest
ag + z(a1 — 2agp)

1— 2z + 22

Przyjmujac teraz ag = 0 oraz r = 1 i ponownie podstawiajac  — 1/z,
otrzymujemy odpowiednio

A(z) =

Az) =

x T
—_— All/z) = ——.
Wynika z tego, ze dla x = 100 powinnisSmy otrzymaé¢ ulamek zawierajacy w swoim
rozwinieciu kolejne liczby naturalne. Istotnie tak jest:

100

A(1/100) = 992 =0,(01 02 03 04 05...96 97 99 00),
Dla z = 10" otrzymamy a wiec w rozwinieciu widzimy az 97 kolejnych liczb naturalnych.
n 10" . . . A . .
A(1/10™) = o 12 Rozwazmy jeszcze jeden przyktad. Jesli teraz ap = 3 oraz r = 5, to odpowiadajaca
w ten sposéb mozemy uzyskaé¢ wigcej temu funkcj@ tWOI‘ZQC@ jeSt
kolejnych liczb naturalnych. A(I) - 20+ 3
(-2
Stad biorac ponownie z = 100 i postepujac analogicznie jak poprzednio,
otrzymujemy
30200
A(l/z) = 9801 =3,08 13 18 23 28 33 38 43 48 53 58...

W ogélnym przypadku, jesli x = 10", to
210" +3-10%"

(10 — 1)2
OkielznaliSmy ciagi geometryczne, arytmetyczne oraz ciag Fibonacciego.
Sprobujmy wyznaczy¢ teraz taka funkcje dla kwadratéw liczb dodatnich, to
jest znalezé

A(l/z) =

K(z)=1+4z+ 922 +162° + ... = anx”.
n=1
Twierdzenie 4. Funkcjg tworzgcg ciggu kwadratow liczb naturalnych jest
x + 22
K(z)= ——.
(z) EE

Dowdd. Skorzystamy tu z wyprowadzonej wczesniej funkcji tworzacej liczby
naturalne oraz funkcji tworzacej ciag staty 1

K(x) = inzx" :x—l-xi(nz +2n+ 1)z" =
n=1 n=1
=x+x <in2x"+2in:ﬂ"+im”> =
n=1 n=1 n=1

T 1
= K 2 -1)] =
x4+ cK(z) + x(l—x)2+x<1—x )
222 4 z?
(1—-2)2 1-—2a

Po przeksztalceniach otrzymujemy K(z) = ("ffg; O

8

=z+azK(x)+




Utamek K (1/1000) jest okresowy
o okresie 2 994 003.

Liczby Lucasa: Lo =2, L1 =1,
Lp=Ln-1+ Ln_2.

J J

i Zadania

Rys. 2

Podstawiamy ponownie x — 1/, czyli otrzymujemy K (1/x) = %
Przewidujemy zatem, ze dla x = 1000 otrzymamy bloki trzycyfrowe zawierajace
kolejne kwadraty. Istotnie
10002 + 1000 10001000
K(1/1000) = (1000 — 1)3 997002999
=0, 001 004 009 016 025 036 049 064 081 100 121
144 169 196 225 256 289 324 361 400 441 484
529 576 625 676 729 784 841 900. ..

zgodnie z przewidywaniami.

Na koniec zachecamy Czytelnika do samodzielnych ¢wiczen.
Zadanie 1. Uzasadni¢ stusznos¢ wzoru @

Zadanie 2. Wyznaczy¢ utamek tworzacy kolejne liczby Lucasa w blokach
pieciocyfrowych.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ utamek tworzacy kolejne liczby trojkatne w blokach
czterocyfrowych.

0 /
Y Z ”
J Jg 4, 9

Przygotowal Dominik BUREK

M 1663. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba niezachodzacych na siebie figur
w ksztalcie F (rys. 1), ktére mozna wycia¢ z kwadratu 300 x 3007 Figury mozna
obracac¢ i odwraca¢ na druga strone.

Rozwigzanie na str.

M 1664. Na przedtuzeniach bokéw CA i AB tréjkata ABC obrano

punkty F i F' odpowiednio tak, ze AF = BC i BF = AC. Okrag dopisany

do tréjkata ABC, styczny do boku BC, jest styczny do BF w punkcie N.
Punkt M jest érodkiem odcinka E'F'. Udowodnij, ze prosta M N jest réwnolegla
do dwusiecznej kata przy wierzchotku A.

Rozwiazanie na str.

M 1665. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ i d spelniajacych
rownosé 1 1 1 1

Pl Bl A1 Bl
zachodzi nieréwnosé
1—a n 1-0b n 1—c¢ n 1—-d >0
a2—a+1 b2—-b+1 E2—c+1 d2—d+1~ 7
Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

2

F 1017. Piramida Cheopsa po wybudowaniu byla ostrostupem o podstawie
kwadratowej o boku a = 230m i wysokosci H = 147 m. Zbudowano ja z blokéw
wapienia. Oszacuj, ile czasu trwaloby dzisiaj jej wznoszenie, gdyby przy jej
budowie bez przerwy pracowaly dzwigi o tacznej mocy P = 500kW. Gestosé
wapienia p &~ 2,7 - 10% kg/m?, a przyspieszenie ziemskie g ~ 10m/s?.
Wskazéwka: $rodek masy ostrostupa znajduje sie w 1/4 jego wysokosci.
Rozwigzanie na str.

F 1018. Samolot o masie M = 10*kg laduje z poczatkowa predkoscia

vo = 200 km/godz. Z powierzchnig lotniska stykaja sie dwa kota, kazde

o érednicy d = 2m i momencie bezwtadnoéci I = 100 kg - m?. Kota moga obracaé
sie bez oporu, a w momencie ladowania nie obracaja sie. W chwili zetkniecia sie
z plyta lotniska kota zaczynaja sie Slizga¢. O ile zmniejszy sie predko$é¢ samolotu
do czasu, gdy kota zaczna toczy¢ sie bez poslizgu? Pomijamy opér powietrza.
Rozwiazanie na str. [T5]
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fTa naturalna i uniwersalna metaprawda
odnosi si¢ niestety tez do mody
krawieckiej.

Rozwigzanie zadania M 1664.
Rozwazmy punkt X bedacy punktem
przecigcia prostej przechodzacej przez E
i réwnoleglej do M N z prostg AB.
Woéwcezas wystarczy udowodnié, ze trojkat
X AEFE jest robwnoramienny.

Oznaczmy przez §2 okrag dopisany
z zadania, a przez N’ i A’ punkty
stycznodci 2 z prostymi, odpowiednio,
AC i AB. Woéwczas, korzystajac
z twierdzenia o odcinkach stycznych,
dostajemy
(x) 2AN = AN 4+ AN’ =
= AB+ BN + AC + CN' =
= AB+ AC +BA +CA' =
= AB+ BC + CA.
Poniewaz prosta M N jest linig srodkowa
w tréojkacie EF X, to XF = 2NF.
Ponadto z réwnosci AE = BC, BF = AC
oraz mamy
AX = AF — XF =
= AB+ BF —2NF =
= AB + AC —2NF =
= AB + AC — 2(AB + BF — AN)
= AB + AC — 2(AB + AC — AN)
= BC = AE,
skad wynika, ze tréojkat X AE jest

I'(’)VVH()I"(LII]ieIlIly.

Mariusz SKALBA*

My, matematycy, ubolewamy czasem nad tym, jak trudno jest dotrzeé

z matematycznym przeslaniem do szerszej publicznosci. Zdarza sie, ze

w desperacji poréwnujemy matematyke a to do muzyki, a to do poezji, jakby
to dawalo szanse na wyjscie z niszy. To jednako bledna strategia, gdyz wigkszos¢
poezji koniczy w szufladach, pewna jej czesé jest wydawana (o zgrozo!) wlasnym
sumptem, a tylko znikoma resztéwka jest stusznym przedmiotem naszych
urojen i pretensji. Nie znam réwniez przekonujacych zastosowan matematyki

w praktyce muzycznej, chociaz w Deltach 7-8 (2020) opowiedziano pigknie

i przystepnie o waznym odkryciu starozytnych Grekow: strgj instrumentu
muzycznego nie moze byé jednoczesnie naturalny i uniwersalny’. Natomiast
wazna dla historii muzyki konstatacja, ze Ludwig van Beethoven skomponowat
dziewieé wspanialych symfonii, nie jest zbyt istotnym zastosowaniem
matematyki. Oczywidcie chetnie odwolam te autoszyderstwa, gdy spodoba

mi sie choé troche szumnie zapowiadana kompozycja Al oparta na szkicach
dziesiatej symfonii Beethovena. Ma by¢ ona waznym elementem obchodéw
250-lecia urodzin tego wielkiego kompozytora, ktory zostat ochrzczony

17 grudnia 1770 roku (zatem z chwila ukazania sie tego tekstu bede zapewne
wiedzial, czy mam powdd do odwolywania czegokolwiek).

Ale teraz o wyzszosci zwyklego papieru nad ulotnym ztotem. Jak powszechnie
wiadomo, liczba ¢ = HT‘/“?’ =~ 1,618 zwana zlotg proporcjg ma nastepujaca
wlasnoéé. Jesli krotsza cze$¢ odcinka ma dlugoéé k = 1, a dluzsza ma dlugosé
d = ¢, to caly odcinek ma dtugoéé c =k +d =1+ ¢ = ¢, czyli

e
W otchlaniach Internetu i wszedzie poza nim (jesli sg jeszcze takie miejsca)
znajdziesz, Czytelniku, mnéstwo wywoddéw o walorach estetycznych tej proporcji
i jej rozlicznych zastosowaniach w réznych dziedzinach. YouTube obfituje
w filmiki z ¢ w roli gléwnej, ktérych goraco nie polecam. Nie jest oczywiscie
tak, ze z liczby ¢ nie daje si¢ nic wycisnaé¢ — ostatecznie jest przeciez z dosé
miekkiego kruszcu. Oto jego probka.

Poniewaz ¢? = ¢ + 1, wiec
1 1 1
=14+-=1+ =1+ —-itd.
i ¢ 1+ 1+t
1+$
7Z elementarnej teorii ulamkoéw tancuchowych wynika zatem, ze ¢ ma mozliwie
najprostsze rozwinigcie na utamek laricuchowy nieskonczony
1
R
7Z takim utamkiem lancuchowym zwiazany jest zawsze ciag jego reduktow ¢,
czyli utamkéw urwanych

1 1 3
=1 =1+-=2 =14 —==-,...
¢)0 ) ¢1 + 1 ) ¢2 + 1+% 2’
Latwo wykazac¢ przez indukcje, ze
Fn 2
Gn = F7+,
n+1

gdzie (F,)%2 jest ciagiem Fibonacciego, okreslonym stynna rekurencja

F1 :F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 +Fn dlan = 1,2,3,...
Ponadto lim, . ¢, = ¢, i to jest najwazniejsza wlasnosé ciggu reduktow.
Wezmy teraz k = Fy = 34, d = F19 =55, c =k +d = Fj; = 89 i rozwazmy
prostokat o wymiarach 55 na 89. Jest on praktycznie ztoty, gdyz
89/55 = 1,6(18) = ¢. No c6z, estetyka tego prostokata mnie nie poraza, ale
musze przyznadé, ze ma on dos¢ ciekawa wlasnosé: po odcieciu kwadratu
pozostaly prostokat o wymiarach 34 na 55 jest tez praktycznie zloty, a wiec
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Rys. 1

4751 = W1+14>

4751_‘_14»

Rys. 2

Przy okazji wspomnijmy tutaj, ze wedlug
Hansa von Blilowa zbiér preludiéw i fug
J.S. Bacha Das Wohltemperierte Klavier
jest Starym Testamentem muzyki
europejskiej, a 32 sonaty fortepianowe
Beethovena Nowym Testamentem.

prawie podobny do wyjsciowego. Oczywiscie jesli ktos jest bezkompromisowy
w swoich wymaganiach estetycznych, to nie bedzie tolerowal powyzszych
praktycznie i prawie, ale by¢é moze uzna, ze przedstawiony na rysunku 1
doskonale zloty prostokat (o niewspéimiernych bokach) jest jednoczesna
sublimacja wycinanek towickich i origami — bardzo przepraszam, ale to mnie
tez nie wzrusza!

Zupelnie inaczej jest, gdy mam przed soba pustg kartke papieru formatu A4,
dlugopis w prawej rece i by¢ moze inne jeszcze przedmioty, przydatne w tego
typu klopotliwej sytuacji. Po dtuzszej chwili namystu odkladam diugopis na
bok, a pusta w dalszym ciagu kartke sktadam na pot wzdhuz linii réwnoleglej do
krotszego boku. Yudze sie, ze pomystéw wystarczy przynajmniej na wypelnienie
tej mniejszej kartki — ostatecznie przeciez jest ona podobna do wyjsciowej. Oto
uzasadnienie.

Szerokosé¢ Sy i wysokosé Wy arkusza A4 wynosza Sq = 210 mm, W4 = 297 mm.
Wymiary arkusza A5, ktéry odpowiada ztozonej na pét kartce formatu A4, to
S5 = 148 mm, W5 = 210 mm. Obliczamy

% ~ 1,414286 oraz % ~ 1,418919.
S4 S5

Zatem arkusze A4 oraz Ab sg praktycznie podobne. W wersji bezkompromisowe;j
stosunek bokow S, W, w arkuszu Az wynosi

W NG

=L =2,
S

natomiast

x

Seq1 = TR W41 =S, (patrz rys. 2).

Mamy oczywiScie

Wa:+1 _ Sw _ i _ \/5
Saet1 W:c/ 2 \/5
Elegancji tej konstrukcji dodaje fakt, ze format A0 ma zalozona powierzchnie
1 m2. Obliczmy jego wymiary teoretyczne. Mamy réwnania
Wo
0
skad otrzymujemy natychmiast

=2, Wy-Sy=10° mm?

103

Wo = v2-10° ~ 1189,2 mm, Sy = ——

0 0 \zyi

Prawdziwe wymiary AO, Wy = 1189 mm, Sy = 841 mm sa wynikiem zastosowania
praktycznej reguty, ze wymiary bokéw w milimetrach musza by¢ catkowite.

~ 840,9 mm.

Ciag formatow papieru Az reguluje miedzynarodowa ustawa normalizacyjna
ISO 216, ale jego tworca jest Georg Christoph Lichtenberg, niemiecki fizyk

i aforysta zyjacy w XVIII wieku. Goethe zabiegal u niego, na prézno,

o uznanie swojej Zur Farbenlehre, a wspomniany na poczatku Beethoven

nie konsultowatl z matematykami wiedeniskimi optymalnego rozmiaru dla
swoich partytur. Wymiar ich sztuki nie jest matematyczny, a raczej zupelnie
nieobliczalny: Beethoven zapewne nie skorzystalby z rad i zachet do przycinania
kwadratéow lub sktadania nut na pél, chociaz anegdotyczne staly sie jego klétnie
z wydawcami i sponsorami o kazdego guldena.

No céz: nam pozostaje papier i dobrze nastrojony umyst. ..

Rozwigzanie zadania M 1665. Zauwazmy, ze

wobec tego

1—a 1—-0

= >0

a2 —a+1 3

1—-a 4 1 1 (2a +1)(a —1)2
a3 +1 2

T 3(a+1)(a2—a+1) 7 7

a? —a +l+b27b +1 2—c+1 d>—d +17 3

1—c 1—-d 4( 1 1 1 1 1

4
—4.— ) =—--(2=2)=0.
a3+l+b3+l+<:3+l+d3+l 2) 3 ( )
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Obszary zjonizowane a formowanie sie gwiazd:

wymuszona implozja
Miguel FIGUEIRA*

Tworzenie sie gwiazd w galaktykach jest najczesciej
przedstawiane jako zapadanie sie masywnych chmur pytu
pod wplywem grawitacji. To uproszczone ttumaczenie
jest jak najbardziej uzasadnione, jednak nie uwzglednia
wszystkich proceséw, jakie moga mie¢ wpltyw na
powstawanie nowych obiektéw gwiazdowych.

Czynnikiem pobudzajacym o$rodek miedzygwiazdowy do
tworzenia nowych gwiazd moga by¢... mlode gwiazdy.
Emituja one silne promieniowanie UV, tworzac wokot
siebie obszary zjonizowanego pylu (H1r). W artykule
Collect and Collapse: obszary zjonizowane a formowanie
sie gwiazd (A32) opisalem proces powstawania gwiazd
zwiazany z rozszerzaniem sie¢ takich zjonizowanych
obszaréw. Tym razem chcialtbym skupi¢ sie na procesie
tworzenia si¢ gwiazd w chmurze pyltu podlegajacej
jonizacji.

Jezeli chmura pylu znajduje sie blisko mlodej (nowo
powstalej) gwiazdy, jej podstawowe wlasciwosci

zostaja zasadniczo zmodyfikowane. Wykorzystujac
symulacje numeryczne, mozemy przewidzie¢, w jaki
sposob promieniowanie UV wplynie na dang chmure
pylu w zaleznosci od jej masy (grawitacji), gestosci,

sily promieniowania UV, a nawet wplywu pola
magnetycznego gwiazdy. Zaleznoéci te sprawiaja, ze
obliczenia sa niezwykle skomplikowane. Dlatego w tym
artykule wezme pod uwage tylko wzajemne relacje
pomiedzy dwiema wielko$ciami: ciSnieniem jonizacji Pion,
ktore zalezy od typu i odleglosci od gwiazdy, oraz
ci$nieniem panujagcym w chmurze pytu (Pehmura)-

Cis$nienie jonizacji to ci$nienie, jakie wywiera strumien energetycznych

czastek, pochodzacych np. od mlodej gwiazdy, na neutralny gaz. Duze
cidnienie powoduje silniejszg jonizacj¢ neutralnego gazu.

Przeanalizujmy trzy przypadki:

o Pion < Pehmura: bardzo wysoka gestos¢ pytu powoduje
silng rekombinacje, ktéra odgrywa role tarczy
ochronnej przeciwko silnemu promieniowaniu UV.
Struktura chmury nie zostaje zmieniona.

e Pion > Poimura: g¢sto$é chmury pylowej jest bardzo
mala; z tego powodu promieniowanie ultrafioletowe
mtlodej gwiazdy bez przeszkdd przechodzi przez
chmure pytu, jonizujac ja. Zjawisko to nazywamy
jonizacja blyskawiczna (flash ionisation).

o Pion 2 Pehmura: chmura pylu jest wystarczajaco
gesta, aby stawi¢ czeSciowy opdr promieniowaniu UV
emitowanemu przez gwiazde — tylko zewnetrzna
warstwa pylu zostaje zjonizowana. Powstaje tzw.
zjonizowana warstwa graniczna (fala uderzeniowa).
Temperatura powierzchni chmury pytowej wzrasta
do 10* K, co umozliwia rozchodzenie si¢ izotermicznej
fali uderzeniowej w chmurze.

Rekombinacja jest procesem, w ktérym dodatnie jony plazmy
wychwytuja wolne (energetyczne) elektrony, tworzac neutralny gaz.

Oczywiscie trzeci przypadek jest najbardziej

interesujacy, gdyz znaczaco modyfikuje wlasciwosci pytu.

W momencie uderzenia czotla fali promieniowania UV
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warstwa zewnetrzna chmury pytowej zostaje wepchnieta
do srodka. Dzieje sie tak przez réznice predkosci fali
uderzeniowej w réznych miejscach chmury pytu. Na
rysunku 1 zaznaczono dwa punkty A i B oraz kierunek
frontu uderzeniowego. Punkt A odpowiada srodkowi
powierzchni chmury (tutaj nastepuje pierwsze zetkniecie
z frontem uderzeniowym), natomiast punkt B jest
najbardziej skrajnym punktem chmury gazu (tutaj
kontakt chmury z fala uderzeniowa nastepuje najpdzniej).
Predkos¢ frontu uderzeniowego na powierzchni pytu
zalezy od kata pomiedzy punktami A i B i zmniejsza

sig¢ wraz z odlegloscia od punktu centralnego A. Oznacza
to, ze Srodek powierzchni chmury zapada sie szybciej niz
jej punkty krancowe. W ten sposéb tworzy sie obszar

o wysokiej gestodci, ktéry staje sie coraz gestszy wraz

z przesuwaniem sie frontu uderzeniowego. Po pewnym
czasie (zazwyczaj po okolo 1000000 lat) gestosé chmury
osigga wartoéé krytyczna n w zakresie 108 — 100 cm =3,
i w chmurze powstaje nowe pokolenie gwiazd.

Znajac wielko$¢ strumienia w fali UV oraz zakladajac,
ze chmura pylowa znajduje sie w stanie réwnowagi
hydrostatycznej, mozna wyznaczy¢ mase krytyczna (M),
powyzej ktérej chmura sie zapadnie:

14
3/ Cg
F?

apclt
1 My, =129-¢ 5
(1) k ’ \/167r2m%Ic;1G5 F&

gdzie ap to wspotczynnik rekombinacji wodoru dla
wszystkich poziomoéw za wyjatkiem stanu podstawowego,
¢s to predko$é dzwieku w chmurze, proporcjonalna

do temperatury panujacej w osrodku (¢, oc VT),

my to masa atomu wodoru, G to stala grawitacji,

a F to strumien emisji fotonéw w zakresie UV

(o energiach wiekszych niz 13,6 €V). Najistotniejszymi
parametrami réwnania |1 sa predkos$¢ rozchodzenia sie
dzwieku w chmurze (¢;) i strumien energii pochodzacy

z gwiazdy (F). Jezeli warto$¢ parametru c, jest wysoka,
oznacza to, ze ci$nienie panujace w chmurze jest wysokie.
W zwiazku z tym liczba rekombinacji, a co za tym

idzie My, wzrasta, utrudniajac zapadniecie sie chmury.
Jezeli strumien F' jest wysoki, to mamy do czynienia

z odwrotna sytuacja — chmura bardzo tatwo zapadnie si¢
pod wplywem frontu uderzeniowego (wartosé My, bedzie
mala).

Wzbudzenie procesu tworzenia sie gwiazd za pomoca
frontu uderzeniowego UV nazywane jest wymuszona
implozja (radiation-driven implosion, RDI). Jest to
zjawisko potwierdzone przez obserwacje w zakresie
Swiatla widzialnego i podczerwonego. Fala uderzeniowa
przemieszczajaca si¢ od powierzchni chmury pytowej ku
jej srodkowi pozostawia po sobie Slad w postaci nowych
gwiazd. Przy czym najstarsze gwiazdy obserwuje sie
przy powierzchni chmury, a najmtodsze w jej srodku —
wzdluz propagacji fali. Mechanizm RDI wzbudza réwniez
procesy tworzenia sie masywnych gwiazd (o masie
powyzej 8 Mg, dokladny opis znalez¢é mozna w artykule



l Kierunek frontu jonizacyjnego l

A VR >Ve

B8 Interakcja
Chmura - Strumiert UV

Rys. 1. Schemat obrazujacy powstanie fali uderzeniowej w chmurze
pylu. Strzatkami zaznaczone sa predkosci poruszania si¢ obszaréw
chmury prostopadtych do frontu (punkt A) oraz punktéw krancowych
chmury (punkt B)

Nowe pokolenie
gwiazd w chmurze

% Vr=Ve+ Ve &

]
Vs

Rys. 2. Zmiana ksztaltu chmury pylowej pod wplywem uderzenia fali
promieniowania UV. Kraince chmury zaczynaja si¢ uginaé z powodu
powstania zageszczonego obszaru w centrum chmury, gdzie zaczynaja
tworzy¢ si¢ nowe gwiazdy

Gwiezdne przedszkola w A3y). Takie masywne gwiazdy
emituja silne strumienie promieniowania UV i na nowo
modyfikuja otaczajacy je osrodek miedzygwiazdowy,
powodujac powstawanie kolejnych pokolen gwiazd.

Strumien promieniowania UV nie tylko rozpoczyna

procesy gwiazdotworcze w chmurze pylu, ale tez
modyfikuje jej morfologie. W poczatkowych etapach
uderzenia fali skrajne obszary chmury popychane sa
prostopadle do powierzchni chmury. Powstaje w ten
sposéb gesty obszar pylu, ktory zmienia kierunek
predkosci rozchodzenia sie fali uderzeniowej na koncach
chmury. Ksztalt chmury zaczyna si¢ zmienia¢. Jej
krance zaginaja si¢ do zewnatrz, tworzac struktury
przypominajace skrzydla. Tak zmodyfikowane chmury
pylu nazywamy $wietlistymi aureolami (Bright Rimmed
Cloud, BRC) i klasyfikujemy je na podstawie kata
inklinacji skrzydel. Na rysunku 2 przedstawiony jest
typ A o lekkim zakrzywieniu krancow ,skrzydet”. Typ C
to struktura, w ktérej skrzydta sie lacza. Natomiast fazy
posrednie klasyfikowane sg jako typ B. Interesujace

w tym procesie jest to, ze struktura chmury nie musi
ewoluowaé od typu A do typu C. Zmiana ksztaltu
moze zatrzymac sie na typie A lub B. Ale to nie
wszystko. Po uderzeniu fali moga powstac jeszcze
bardziej skomplikowane struktury — wszystko zalezy

od poczatkowego ksztaltu chmury pytowej. Najbardziej
efektowne przybieraja ksztalt litery M (typ M, BRC).

Ttumaczenie: Katarzyna Matek, Anna Durkalec

O tym, jak Martyngatow uratowat kroélestwo

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Zofia MISKIEWICZ*, Michal MISKIEWICZ*

Dawno, dawno temu w odleglym krolestwie grasowal straszliwy smok, ktérego
zdotal pokonaé¢ dopiero dzielny Zygfryd. W nagrode otrzymat on potowe
krélestwa oraz reke krélewny Brunhildy. Nie bedziemy tu jednak moéwié

o heroicznej walce naszego bohatera, ale o jej ekonomicznych nastepstwach. Otéz
zgodnie z kontraktem swoja nagrode Zygfryd moégl otrzymaé dopiero po roku —
ten maly szczegdl okazatl sie nieco klopotliwy.

Zygfryd darzyl Brunhilde szczerym uczuciem, od razu oboje zaczeli planowaé
$lub, a potowe krélestwa postanowili spieniezy¢. Druga potowa krolestwa

byta juz notowana na gieldzie, wiadomo bylo zatem, ze jest w tym momencie
warta 100 talentéw (w skrécie: tal.). Zygfryd potrzebowal pieniedzy, jednak
nie mial jeszcze prawa do swoich udziatéw. Miat za to zytke hazardzisty,
postanowil wiec juz teraz sprzeda¢ prawo do kupna swojej potowy krélestwa
rok pézniej, za to w obnizonej cenie — 80 tal. Uznal za sprawiedliwe zazadacé
za taki przywilej 20 tal. (platnych od zaraz). W szczegdélach kontrakt jest wiec

Kontrakt opisany obok nazywa si¢
fachowo europejskq opcja kupna.

nastepujacy: uméwiony Kupiec placi dzisiaj Zygfrydowi 20 tal., a za rok od teraz

(A) jesli cena gieldowa jest powyzej 80 tal., kupuje polowe krélestwa od
Zygfryda za 80 tal.;

(B) jesli cena spadla ponizej 80 tal., Kupiec odstepuje od transakcji, gdyz
bardziej optacalby mu sie zakup na gieldzie.

Jak to bywa w takich przypadkach, szybko znalezli sie przerézni doradcy.
Kroélestwo toczyto wowczas wojne z sasiednim panstwem. Mag optymista
przekonywal, ze wojna ta z pewnoscig bedzie wygrana, przez co warto$é
krolestwa sie podwoi. Za rok cena polowy wyniesie wiec 200 tal., a Kupiec za
przywilej kupna po nizszej cenie powinien zaptaci¢ 120 tal. Tymczasem mag
Pesymista byl przeciwnego zdania — wojna skonczy sie przegrana, a wartosé
krélestwa zmniejszy sie¢ dwukrotnie. W takim scenariuszu cena potowy krélestwa
wyniesie 50 tal., co czyni przywilej kupna bezwartosciowym — Kupiec powinien
wiec zaplaci¢ okragle 0 tal.

Wszyscy byli zgodni, ze ktérys z magdéw ma racje — cena gietdowa za rok
wyniesie 50 lub 200 tal. — nie wiadomo byto tylko, ktéry. Z posrednia
propozycja przyszedl mag Realista: skoro sa dwie mozliwosci, to zgodnie
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Miare¢ prawdopodobienstwa, przy ktérej
warto$é oczekiwana w przyszlosci zgadza
si¢ z obecng wartodcia, nazywamy miarg
martyngalowaq.

* Gdyby $cisle trzymac sie zasad
kontraktu, Kupiec powinien zaptacié

80 tal., z czego 40 nalezy przeznaczy¢ na
splate kredytu, a pozostate 40 na
dokupienie udzialéw, aby Kupiec
otrzymal obiecang potowe krolestwa.

Strategia gieldowa dajaca identyczne
rezultaty co zawarcie kontraktu nosi
w literaturze nazwe portfela
replikujacego.

Jedynym rozwiazaniem rzeczywiscie jest x = —40 i y = 80.
Wartos¢ ujemna oznacza, ze zamiast rezerwy gotowkowej
mamy kredyt, ale w krélestwie rynkéw kapitatowych to
nie jest problem — przynajmniej do czasu nastepnego

kryzysu.

A jakie znaczenie ma tu miara martyngatowa? Na to
pytanie odpowiedzg, ponizsze zadania.

Zadania

1. Zalézmy, ze Zygfryd ustalit jednak cene wykupu
po roku na 65 tal. (zamiast 80 tal.). Przyjmujac cene

ze szkolnym do$wiadczeniem nalezy uznaé, ze kazda z nich ma to samo

prawdopodobienistwo 1/2. Sprawiedliwa cena kontraktu wynosi wiec
31204 5 - 0 =60 tal.

W tym momencie zainterweniowala Brunhilda, ostoja zdrowego rozsadku.

Kroélewna wytknela Zygfrydowi, ze wartosci 1/2 1 1/2 sa zupelnie arbitralne,

zamiast tego mozna by wybraé prawdopodobienistwa wygranej 3/4

i przegranej 1/4, albo co$ jeszcze innego. Trudno przeciez przewidywad, jak

potocza sie losy wojny. Sprowadzita wiec na pomoc znanego medrca ze wschodu,

maga Martyngalowa.

Po wystuchaniu problemu mag Martyngatow orzekt, ze nalezy przyjac
prawdopodobiefistwa wygranej 1/3 i przegranej 2/3, a w konsekwencji kontrakt
sprzedac za ceng

31204 2 -0 = 40 tal.
Jego autorytet znaczaco spadl, kiedy si¢ okazalo, ze niewiele wie o trwajacej
wojnie — jak wiec mégtby przewidywaé jej wynik? OdpowiedZ Martyngatowa
zszokowala wszystkich — stwierdzil, ze podane prawdopodobienstwa nie maja
zwiazku z jego przekonaniami, a po prostu sa dobrane tak, by oczekiwana
warto$é¢ potowy krélestwa po roku byta réwna obecnej. Istotnie, przy takim
doborze spodziewana cena za rok wynosi

200+ 2 -50 = 100 tal,,
czyli tyle co teraz. W takiej sytuacji — i tylko w takiej! — okazuje sie, ze nie
oplaca sie ani kupowaé udzialow krolestwa, ani sprzedawaé, gdyz udzialy po
roku beda ($rednio) warte tyle samo.

Zygfryd nie byl jeszcze przekonany, ze 40 tal. jest sprawiedliwa cena. Na pomoc
przyszla nieoceniona Brunhilda. Zauwazyla, ze przy tak dobranej cenie Zygfryd
mégltby sprzedaé przywilej kupna potowy krélestwa, nawet gdyby wcale nie
mial do niej praw. Jak to mozliwe? Ot6z majac do dyspozycji 40 tal. od Kupca
i dodatkowo pozyczajac 40 tal. z banku, mégltby teraz zainwestowaé 80 tal.

w kupno udziatéw w krélestwie, po roku zas

(A) w przypadku wygranej — warto$¢ jego udzialéw wynositaby 160 tal., co
po splacie dtugu w banku dawatoby doktadnie 120 tal. na pokrycie zysku
Kupca™*;

(B) w przypadku przegranej — wartos$¢ jego udzialéw wynositaby 40 tal., co
wystarczytoby mu dokladnie na sptate dltugu w banku.

Stosujac powyzsza strategie, kazdy mdglby sprzedaé¢ prawo do kupna potowy

krolestwa; okazuje sie, ze niezaleznie od wyniku wojny wyszedlby na zero! To

przekonalo naszych bohaterow ostatecznie, ze 40 tal. jest sprawiedliwa cena.

Zmalezli kupca, po czym zyli dlugo i szczesliwie.

Czytelnikowi nalezy si¢ moze wyjasnienie, jak taka strategie inwestycyjna (czyli

portfel replikujacy) znalezé. Ot6z zakladajac, ze Zygfryd (choéby i nie majac

praw do krélestwa) otrzymal 40 tal. od kupca, a na rezerwe gotéwkowsa i udzialy

gieldowe przeznaczyl odpowiednio z i y talentéw, to liczby te musza spelniaé
x4y =40
T+ 2y =120
z4+iy=0

(taka kwota dysponuje Zygfryd),
(to jest zobowiazanie w przypadku wygranej),

(a to w przypadku przegranej).

kontraktu C za niewiadoma, sformutowaé¢ odpowiedni
uktad réwnan na x, y, C' i wyznaczy¢ ich wartosci.

2. W powyzszym scenariuszu wyznaczy¢ miare
martyngalowa (prawdopodobienistwa wygranej

i przegranej), a nastepnie cene kontraktu odpowiadajaca
tym prawdopodobienstwom. Czy pokrywa sie ona

z kwota z poprzedniego zadania?

3. Przypusémy, ze na organizacje wesela Zygfryd
potrzebuje juz teraz 30 tal. zaliczki. Jaka cene wykupu
po roku powinien ustali¢, by sprawiedliwa cena
kontraktu wyniosta doktadnie 30 tal.?
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Rozwigzanie zadania F 1018.
Podczas §lizgania si¢ kot na kazde z nich
dziata stala sita tarcia F. Moment tej sity
zwieksza predkosé katowag w obrotu kota
od zera do wartosci vy /R, gdzie R = d/2
i oznacza promien kola, a v; koncows
predko$é samolotu. Na samolot dziata
suma sil pochodzacych od obu két
i spowalniajacych jego ruch. Zmiany
predkosci katowej w kot i predkosci
samolotu v z uplywem czasu t opisuje
uktad réwnan:

dw

I

dt

dv

M—

dt

Rozwigzaniem tego uktadu sa:
RFt

w=—",

1

= RF,

= —2F.

2F Rt

M
Z warunku wy = vi /R mozemy
wyznaczy¢ czas ty, po ktérym kola beda
toczyly sie bez poslizgu:

v = vy —

- Vo
=
F(E+ &)

Zmiana pedu réwna jest tu iloczynowi

tk

staltej sity —2F przez czas jej dzialania ty,

co prowadzi do zwigzku
M (vy, — vo) = —Ft, i ostatecznie:
2vg
Vg — Vg = ——5 -
) mR2
2+ ==
Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy vi — vo &~ —3,9km/godz.

*Przekonujaco przedstawia ja Guy
Deutscher w ksigzce ,,Through the
Language Glass, Why the World Looks
Different in Other Languages”.

**0O tym, ze kolory mozna réznie
klasyfikowaé w zaleznosci od jezyka,
Swiadczy tez swojski przyktad fioletowego
warzywa, zwanego po polsku ,czerwong
kapusta”. Po $lasku jest to ,,modro
kapusta”, czyli dostownie ,niebieska
kapusta”.

Autor dzigkuje ks. dr. hab. Stanistawowi
Adamiakowi z Wydziatu Teologicznego
UMK za konsultacje.

Ile barw ma tecza? Marcin BRAUN

Tecza ma nieskonczenie wiele barw, ktére ptynnie przechodza jedna w druga. Skad
wiec czesto powtarzane stwierdzenie, ze kolorow w teczy jest siedem? Sprawa
okazuje si¢ bardziej skomplikowana, niz si¢ na ogét wydaje.

Starozytnos$é i sredniowiecze

Zacznijmy od pogladu blednego, ale czesto powtarzanego, ze o siedmiu barwach
teczy mowa jest w Biblii. W rzeczywistosci, cho¢ tecza wspomniana jest tam
sze$¢ razy, ani razu nie pojawia sie¢ wzmianka o liczbie jej koloréw. Poszukajmy
wiec innych dawnych Zrédel. W , Meteorologii” Arystotelesa tecza ma trzy kolory:
czerwony, zielony i fioletowy. Te trzy kolory cytuje potem swiety Bazyli Wielki,
ktéry na przykladzie teczy wyjasnia tajemnice Tréjcy Swietej, czyli wielogé

w jednosci. Z kolei we wczesnosredniowiecznym traktacie ,,De natura rerum?”,
autorstwa innego Swigtego, Izydora z Sewilli (patrona Internetu), czytamy, ze
tecza ma cztery kolory. I to jakie cztery! ,,Od nieba bierze kolor ognisty, od wody
purpurowy, od powietrza bialy, a od ziemi czarny”. Liczba koloréw u Izydora nie
wynika wiec z obserwacji, ale z rozwazan teoretycznych: barwy sa cztery, jak cztery
zywioly, czyli cztery pierwiastki, z ktérych wedlug 6wezesnej wiedzy mial byé
zbudowany $wiat. Gdy przyjrzymy sie $redniowiecznej sztuce, zobaczymy tecze

w najrozniejszych, czasem zupelnie fantastycznych barwach, ktorych liczba jest
najmniejszym problemem. O zgrozo, takze teczowe aureole Maryi nie nalezaly do
rzadko$ci.

Newton i jego nuty

Od kiedy wiec zaczeto méwié, ze tecza ma siedem barw? Ot6z pomyst ten
pochodzi od Izaaka Newtona, a konkretnie z najgorszej chyba jego teorii, czyli
teorii koloréow. Zaskakujaca jest motywacja uczonego — chodzito mu mianowicie

o analogie z dZzwickami gamy. Podobienstwo wziglo sie stad, ze kolor fioletowy
zwykle traktujemy jako posredni miedzy niebieskim a czerwonym, a zatem widmo
$wiatla (widzialnego) mozna przedstawi¢ w postaci zamknietej petli czy tez kola.
A tak wlasnie jest w gamie: po ,si” nastepuje znowu ,,do”. Newton oczywiscie

nie wiedzial, ze analogia barw i tonéw ma fizyczne podstawy. Swiatlo uwazal

on za strumien czastek, a nie za fale, nie rozwazal wiec czestotliwoéci Swiatla.
Najzabawniejsze jest to, ze swiatto widzialne rzeczywiscie zajmuje mniej wigcej
oktawe w widmie, to znaczy, ze gérna granica odpowiada czestotliwosci okoto

dwa razy wyzszej niz dolna. Dopasowanie faktow do teorii moze przypominadé
pomyst Izydora z czterema kolorami teczy. Newton jednak po pierwsze wymienial
kolory rzeczywiscie wystepujace w teczy, a nie czarny i bialy, a po drugie rozumial,
ze widmo jest ciagle — méwil o stopniowym przechodzeniu jednych odcieni w inne.

Widzimy to, co umiemy nazwad

Wiemy juz, skad siedem koloréw. Choé¢ dla wielu z nas wskazanie tych siedmiu
bytoby problemem, to chyba wszyscy uznamy, ze jest ich wiecej niz trzy podane
przez Arystotelesa. Czy ten skadinad dobry obserwator przyrody naprawde nie
widzial z6ltego ani niebieskiego? Otz prawdopodobna jest hipoteza, wedlug ktorej
jednym z czynnikéw jest. .. jezyk ojczysty patrzacego®. Odrézniamy przeciez
,r6zny kolor” od ,,r6znego odcienia” i jesli nawet widzimy w ksigzce widmo na
ilustracji na szerokos¢ calej strony, to i tak uznajemy ,zielony” za jeden kolor,
cho¢bysmy umieli odréznié¢ kilka odcieni tej barwy. Tymczasem granice miedzy
kolorami sg ustalone réznie w réznych jezykach**.

Widzimy to, co powinniSmy zobaczyé

A dlaczego dzisiaj tak wiele oséb widzi siedem koloréw teczy, choé na ogét trudno
si¢ ich dopatrzeé, a w zyciu codziennym nikt nie uzywa nazwy ,,indygo”? Po prostu
wiemy, ze powinno ich tyle by¢. Uczyliémy si¢ o tym jeszcze w przedszkolu, choéby
z wierszyka Konopnickiej. Przypomina mi si¢ tu autentyczna historia niezwiazana
z tecza, ale zwigzana z dostrzeganiem tego, czego sie spodziewamy. Otéz na
pewnej wycieczce pieszej natrafiliSmy na rzeke zagradzajaca nam droge. Jak to
mozliwe, ze nie zauwazylidémy przeszkody, planujac trase? Przeciez niebieska
wstazka wita sie¢ w poprzek naszej mapy, a mape owa czytaliémy w wyjatkowo
kompetentnym gronie: nauczycielka geografii, historyk, podharcmistrzyni ZHP

i autor rozdzialu o mapach w podreczniku do matematyki. Ot6z wiedzieliSmy, ze
planujemy wycieczke na Pustynie Bledowska. Jasne wiec, ze nie widzieliSmy rzeki,
bo takowej nie powinno przeciez by¢ na pustyni.
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Nie tylko szachy i gra go...

W 1994 roku w srodowisku naukowym pojawil sie¢ konkurs CASP (Critical
Assessment of Techniques for Protein Structure Prediction) o oryginalnej formie.
Laboratorium, w ktorym osiagnieto postep w opracowaniu modelu struktury
przestrzennej wybranego biatka metodami fizycznymi (rentgenowska analiza
krysztatu, niskotemperaturowa mikroskopia elektronowa, NMR), udostepniato
swoje wyniki organizatorom konkursu. Do wiadomosci publicznej podawano
tylko kolejnoéé (sekwencje) aminokwaséw utozonych w taiicuch danego

biatka, strukture przestrzenna bialka pozostawiajac jedynie do wiadomosci
organizatoréw konkursu.

Dla aktywnosci biologicznej biatka najwazniejszy jest sposéb zwiniecia jego
tancucha w przestrzeni. Wedtug reguty sformulowanej jeszcze w latach 60.
ubieglego wieku przez Christiana Anfinsena (Nagroda Nobla z chemii w 1972 r.)
sekwencja aminokwasow determinuje jednoznacznie strukture przestrzennag
tancucha. Od tamtych czaséow liczne grupy dos$wiadczalne usitowaly znalezé
reguly opisujace te strukture. Zagadnienie blahe nie jest. Forma przestrzenna
determinuje oddzialywanie biatka z innymi czasteczkami w komorce, decyduje
o jego funkcji biologicznej. Na pewno wielu Czytelnikom pozwolila ta informacja
uznaé, ze wiedza o strukturze przestrzennej kazdego biatka jest najwazniejsza
dla zrozumienia normy i patologii w medycynie. Rosnaca lawinowo wiedza
genomiczna pozwala obecnie na tworzenie molekularnych map ewolucyjnych,
zagladanie w historie rozwoju zycia. Znajomos¢ struktur przestrzennych biatek,
kodowanych przez geny, te wiedze pogtebia i rozszerza. Nawet w naszym
genomie, poznanym juz 20 lat temu, istnieje wiele tysiecy sekwencji kodujacych
biatka, ktérych funkcji weiaz nie znamy.

Wracamy do konkursu CASP. Polega on na tym, ze uczestnicy jedynie na
podstawie znajomoséci okreslonej sekwencji aminokwaséw maja zaproponowac
jednoznaczna strukture przestrzenna biatka, ktora jurorzy konkursu moga
poréwnacé z ustalong wczesniej doswiadczalnie w laboratorium. Zgodno$é bywa
rézna, zaleznie od zastosowanych metod teoretycznych, niekiedy jednak prawie
doskonata. W konkursie CASP bierze udzial okoto 100 zespoléw z calego swiata,
rozstrzygniecia zapadaja co 2 lata. Organizatorem $wiatowych konkurséw
zwijania bialek jest dr Krzysztof Fidelis, absolwent Zakladu Biofizyki na
Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego, aktualnie pracuje w Genome
Center Uniwersytetu Kalifornijskiego w Davis.

W tej dziedzinie w Polsce dzialaly i osiagaly Swiatowe wyniki zespoly
stosujace metody heurystyczne wspomagane specjalizowanymi programami
komputerowymi (Janusz Bujnicki — Miedzynarodowy Instytut Biologii
Molekularnej i Komoérkowej, Warszawa, Krzysztof Ginalski — do 2019 roku
pracujacy w Centrum Nowych Technologii Uniwersytetu Warszawskiego,
Leszek Rychlewski — BioinfoBank Institute, Poznan), a takze zespoly
realizujace modelowanie zwijania bialek z wykorzystaniem wlasnych platform
symulacyjnych, bazujacych na fizyce i potencjalach oddzialywania miedzy
aminokwasami (Andrzej Koliiski — Wydzial Chemii, Uniwersytet Warszawski
i Adam Liwo — Wydzial Chemii, Uniwersytet Gdanski).

DeepMind, spélka zalezna od Google’a, zaprezentowala W ten spos6b sztuczna inteligencja wkroczyta na

na konkursie CASP w 2018 roku program sztucznej pola biologii molekularnej i medycyny bardziej
inteligencji AlphaFold, opisujacy tréjwymiarowe spektakularnie niz zwyciezajac z ludzmi w szachy
struktury przestrzenne bialek. Ulepszona wersja igo.

programu w roku 2020 zdecydowanie wygrata

konkurs, osiagajac wyniki blizsze do$wiadczeniu niz
wszystkie zespoly ludzkie. Miedzy innymi dzigki

temu programowi udalo sie okresli¢ budowe jednego

z bialek bakteryjnych — rozpracowywana doswiadczalnie
od dziesieciu lat. DeepMind dziata w skali godzin.

Mozna zapytaé, czy majac takie osiggniecia, AlphaFold
spowoduje zamkniecie laboratoriéw stosujacych stare
metody przewidywania i badania struktur? Zapewne
jeszcze nie jutro. Zmieni sie jednak zasadniczo skala
czasowa znajdowania odpowiedzi na wazne pytania

z zakresu nauk podstawowych i stosowanych.

W poczatkach 2020 roku AlphaFold obliczyl takze
strukture przestrzenna paru biatek SARS-CoV-2. Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Klub 44 M

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2021

Lista uczestnikéw ligi zadaniowe]
Klub 44 M
po zakoriczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2019/20

Janusz Olszewski 20 — 43,43
Marek Spychata 2 — 42,98
Tomasz Wietecha 12 — 42,77
Jakub Wegrecki 41,76
Marcin Malogrosz 3 — 41,65
Pawetl Burdzy 41,58
Michal Kozlik 35,73
Marcin Kasperski 4 — 32,68
Jerzy Cisto 14 — 30,04
Kacper Morawski 28,79
Barttomiej Pawlik 27,51
Stanistaw Bednarek 2 - 26,17
Piotr Sottan 25,51
Janusz Wojtal 25,24
Szymon Kitowski 23,49
Piotr Kumor 14 — 23,38
Piotr Lipinski 1 - 23,02
Witold Bednarek 8 — 21,90
Radostaw Kujawa 21,78
Jedrzej Biedrzycki 21,60
Mikotaj Pater 1-21,49
Marian Lupiezowiec 1-21,26
Btazej Zmija 118,04

Pawel Najman 8 - 17,51
Grzegorz Wigczkowski 17,41
Michal Adamaszek 5—-17,33
Fukasz Merta 1-17,31
Marek Prauza 4 — 16,62
Norbert Porwol 15,90
Semen Stobodianiuk 15,83
Adam Woryna 3 — 15,10

Legenda (przyktadowo):

stan konta 8 — 21,90 oznacza, ze uczestnik
juz o$miokrotnie zdobyl 44 punkty,

a w kolejnej (dziewiatej) rundzie ma
21,90 punktow.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
14 punktow;

— przystali rozwiazanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2018, 2019
lub 2020.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali si¢ z ligg trzy
lata temu (lub dawniej); oczywidcie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wréci¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 815, 816

Redaguje Marcin E. KUCZMA

815. Wyznaczy¢ wszystkie trojki funkeji f, g, h: R — R, spelniajace rownanie
flz+v®) +g@®*+9) =h(zy) dla 2,y €R.

816. Liczba naturalna n ma taki dzielnik dodatni d, ze d? — 2 dzieli sie
przez n — 1. Wykazaé, ze n jest podwojonym kwadratem liczby calkowite;j.

Zadanie 816 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.
Rozwigzania zadan z numeru 10/2020

Przypominamy tresé¢ zadan:

807. Dane sg liczby A, B > 0; AB < 1. Funkcje f: R - R, g: R — R spelniaja dla wszystkich
z,y € R warunki
[f(@) = fI < A-lz—yl,  lg(z) —g)| < B |z -yl

przy czym f jest réznowartosciowym odwzorowaniem zbioru R na caly zbiér R; ma wiec
funkcje odwrotng h: R — R h(z)) = h(f(x)) = x). Udowodnié, ze funkcja g + h tez jest

A ) Ja g J
réznowarto$ciowym odwzorowaniem zbioru R na caly zbiér R.

808. Znalezé wszystkie pary liczb wymiernych z,y > 1 spelniajacych réwnanie z¥ = zy.

807. Z podanych warunkéw (Lipschitza) wynika ciaglosé funkeji f, g. Funkcja f
jest ciagla bijekcja zbioru R; wiadomo, ze funkcja odwrotna h = f~! wtedy tez
jest ciagla. Przy tym spelnia warunek: |h(z) — h(y)| > L[z — y|.

Mamy wykazaé, ze funkcja g + h jest bijekcja zbioru R. Réznowarto$ciowosé:
zalézmy, ze g(x) + h(x) = g(y) + h(y); woéwczas

1 1 1
—yl> = _ - _ S g —
2 =yl = 7 l9(z) = 9(y)l = F [hy) = h(2)| > 5 lx —yl,
a to (wobec zalozenia AB < 1) wymusza réwno$¢ x = y.

Roéznowartoséciowa funkcja ciagla g + A musi by¢ $cisle monotoniczna. Pozostaje
uzasadnié, ze odwzorowuje ona zbiér R na caly zbiér R. To zas wynika na
przyktad z szacowania

9(2) + h(@)] > [(z) — h(O)] ~|g(z) - 9(0)| - |9(0) + h(0)] >
> 5 Je =01 = B+le = 0] = lg(0) + h(0)| = C" [s] + D,

ze stalymi C' = § — B > 0, D = —|g(0) + h(0)|. Pokazuje ono, ze
lim|;| o0 [g(7) + h(x)| = co. W polaczeniu z ciggloscia i $cista monotonicznodcia
funkeji g + h, uzasadnia to jej bijektywnosé (R — R).

808. Gdy liczby wymierne x,y > 1 speliaja podane réwnanie z¥~! = y,
wowczas zapisujac x oraz y — 1 w postaci utamkoéw nieskracalnych y — 1 = ¢,
x = § dostajemy réwnanie
b’ = (a +b)*d".

Poniewaz nwd(c,d) =1 oraz nwd(b, a+b) = 1, implikuje to uklad réwnan
(1) (a+0b) =c" b = de.
Stad — ponownie z uwagi na warunek nwd(a,b) = 1 (tym razem stosowany do
wykladnikéw w réwnaniach (1)) — wynika, ze
(2)
dla pewnych liczb naturalnych m, n. Teraz szacowanie a = m® — b =m® —n® >
> (n+1)* —n® > 2% — 1 pokazuje, ze a = 1. Ze zwiazkéw (2) dostajemy: b = n,
m=n+1,c=(n+1)" d=n", wiec ostatecznie

c (n +1 ) n a+b n+1

r=— = = = .

d n ’ 4 b n
Na odwrét, tatwo sprawdzié, ze kazda para (x,y) postaci ((”Tﬂ)n, ”TH), n €N,
spelnia wyjsciowe rownanie.

oraz

a+b=m? c=m® oraz b=n% d=nb
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Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Gatecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (14), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (20),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (12), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek (5), P. Kubit (7),

J. Cisto (14), W. Bednarek (8),

D. Kurpiel, P. Najman (8), M. Kieza (4),
M. Kasperski (4), K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz, Z. Skalik (4),
A. Dzedzej, M. Miodek, M. Malogrosz,
K. Kaminski, J. Fiett

(jesli uczestnik przekroczyl barierg

44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).
Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, S. Bednarek,
A. Czornik, A. Daniluk, Z. Galias,

L. Garncarek, J. Garnek, A. Idzik,

P. Jedrzejewicz, G. Karpowicz,

H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,
A. Kurach, J. Lazuka, J. Matopolski,
J. Mikuta, E. Orzechowski, R. Pagacz,
K. Patkowski, K. Piéro, F. S. Sikorski,
J. Siwy, R. Stowik, S. Solecki,

M. Spychata, T. Warszawski,

G. Zakrzewski;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski,

T. Choczewski, M. Czerniakowska,

P. Duch, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, P. Jadniewski, A. Jozwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
R. Latatla, P. Lipinski, P. Lizak,

P. Labedzki, M. Lupiezowiec, W. Maciak,
J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matle¢ga, K. Matuszewski, R. Mazurek,
L. Merta, H. Mikotajczak, M. Mikucki,

J. Milczarek, R. Mitraszewski,

M. Mostowski, W. Nadara, W. Olszewski,
M. Pater, R. Pikuta, B. Piotrowska,

W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz,
A. Ruszel, Z. Sewartowski, A. Smolczyk,
P. Sobczak, Z. Surduka, T. Szymeczyk,
W. Szymczyk, W. Tobis, K. Trautman,

P. Wach, K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac,
7. Zaus, K. Zawistawski, B. Zmija,

P. Zmijewski.

Wobec jednorodnosci mozna przyjaé, ze s = 1 (wigc

% <ce< %), pozostaje pokazac, ze

(2)

9 36

Zadanie 790. [AABC ostrokatny; D, E ¢ AABC;

w(c): =c(l—c¢)+ %(1 —¢)%(1 —6c) = é .

Te wlasno$é (wielomianu jednej zmiennej!) mozna
uzasadniaé ré6znymi sposobami. Autor omawianej pracy
uzyt rachunku pochodnych — nie ustrzegajac si¢ w tym
usterki; ona jednak wydaje si¢ drobna wobec urody
rozumowania (oszacowanie (1) i sprowadzenie problemu
do zaleznodci (2)); za$ nieréwnoéé (2) da sie uzasadnié
kréciutko: w(c) — & = (5 — 6¢)(1 — 3¢)? > 0.

Podsumowanie ligi zadaniowej Klub 44 M w roku szkolnym 2019/20

Pora na coroczne oméwienie sezonu ligowego. Az dziw, zadne z zadan nie okazato
sie rzetelnie trudne: wspoétezynnik trudnoscei (WT') ani razu nie przekroczyt tréjki;
liczba prawidlowych rozwiazan (LPR) tylko w dwéch zadaniach ponizej 10. Réwniez
bardzo niewiele odnotowujemy rozwiazan uderzajacych oryginalnoscia. Czyli nic
ciekawego? Zupelnie bledne wrazenie: mnéstwo ciekawych komentarzy do zadan. Tu
wiodacym autorytetem jest Piotr Kumor; do kazdego zadania teorioliczbowego

byl w stanie stworzyé saznisty elaborat, omawiajacy samo zagadnienie (,,jest dobrze
znane”) wraz z obszerna otoczka — teoria wokdl zadania, historia, bibliografia. Takze
inni uczestnicy ligi sypali interesujacymi uwagami.

W minionych latach staraliSmy sie wlaczaé podobne komentarze, w formie ekstraktu
redakcyjnego, do drukowanego tekstu omowienia. Tym razem ich rozmiar nie dat
temu szans. Za to szansa okazal si¢ rownolegly numer Delty w wersji elektronicznej;
tam pojemno$¢ (nieograniczona) pozwolita zamie$ci¢ wybrane prace, wraz
z nadbudowa erudycyjna, w catoéci lub z nieznacznymi skrétami. Czytelnikéw
zapraszamy do ich lektury; mozna sie naprawde wiele ciekawego dowiedziec.

* ok %
Zadanie 786. [Istnieje nieskoriczenie wiele czwérek (a,b, c,d) € N*: ab— 1,
bc—1,ac—1,bd — 1, cd — 1 to kwadraty] (WT=1,22; LPR=19). Niefortunnie
sformutowane bylo to zadanie; lepiej byloby pyta¢ o nieskonczony ciag rozlgcznych
takich czwérek — bo w obecnej wersji wystarczylto ustali¢ jedng lub dwie zmienne
(np. b =1, ¢ = 2) i tylko zonglowaé pozostalymi trzema lub dwiema. Wszelako i ta
ambitniejsza wersja zostala z powodzeniem zaatakowana przez wielu rozwiazujacych.
Liczne interesujace uwagi przedstawil P. Kumor (— wydanie elektroniczne); na
przyklad, ze nie wiadomo, czy istnieje cho¢ jedna taka czworka, by réwniez liczba
ad — 1 byta kwadratem. ..

Zadanie 787. [M C Z; 0 < |M|=n < oo = I(x1,...,x,)(permutacja zbioru M)
Vi, g k: (i <j<k = x+x #2x;)) (WIT=2,26; LPR=11). Nietrudne;
rozwigzania na ogét podobne do firmowego. Takze i w tym zadaniu P. Kumor
wskazal ciekawe uogdlnienia; na przyktad, ze w tresci zadania nie jest istotne, by
zbiér M skladal si¢ z liczb catkowitych — moze to by¢ dowolny skoriczony podzbior
dowolnej przestrzeni liniowej nad Q; i mnéstwo innych komentarzy (wiec znéw:

— wydanie elektroniczne).

Zadanie 788. [Va, b, c (boki/\): chkl(aZb + ab?) — 3abe > t() a)g; max t =7]
(WT=1,82; LPR=13). Wynik: maxt = 1/9; r6wno$¢ przy a = b = ¢; nalezalo
wiec pokazaé, ze F(a,b,c) > é(z a)g, gdzie F'(a,b,c) oznacza wyrazenie po
lewej stronie. Prawie wszyscy (a takze rozwiazanie firmowe) uzywali nieréwnosci
Schura lub/i innej madrej wiedzy. Totez zadziwia prostota metoda, jaka
zastosowal Karol Matuszewski: niech s = a + b+ ¢ oraz (b.s.0.) ¢ > s/6; skoro
ab < 3(a+b)? = (s — ¢)?, zatem (po prostym przeksztalceniu)

(1) F(a,b,c) = sc(s — ¢) + ab(s — 6¢) > sc(s — ¢) + (s — ¢)*(s — 6¢).

ze gdy na bokach AB, AC, BC zostang zbudowane
kwadraty o §rodkach (odpowiednio) D, E, F, wéwczas
proste AF, BE, C'D zawieraja wysokosci trojkata DEF;
zatem punkt P to jego ortocentrum. Podawano dowody
tego twierdzenia (zreszta niezbyt trudne) lub (J. Fiett)

odsytacz do ksiazki: Coxeter, Greitzer, Geometry Revisited,
1967 (Th. 4.81).

Bylo tez, jak zwykle w geometrii, kilka rozwigzan

analitycznych (w prostokatnym ukladzie wspétrzednych),
bardzo rézniacych sie uroda i prostotg; rozmiary: od pét
strony banalnych réwnosci (J. Cisto) do czterech bitych

|AD| = |BD|, |AE| = |CE|; AD L BD, AE 1 CE;
CDNBE ={P}; M,N —érodki BC,DE =

MN 1 DE 1 AP] (WT=2,68; LPR=12). Dziwi taki
stosunkowo wysoki wspélczynnik trudnosci przy tak —
zdawaloby sie¢ — prostym zadaniu. Kilka oséb zwrécilo
uwage, ze druga (nieco trudniejsza) czesé tezy (DE L AP)
to bezposrednia konsekwencja faktu (dosé znanego),
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stron zaiste zmudnych rachunkdéw.

Zadanie 796. [m >n>1;m=2;l,neN =

(Bz,yeN: 2™ +y™ = (z+y)") & (m—n)|(n—1))]
(WT=2,34; LPR=12). Zalozenie parzystosci m (oraz
uporzadkowanie: m > n) mialo jedynie na celu zapewnienie
poziomu elementarnosci, do jakiego stara sie dostosowywaé



nasza liga. Wszelako dla naszych etatowych erudytéw
obecnosé takiego sztucznego zalozenia stala sie oczywistym
wyzwaniem. Piotr Kumor znalazt — uzywajac twierdzenia
Zsigmondy’ego (por. A)) — rozwiazanie réwnania

™ +y™ = (x4 y)" w czworkach liczb naturalnych
(m,n,z,y). Janusz Olszewski — tak samo, przy czym
pokazal réwniez inng metode, nie odwotujaca sie do

tw. Zsigmondy’ego; poszed! ponadto jeszcze krok dalej

i podat pelne rozwiazanie réwnania w liczbach m,n € Z
oraz x,y € N. Oto wynik: dobre sa czwérki

(1,1,z,y) (z,y € Ndowolne); (3,2,2,1); (3,2,1,2);
(m,n,2% 2% (k,m,ne€Z, k>0, n—1=k(m—n));

i tylko takie. Po szczegdly — ponownie odsytamy do wersji
elektroniczne;j.

Zadanie 797. [max A =7 gdy VAABC': dist(C, AB) = h;
M, N —érodki AC, BC; P € AB; okrag (NBP) styczny

do BM = |AP| > Ah] (WT=2,57; LPR=10). Wynik:

max A = v/2 uzyskali wszyscy rozwiazujacy. Ale tylko trzej:
M. Adamaszek, M. Malogrosz, J. Olszewski zrobili to
zadanie , geometrycznie” (jak firméwka); pozostali — mocno
rachunkowo (na ogét zmudnie i nie zawsze bez zastrzezen).

(wierszn) = (2n+1 liczb > 0); kazdy element to suma
trzech liczb nad nim (\, |, /) = (a) w kazdym wierszu
o numerze n > 2 jest liczba parzysta; (b) w ktérych
wierszach sa dokladnie trzy liczby nieparzyste?] (WT=2,11;
LPR=11). Bierzemy wszystkie wyrazy (mod 2); powstaje
tréjkatny diagram zero-jedynkowy, jak na ilustracji ponizej
(skopiowany z pracy, ktéra przystal Janusz Fiett; bardzo
podobne przystali J. Olszewski i A. Kurach). Diagram
przypomina ,tréjkat Pascala (mod 2)” i okazuje sig¢ jesli nie
rownie stawny, to niewiele mniej. Ponownie Piotr Kumor
udzielit wyczerpujacej lekcji; jego praca (— elektroniczne
wydanie numeru) zawiera mnéstwo ciekawych informacji.

Kilku uczestnikéw wskazalo bardzo proste uzasadnienie
tezy (a): wystarczy kontrolowaé¢ (mod 2) cztery poczatkowe
wyrazy n-tego wiersza; dla n = 2,3,4,5,6 mamy (kolejno)
bloki: 1010, 1101, 1000, 1110, 1010, i wpadamy w cykl;
bloki powtarzaja sie z okresem 4; stale jest obecne jakies
Zero.

Teza (b): dokladnie trzy jedynki tylko dla n = 2° — jest
znacznie ciekawsza. Uzyty w rozwiazaniu firmowym jezyk
algebry (wielomiany (1 + z + z2)™) nie jest jedynym
mozliwym, ale jest wygodny. Jezyk ,,czystej kombinatoryki”
tez pozwala zapisa¢ rozumowanie, jednak kosztem sporych
uciazliwosci w opisie (Janusz Olszewski przystal
rozwigzania w obu tych stylach). Analizujac wspomniane
wielomiany bardziej wnikliwie, Mikolaj Pater wykazal
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(— e-wydanie), ze liczba jedynek w n-tym wierszu
(oznaczona jako b(n)) spelnia zaleznosci rekurencyjne (dla
n=0,1,2..):

b(2n) =b(n); b(4n+1) =3b(n);
to znaczne wzmocnienie tezy (b).

Zadanie 800. [Dane a,b > 0; f(z) = (e!=%/* 4+ e!1=/%) dla
x>0= (IL>0: f(L)=1); usytuowanie L wzgledem
grednich A, G, H liczb a, b?] (WT=2,84; LPR=5 (77)).
Odpowiedz: A > G > L > H. Dobre rozwiazania przystali:
Michal Adamaszek (autor zadania), W. Bednarek,

J. Olszewski, B. Zmija oraz (z niewielka, latwo usuwalna
usterka) P. Soltan; byly ponadto dwie prace z usterkami
nieco bardziej znaczacymi. Jeszcze kilka osob przystato
uzasadnienie samej tylko nieréwnoéci G > L, wyraznie
tatwiejszej niz L > H.

b(4n+3) = b(2n+1)+2b(n);

Funkcja f jest SciSle rosnaca, wiec ta ciekawsza teza H < L
sprowadza sie do wykazania, ze f(H) < 1. Urzekajaco

prosty dowdd tej ostatniej nieréwnosci przedstawil Witold
Bednarek (przypomnijmy — uczestnik Ligi od momentu jej

narodzin): poniewaz e’ > 1 + ¢, wobec czego e™! < %_H dla

t > —1, zatem biorac kolejno t; = 55 — % oraz to = % — %,
. __ 2ab
dostajemy (dla H = Z¢7)
1 a b 1
H :7( =4 1*ﬁ) ==
fny = 5 (e el ) = 2

(o)
1.

<4+ o)
So2\14t 14t
Pigknie!

Zadanie 804. [p > 2 liczba pierwsza;

A, ={(z1,...,zp)— permutacja zbioru {0,...,p—1}:
Skxp =7 (mod p)} = |4, =]As] dla0 < r < s<p]
(WT=2,58; LPR=9). Dobre prace: M. Adamaszek,

W. Drozd, A. Kurach, K. Matuszewski, ¥.. Merta,
J. Olszewski, M. Pater, R. Stowik, B. Zmija.
Najciekawsze w tym zadaniu byto to, czego w zadaniu

nie byto. Zbiory A,,..., A,—1 maja jednakowa liczbe
elementow; zgoda; a ile wynosi ta liczba? Oznaczmy

te wspdlna wartosé (dla ustalonej liczby pierwszej p)

przez by; jak sie ona poréwnuje z licznoscig zbioru Ay,
ktéra (dla tego samego p) oznaczymy a,? Jasne, ze

ap + (p — 1)b, = p!, wiec poszukiwanie wartosci b, mozna
zastgpic¢ obliczaniem ay; nie jest jednak znany zaden prosty
wzlr, wyrazajacy a, (lub b,) jako funkcje zmiennej p (kilka
wartosci: az = 0, as = 20, a7 = 630, a11 = 3634950; a, < b,
dla p < 7, ale nie dla p = 11,13,17,19).

Michal Adamaszek zwrécil uwage, ze dla kazdej liczby
n € N (niekoniecznie pierwszej) mozna okresli¢ a,, jako
licznoéé zbioru permutacji (z1, ..., z,) reszt (mod n),
spelniajacych warunek > kzj, =0 (mod n), i ze ciag (an)
to A004204 w OEIS (wartoéci numeryczne dla n < 20).

Dla liczby pierwszej p okresla sie macierz Schura

M, = [a*]1<k.1<p, gdzie a jest dowolnym nierzeczywistym
p-tym pierwiastkiem z jednoéci. Liczba Y [T, af™®)
(sumowanie po wszystkich permutacjach ) —

tzw. permanent macierzy M), (ozn. perm M,) — jest réwna
ap — by (nietrudne éwiczenie). Numeryczne wyznaczanie
wartosci a, (lub b,) ma wiec zlozonosé obliczeniowa jak
wyznaczanie perm M), — czyli wysoka; wiele ciekawych
informacji mozna znalez¢ w sieci (Google: permanent of

a matrix; takze ciag A003112 w OEIS).



Klub 44 F

Rys. 3

Czoléwka ligi zadaniowej
Klubu 44 F
po zakonczeniu
roku szkolnego 2019/20
(po 701 zadaniach)

Michat Kozlik (Gliwice) 4 - 42,82
Tomasz Rudny (Poznan) 41,38
Krzysztof Magiera (Losiéw) 3 - 39,55
Jan Zambrzycki (Bialystok) 2 - 31,61
Ryszard Wozniak (Krakéw) 31,46
Jacek Konieczny (Poznan) 31,13
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 14 — 29,47
Aleksander Surma (Myszkéw) 4 — 27,75
Stawomir Bué¢ (Mystkéw) 25,94
Mateusz Kapusta (Wroctaw) 25,37

Konrad Kapcia (Cze¢stochowa) 1 — 19,60
Piotr Adamczyk (Warszawa) 17,94
Pawel Perkowski (Ozaréw) 3-17,14

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2017-2019 oraz maja
w biezacej punktacji na swoim koncie

co najmniej 17 punktéw. Liczba przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt
juz 44 punkty.

Zadania z fizyki nr 712, 713
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

712. Dhugi, cienki i wiotki dywan o dtugosci [ i masie m lezy na podlodze.
Jeden z koncéw dywanu jest odgiety i ciagniety do tytu ze stala predkoscig v po
czesci dywanu, ktéra nadal lezy na podlodze (rys. 1). Jaka sila dziala na dywan
w kierunku poziomym? Tarcia miedzy cze$ciami dywanu nie uwzgledniamy,
dolna czesé dywanu pozostaje nieruchoma.

713. Ze szczytu gbéry na szerokosci geograficznej péinocnej o = 30° wystrzelono
pocisk wzdluz potudnika, w kierunku pélnocnego bieguna Ziemi i wprowadzono
go na orbite kotowa wokét Ziemi. Oblicz maksymalng szerokosé geograficzna,
jaka osiagnie wystrzelony pocisk. Dane sa: okres obrotu Ziemi woko6l wlasnej
osi T', promien Ziemi R, przyspieszenie grawitacyjne g. Zakladamy, ze Ziemia
jest jednorodng kulg i zaniedbujemy opory powietrza.

Rozwigzania zadain z numeru 10/2020

Przypominamy tres¢ zadan:

704. Waska monochromatyczna wigzka Swiatla laserowego pada prostopadle na siatke dyfrakcyjna,
ktérej szczeliny ustawione sg pionowo. Jak zmieni si¢ obraz interferencyjny na ekranie, gdy siatke
obrécimy o kat ¢ < 7/2 wokél osi réwnoleglej do szczelin siatki?

705. W jednorodnej kuli o promieniu 2R i gegstosci p znajduje si¢ wspélérodkowa kulista wneka
o promieniu R. Znalezé energie potencjalng punktu materialnego o masie m znajdujacego
sie w wydrazeniu, w odlegtosci R/2 od $rodka wydrazonej kuli. Oddzialywania zewnetrzne
zaniedbujemy.
704. Gdy swiatto o dtugoéci fali A pada prostopadle na siatke o statej d,
polozenie maksiméw interferencyjnych wyznacza kat 6 dany wzorem dsin 6 = kX,
gdzie k = 0,+1,4+2,... Po obrocie siatki o kat ¢ rownanie to musimy
zmodyfikowaé, przy czym wystarczy rozwazy¢ interferencje na dwoch szczelinach
odlegtych o d (rys. 2). Réznica drég optycznych promieni ugietych pod katem 6
wynosi teraz As = Asy + Asy = dsinp + dsin(0 — ), a warunek na maksima
interferencyjne d(sin ¢ + sin(6 — ¢)) = kA. Widaé, ze po obrdceniu siatki polozenie
zerowego maksimum nie ulegnie zmianie, ale obraz interferencyjny przestanie
byé¢ symetryczny. Przyjmijmy, ze kat ¢ jest dodatni, gdy obracamy siatke
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara (podobnie dodatni kat 6 odpowiada
promieniowi ugietemu w tym samym kierunku). Wtedy maksymalny kat ugiecia
Omax = 7/2 + ¢, odpowiadajaca mu réznica drég optycznych As = d(1 + sin ¢).
Maksymalna liczba maksiméw na ekranie dla dodatnich 6 jest réwna
ky = [d(1+sing)/X].

Analogicznie 0, = —7/2 4 ¢, maksymalna liczba maksiméw dla ujemnych katéw
ugiecia

k- =]d(1—sing)/A]| < k4.
705. Zgodnie z prawem Gaussa na cialo umieszczone wewnatrz wydrazenia
sita grawitacji nie dziala. Przesuniecie ciata miedzy dowolnymi punktami
wewnatrz wydrazenia nie wymaga wiec zadnej pracy i energia potencjalna
wewnatrz wydrazenia jest wszedzie taka sama. Najwygodniej jest obliczy¢ ja
dla srodka wydrazenia. W tym celu skorzystamy z zasady superpozycji i od
energii w $rodku pelnej kuli o promieniu 2R oraz gestosci p odejmiemy energie
w Srodku kuli o rozmiarach wydrazenia i takiej samej gestosci.
Energie potencjalna E,(O) w érodku O jednorodnej kuli o gestosci p
i promieniu R znajdziemy ze wzoru E,(A) — E,(O) = W,(A — 0), gdzie A
jest jest punktem na powierzchni kuli, a W, (A — O) praca sily grawitacji przy
przenoszeniu ciata o masie m do érodka kuli o masie M = 47 R3p/3. Poniewaz sita
grawitacji wewnatrz jednorodnej kuli zmienia si¢ liniowo (rys. 3),

W, (A — O) = GMm/(2R) = 2rGmpR? /3.
Uwzgledniajac, ze E,(A) = —GMm/R, otrzymujemy
E,(0) = —21R*pGm.
Szukana energia potencjalna w wydrazonej kuli wynosi
E,:(0) = —21pGm((2R)* — R?) = —67 R*pGm.
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Wspélezynnik trudnosci zadan w ubieglym roku szkolnym
roztozyl sie dosyé¢ réwnomiernie, dla pieciu zadan byl nizszy
niz 2, dla szesciu przekroczyl wartosé 3.

Wsréd tych trudniejszych warte doktadniejszego
oméwienia wydaje sie zadanie 696 (WT = 3,59). Lekko
rozchodzaca sie wiazka jonéw dodatnich o takich samych
energiach wylatywala z pewnego punktu naladowanego
kondensatora cylindrycznego. Kat rozwarcia wiazki
wynosil a. Zewnetrzna okladka kondensatora natadowana
byla dodatnio. Predkosci jonéw lezaly w plaszczyznie
prostopadtej do osi kondensatora. Jony ze Srodka wiazki
poruszaly sie po okregu o promieniu rg wspotérodkowym
z okladkami kondensatora. Nalezalo wykazac, ze wiazka
jonéw zogniskuje sie ponownie w pewnym punkcie, znalezé
kat, jaki zatoczy do tego momentu, oraz maksymalng
szeroko$¢ wiazki. W rozwiazaniu ,firmowym” zostalo
wykazane, ze jony poruszaja si¢ w kierunku radialnym
ruchem harmonicznym z jednakowym okresem, maksymalna
szeroko$¢ wiazki byla rowna podwojonej amplitudzie
drgan. Wéréd nadestanych rozwiazan nie byto catkowicie
poprawnych, a autorzy najbardziej zaawansowanych
korzystali z zasady zachowania energii. Przedstawie wiec
szkic rozwigzania energetycznego.

Zasada zachowania energii ma postaé
mug /2 = mvZ /2 + bgin (1 + Tmax/T0) ,

gdzie vg jest predkoscia poczatkowa najbardziej
odchylonego jonu, tworzaca kat a/2 ze styczna do okregu
0 promieniu rg, a vy, to jego predko$é w punkcie
najbardziej oddalonym od $rodka okregu. Sita dzialajaca
na jon o tadunku q jest réwna F = bq/r, bqg = mriw?,

wo jest predkoscia katowa jonu poruszajacego sie po okregu
0 promieniu rq.

Sita elektryczna jest centralna, wigc spelniona jest zasada
zachowania momentu pedu:

Vmin (T0 4 Tmax) = worg cos(a/2).
Podstawiajac otrzymane stad vy, do zasady zachowania
energii, otrzymujemy

r2 cos? (a/2)

sin? (o/2) + cos? (a/2) = 5 1 2In (1 + Tmax/70) -

(TO + Tmax
Dla xmax < 19 mozemy ograniczy¢ sie do pierwszych
wyrazow rozwiniecia logarytmu w szereg Taylora:
In (]- + xmax/TO) = xmax/r() - mr2nax/2r(2)' St%d

(2T0xmax - mfnax)

270 T max + 22
sin? (a/2)+cos? (a/2) T2 + max — >
(T()+xmax) TO
Aby otrzymaé wyrazenie z dokladnoscia do wyrazéw
drugiego rzedu, przyblizamy sin? (a/2) = a?/4,
cos? (a/2) = 1 i otrzymujemy

a?/4 = menax/rg.

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech,
dwoch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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Po pomnozeniu obu stron przez mw?2 widzimy, Ze jest to
rownanie na energie oscylatora harmonicznego w kierunku
radialnym:
mugsin? (a/2)  ka?,,
2 2
gdzie k = 2qb/r2. Maksymalna szeroko$¢ wiazki jonéw jest
réwna d = 2Tmax = roa/v/2.

Najwyzszej mozliwej oceny nie uzyskalo tez zadne

z rozwiazan zadania 683 (WT = 3,5). Jego celem bylo
pokazanie, ze wzgledne zaburzenie wyniku pomiaru napiecia
na elemencie to stosunek oporu woltomierza do oporu
wewnetrznego zrodla nawet wtedy, gdy opér badanego
elementu jest poréwnywalny, a nawet wiekszy od oporu
woltomierza. Nadestane rozwigzania nie zawieraly analizy
zaburzenia wzglednego, a jedynie obliczenia bezwzglednego
zaburzenia pomiaru.

Najwyzszy wspotczynnik trudnosci miato zadanie 688
(WT = 3,77). Klocek lezal na nieruchomej, szorstkiej
tasmie transportera i przymocowany byl do $ciany za
pomoca sprezyny. Po uruchomieniu tasmy ustalaly sie po
pewnym czasie drgania harmoniczne. Nalezalo znalez¢ czas,
po ktorym to nastapito, oraz amplitude ustalonych drgan.
Jedyne w pelni poprawne rozwiazanie z uwzglednieniem
mozliwych przypadkéw przystal Tomasz Wietecha.

Pan Tomasz byl tez autorem jedynego catkowicie
poprawnego rozwigzania zadania 686 (WT = 3,23) na
temat niecentralnego zderzenia niewazkiego preta z kulkami
na koncach z nieruchomym kotkiem.

W zadaniu 698 (WT = 3,19) z elektrostatyki nalezalo
znalez¢ sile oddzialywania miedzy dwiema lezacymi
naprzeciw siebie, réwnomiernie natadowanymi pélsferami
o wspolnym srodku i wspélnej plaszczyznie najwickszego
przekroju, ale réznych promieniach. Bezblednie
rozwiazal to zadanie Piotr Adamczyk. Wyrdznil sie
tez Konrad Kapcia, ktéry przedstawil prawidtowa
metode postepowania, korzystajac z zasady superpozycji.
Rozwiazanie zawierato drobny btad wynikajacy z nieuwagi,
ktérego skutkiem byt dwukrotnie za maty wynik. Inne
rozwigzania zawieraly préby catkowania wkladéw od
elementow sfer, niestety zakonczone niepowodzeniem.

Jedyne ocenione maksymalnie rozwiazanie zadania 694
(WT = 3,19) dotyczacego ruchu statku napedzanego
y,miotaczem wody” przestal Pawel Perkowski.

Dwanascie z tegorocznych rozwiazan Tomasza Wietechy
uzyskato maksymalna ocene, trzy z nich byly jedynymi
poprawnymi z nadestanych. Drugie miejsce w tej
konkurencji zajal Pawel Perkowski, ktéry przedstawit
dziesie¢ rozwiazan bez usterek. Jan Zambrzycki zdobyt
siedem ocen maksymalnych, a Piotr Adamczyk szesc¢.

Pawel Perkowski po raz trzeci przekroczyl w tym roku
bariere 44 punktow.

wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.



Tekst przygotowany na podstawie
artykulow: Multiple subglacial water
bodies below the south pole of Mars
unvetled by new MARSIS data, Lauro,
S.E., Pettinelli, E., Caprarelli, G., et al.
2020, ,Nature Astronomy” oraz
Distribution and habitability of
(meta)stable brines on present-day Mars,
Rivera-Valentin, E.G., Chevrier, V.F.,
Soto, A., et al. 2020, ,Nature Astronomy”
4,756-761.

Oczywiscie, aby udowodni¢ istnienie wody
na Marsie, obserwatorzy mierzg liczne
parametry. Pierwszym z nich jest sila
sygnalu — woda ma wigksza zdolnos$é¢ do
odbijania fali niz skata, dlatego silniejszy
sygnal odpowiada wodzie ptynnej.
Kolejnym parametrem jest czystosé
odbitego sygnatu. Mniej zanieczyszczony
sygnal oznacza gtadka powierzchnig
interpretowana jako plynna woda (mozna
sobie wyobrazié, ze woda jest , gladsza”
od skaty). Trzecim parametrem
wskazujacym na obecnosé wody sa
zmiany intensywnosci odbieranego
sygnatu. Takie zmiany sg wigksze

w przypadku przejscia fali z suchego
obszaru do mokrego obszaru. Istnieje
ogélna zasada, ze zmiennosé

powyzej 6 dB odpowiada wodzie.

Niebo w lutym

W lutym Storice wreszcie nabiera wysokosci — po
miesigcach, w ktérych przechodzito przez najbardziej
na poludnie wysunieta czesé ekliptyki. Przez miesiac
wysokosé jego gérowania zwieksza sig do 30°, a zatem
czas jego przebywania nad widnokregiem wydtuzy sig
do prawie 11 godzin. O tej porze roku ekliptyka tworzy
duzy kat z horyzontem wieczorem i maly rano, stad
tez o zmierzchu wystepuja dobre warunki obserwacyjne

Prosto z nieba: Jeziora pod powierzchnig Marsa

Pazdziernik 2020 roku byl miesiacem fascynujacych odkryé dotyczacych
sasiadujacych z nami planet. Na Wenus wykryto fosfing, ktéra moze wskazywaé na
istnienie zycia mikrobiologicznego. W tym samym miesiacu na Marsie potwierdzono
obecno$é wody w stanie ciektym! Bardzo stonej wody.

Poszukiwania wody na Marsie trwaja juz od dluzszego czasu. Wiemy, ze biegun
potnocny Marsa sktada sie w duzej czesci z lodu. Co wigcej, naukowcy znalezli
rowniez dowody na to, ze na planecie kiedy$ ptynela woda, a nawet, ze istnial na
niej caly ocean. Gtéwny wniosek z dotychczasowych obserwacji planety jest jednak
taki: kiedy$ Mars byl bogaty w wode, a teraz ma jej o wiele mniej, prawdopodobnie
z powodu ekstremalnego globalnego ocieplenia. Jednak grupa naukowcéw pod
kierunkiem Sebastiana Emanuela Lauro z Uniwersytetu Roma Tre (Universita
degli Studi Roma Tre) udowodnita, ze nie jest to do konca prawda. Pokazali oni,

ze pod marsjanskimi lodowcami na biegunie péinocnym znajduja sie zbiorniki
cieklej wody. Wstuchujac sie w echo wystanych w kierunku lodowca fal radiowych,
utworzyli mape podziemnych (czy raczej podlodowcowych) jezior. Do tego celu
wykorzystali Mars Advanced Radar for Subsurface & Ionosphere Sounding
(MARSIS) — instrument badawczy umieszczony na satelicie Mars Express krazacym
wokél Czerwonej Planety.

Metoda obserwacji wykorzystujaca tego typu radar opiera si¢ na bardzo prostym
zjawisku odbicia fali. W kierunku powierzchni planety wysytane sa fale radiowe.
Sygnat przechodzi przez 16d na biegunie péinocnym, odbija sie od tego, co jest pod
spodem, i jest znéw odbierany przez satelite. Czas potrzebny na powrét sygnatu do
satelity zalezy od tego, jak gruba jest warstwa lodu, a intensywnos$é powracajacego
sygnalu zalezy od tego, jaki rodzaj materialu znajduje sie pod jego powierzchnia.

W ten sposob naukowcy odkryli, ze pod powierzchnia lodowca znajduje si¢ wiele
zbiornikéw wodnych. Miedzy innymi jezioro o powierzchni 600 km?, czyli wicksze od
calej Warszawy!

Tutaj mozecie zapytac: ale chwileczke, czy temperatura na Marsie nie jest zbyt
niska, zeby woda mogta tam wystepowaé w stanie ciekltym? Oczywiscie to prawda.
Srednia temperatura na powierzchni Czerwonej Planety to niecale —63°C. Plynna
woda nie moze tam istnie¢. Dlatego obecnos¢ ogromnego podziemnego jeziora
mozna ttumaczy¢ na dwa sposoby. Pierwszy: w tym rejonie ma miejsce aktywnosé
magmowa. Innymi stowy, gdzie$§ pod jeziorem przepltywa lub nawet wydobywa sie
lawa. Drugi: woda jest zasolona. Mieszanka wody i soli znaczaco obniza temperature
zamarzania takiego roztworu.

Ta ostatnia teoria zgadza sie z symulacjami przeprowadzonymi przez grupe
naukowcéw z Lunar and Planetary Institute w Hudson. Wykazali oni, ze na
Marsie roztwory wody i nadchloranu wapnia (Ca(CIOy)2), pierwiastka obficie
wystepujacego na powierzchni Czerwonej Planety, moga istnie¢ w stanie ciekltym.

Od jakiego$ czasu wiemy, ze w Ukladzie Stonecznym woda wystepuje doéé obficie.
Jednak temperatury na powierzchniach innych planet i ksiezycéw pozwalaja jedynie
na jej istnienie w postaci lodu — tak jak na ksiezycu Europa, ktéry prawie w catosci
sktada sie z lodu. Plynna woda jest prawie zawsze kojarzona z zyciem, poniewaz

na Ziemi jest ona niezbedna do istnienia niemal wszystkich zywych organizméw.
Czy w stonej wodzie podlodowcowego jeziora na Marsie moglo rozwinaé si¢ zycie?

Na odpowiedZ musimy jeszcze poczekad.
Anna DURKALEC

obiektéw potozonych blisko jednoczesnie ekliptyki i Storica,
np. planet Merkury i Wenus oraz Ksigzyca po nowiu.
Rano — przeciwnie, nachylenie ekliptyki powoduje, ze
planety wewnetrzne i Ksiezyc musza oddali¢ sie sporo

od Stonca, aby mogly przebié si¢ przez zorze poranna.

I nie pomaga tutaj fakt, ze podczas swojej maksymalnej
elongacji planeta Wenus moze oddali¢ si¢ od Stonica prawie
na 47°. To niestety wciaz jest za malo.
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Tegoroczny luty réwniez nie rozpieszcza nas pod wzgledem
wydarzen astronomicznych. Planety sa jeszcze gorzej
widoczne niz w styczniu. Merkury na poczatku lutego
konczy okres dobrej widoczno$ci wieczornej i 8 dnia
miesiaca przejdzie przez koniunkcje dolna ze Stonicem.
Nastepnie planeta przeniesie sie na niebo poranne, by na
poczatku marca osiggna¢ maksymalng elongacje zachodnia,
wynoszaca az 27°. Jednak z wysokich péinocnych
szerokosci geograficznych pozostanie ona niewidoczna az
do konica kwietnia, gdy ponownie pojawi sie na niebie
wieczornym z wcigz duzym nachyleniem ekliptyki. Bardzo
dobre warunki obserwacyjne Merkurego przez caly luty

i marzec wystepuja za to blizej rownika i na poétkuli
poludniowej. A wiec nie dla nas. ..

A jest czego zatowaé, gdyz w lutym pierwsza planeta od
Stonica wedruje przez gwiazdozbiér Koziorozca, w ktérym
do$¢ ciasna pare stanowia planety Jowisz i Saturn, z tym
ze — w przeciwienstwie do roku 2020 — Jowisz wyprzedzit
juz Saturna i zamienil si¢ z nim miejscami. Blisko dwéch
gazowych olbrzyméw jest w lutym takze dazaca do
marcowej koniunkcji gérnej planeta Wenus, ktéra u nas
takze ginie w zorzy porannej, ale mozna ja dostrzec

z pétkuli potudniowej. Wenus przejdzie 6 lutego zaledwie
20’ od Saturna, natomiast 5 dni pdézniej 24’ od Jowisza.
Podczas tego ostatniego spotkania Merkury znajdzie sie
5° na poéinoc od obu planet. W nastepnych dniach Wenus
powedruje w kierunku Storica, natomiast Merkury dzien
przed maksymalna elongacja minie Jowisza w odleglosci
mniejszej niz 20’. Planetarne koniunkcje u§wietni Ksiezyc,
ktéry 10 lutego, dzien przed nowiem, minie Saturna

w odleglosci 5°. Niestety wszystkie te zdarzenia sa u nas
niewidoczne.

7 pozostalych planet okrazajaca Stonce najdalej i $wiecaca
najstabiej planeta Neptun réwniez dazy do marcowej
koniunkecji ze Stoiicem, tak samo jak planeta Wenus, tylko
spotka sie z nim dwa tygodnie wczeéniej. Z tego wzgledu
mozna probowac odnalezé ja wsrod gwiazd tta jedynie na
poczatku miesiaca. To jednak nielatwa sztuka, poniewaz
trzeba poczekaé az sie odpowiednio $ciemni, a do tego
czasu wysoko$¢ Neptuna nad horyzontem spadnie sporo
ponizej 10°.

Duzo lepsze sa warunki do obserwacji planet Mars

i Uran. Siédma planeta Uktadu Slonecznego spotka

sie ze Sloficem ostatniego dnia kwietnia i na poczatku
nocy astronomicznej nadal zajmuje pozycje na wysokosci
wiekszej niz 40°. Uran przez caly czas kresli swoja petle
na niebie jakies 10° na potudnie od Hamala, najjasniejszej
gwiazdy konstelacji, $wiecac z jasnoécia +5,8™. Natomiast
Czerwona Planeta zacznie miesiac w Srodkowej czesci
Barana, ponad 6° od Urana, by w trzeciej dekadzie lutego
przejéé¢ do kolejnego gwiazdozbioru zodiakalnego, czyli
Byka, i na poczatku marca minaé¢ Plejady w odlegtosci 3°.
W lutym Mars pokona na niebie 16°, zmniejszajac przy
tym blask z +0,4™ do +0,9™ i érednice tarczy z 8" do 6”.

Na poczatku marca w opozycji do Slorica znajdzie sie
najjasniejsza na naszym niebie planetoida (4) Westa.
Podczas tegorocznej opozycji jest ona o 0,3 jednostki
astronomicznej (jakie$ 45 mln km) dalej, niz mialo to
miejsce w roku 2018. Stad nie osiagnie takiej jasnoéci jak
wtedy, lecz pojasnieje tym razem do mniej wigcej +5,9™,
a zatem doréwna blaskiem planecie Uran i da si¢ ja tatwo
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dostrzec przez lornetke. W zwiazku z opozycja planetoida
porusza sie ruchem wstecznym i w lutym przesunie si¢

w ten sposéb mniej wigcej 6° na tle gwiazdozbioru Lwa.
Westa zacznie miesiac niecate 4° na potudniowy zachdéd
od Deneboli, drugiej co do jasnosci gwiazdy gltéwnej figury
gwiazdozbioru Lwa, oznaczanej na mapach nieba grecka
litera 3. Denebola $wieci z jasno$cig obserwowana +2,1™.
W koncéwce miesiaca Westa zamelduje si¢ prawie 2° na
wschod od stabszej o 1,2™ gwiazdy Chort, czyli ¥ Leo.
Podczas gérowania Westa osiagnie wysoko$é mniej

wiecej 50° nad widnokregiem, a wiec bedzie bardzo dobrze
widoczna.

Jak juz wspomniatem, 11 lutego Ksiezyc przejdzie

przez néw. Ale zanim to nastapi, tydzien wczesniej

czeka go ostatnia kwadra. A zatem w pierwszej czesci
lutego mozna obserwowac¢ naturalnego satelite Ziemi
stopniowo zmniejszajacego blask i pozostawiajacego

coraz wigksza czesé nocy dostepna obserwacjom stabych
obiektow. Niskie juz nachylenie ekliptyki do porannego
widnokregu, a takze przejscie Ksiezyca na potudnie od niej
spowoduje, ze jego dostrzezenie stanie sie bardzo trudne
juz dwa dni przed spotkaniem ze Stonicem. Wczesniej,

6 lutego, Ksiezyc w fazie cienkiego sierpa (33%) odwiedzi
gwiazdozbiory Skorpiona i Wezownika, tworzac uroczy
uklad z Antaresem i gwiazdami z charakterystycznego
tuku gwiazd w potnocno-zachodniej czesci Skorpiona. Dwa
dni p6Zniej, 8 lutego, z tarcza oSwietlong w zaledwie 14%
Ksiezyc zawita do gwiazdozbioru Strzelca, zblizajac si¢ na
okoto 1° do gwiazdy Kaus Borealis.

Jednak na samym poczatku miesiaca, w nocy z 31 stycznia
na 1 lutego, Ksiezyc w fazie 89% minie w odleglosci 8°
planetoide (4) Westa. Niestety w tym momencie raczej

nie przebije si¢ ona przez ksigzycows tune, ale warto
zapamietaé polozenie Ksiezyca tej nocy (a tym samym
polozenie Westy) i wrécié do planetoidy po kilku dniach,
gdy Ksiezyc oddali sie od niej i zmniejszy blask.

Po nowiu Srebrny Glob rozgosci si¢ na niebie wieczornym,
zaczynajac kazdy kolejny wieczér wyraznie wyzej nad
horyzontem i spedzajac na niebosklonie coraz wiecej
czasu. Juz 17 lutego Ksiezyc w fazie 33% przejdzie 3,5°

od Urana, za$ dobe pézniej — w fazie zwigkszonej do

40% — ponad 4° od Marsa. Przez trzy kolejne noce Ksiezyc
zwiedzi gwiazdozbiér Byka, gdzie 19 lutego wieczorem
przejdzie przez I kwadre, $wiecac miedzy Plejadami

a Hiadami.

Wreszcie 23 lutego bardzo jasny juz Srebrny Glob,

w fazie 87%, przejdzie 5° od Polluksa, najjasniejszej, cho¢
oznaczanej na mapach nieba grecka litera 3, gwiazdy
Blizniat. Dobe pdzniej jeszcze jasniejszy Ksiezyc zakryje
gwiazde Asellus Borealis, stanowiaca pélnocno-wschodni
rog trapezu otaczajacego stynna gromade otwarta

gwiazd M44. Niestety faza ponad 90% sprawi, ze oba
obiekty zging w powodowanej przezen tunie.

Ostatnim akcentem miesiaca jest przejécie Srebrnego Globu
w pelni blisko Regulusa — 27 lutego oraz dobe péZniej
ponownie 8° od Westy. Oczywiscie wtedy Westy nie da

sie obserwowa¢ — na jej $ledzenie nalezy przeznaczy¢ srodek

miesiaca.
Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Siostra
Matka moéwila jej: ,Mozgi kobiet nie sa stworzone do uprawiania nauki”.

Jej brat obudzit ja kiedy$ w $rodku nocy i zawiézt na pole golfowe za miastem,
gdzie po raz pierwszy zobaczyla zorze polarna.

Pomagata w domowym laboratorium elektronicznym brata. Za kazdym
razem, kiedy uczyla sie czego$ nowego, jej matka podziwiala jego zdolnosci
przekazywania wiedzy.

7Z okazji czternastych urodzin brat podarowatl jej uniwersytecki podrecznik
astronomii. Po miesiacach zmagan z ta lektura na stronie 407 zobaczyla wykres,
ktory zdecydowat o jej dalszym zyciu. Przedstawiatl on wzgledne natezenia linii
magnezu i pochodzit z ksiazki Stellar Atmospheres autorstwa Cecilii Payne.

Jej matka cho¢ za mtodu byla sufrazystka, to w obliczu choroby meza nie
wiedziala, jak wlaczyé sie w utrzymywanie rodziny.

Podupadajacy na zdrowiu ojciec poradzil jej, by znalazla sobie jakis zawdd.
Stwierdzila, ze wszystkie dobre zawody sa domena mezczyzn, musi wiec wybraé
jakas meska profesje. Wybrata fizyke.

Na studiach licencjackich w koledzu Oberlin pewnego razu wykonywata
¢wiczenie z pracowni fizycznej w tandemie z kolega. Ten przepisal od niej
notatki i raport. Dostal ocene bardzo dobra, a ona ledwie dopuszczajaca.

Na studiach doktoranckich w Syracuse University jeden z profesoréw poradzit
jej, by zrobila doktorat z pajeczyn, bo bedzie je czesto napotykaé, sprzatajac
dom. Wybrata jednak badanie optycznych wlasnoéci krysztalow.

Po uzyskaniu stopnia doktora fizyki przez kilka lat nie mogta znalez¢ pracy,

co spowodowalo rozwdj depresji. Dzial ogloszen ,,Poszukuje pracy” w New York
Times dzielil si¢ na osobne sekcje dla mezczyzn i dla kobiet. W sekcji dla kobiet
nikt nie szukat potencjalnych naukowcéw do zatrudnienia.

Za rada terapeuty napisata do Uniwersytetu Columbia, wyrazajac cheé
zatrudnienia sie w tej uczelni. Wtedy otrzymala oferte. Wybrala prace

w niepelnym wymiarze godzin, oznajmiwszy dzieciom: ,Moge by¢ matka na pél
etatu albo pelnoetatowa wariatka”.

Powiedziala bratu: ,Musimy podzieli¢ fizyke miedzy siebie. Ja biore zorze
polarne, dla ciebie jest reszta Wszech$wiata.” Brat przyjal oferte.

Miejsce pracy zmieniala wielokrotnie, podazajac za zatrudnieniem
mezéw-naukowcow. Staly etat w Caltechu znalazta w wieku 58 lat. Wezesniej
z racji ptci odméwiono jej uczestnictwa w spotkaniach networkingowych

dla szukajacych pracy naukowcow, organizowanych przez jej synagoge.

Wykazala, ze zorze polarne pojawiaja sie, gdy czastki wiatru stonecznego
wpadaja do ziemskiej magnetosfery, ktéra rozcigga sie znacznie dalej, niz
wczesniej uwazano. Czastki te, wedrujac po zakrzywionych w wyniku
oddziatywania z polem magnetycznym torach, zderzaja sie z czasteczkami
powietrza. Atomy tworzace te czasteczki sa wowczas wzbudzane i emituja
promieniowanie o rozmaitych czestotliwosciach — czyli Swieca w przeréznych
kolorach, co daje efekt od zawsze cieszacy ludzkie oko.

Przeszta na emeryture w wieku 72 lat. Rok pdzniej otrzymala medal NASA
za wybitne osiagniecia naukowe.

Pod koniec zycia zajmowala sie fizyka proceséw klimatycznych, ze szczegdlnym
uwzglednieniem wplywu Stonca na ziemski klimat.

Ostatnig publikacje wydala w wieku 90 lat.

Joan Feynman zmarta latem 2020 roku.

Kraysztof TURZYNSKI
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Geometria analityczna
Barttomiej BZDEGA

Geometria analityczna jest narzedziem, dzieki ktéremu problem geometryczny
mozemy sprowadzi¢ do algebraicznego. W tym celu konfiguracje geometryczna
z zadania umieszczamy w ukladzie wspdlrzednych, a zaleznosci geometryczne
miedzy jej poszczegdlnymi elementami zapisujemy za pomoca odpowiednich
rownan.

W calym artykule bedziemy stosowaé konwencje: punkt A ma wspolrzedne
(xa,ya), punkt B — (zp,yp) 1 tak dalej.

Rozwiazania analityczne zazwyczaj sa znacznie dluzsze od tak zwanych

syntetycznych — wynika to z ich rachunkowego charakteru, bo wpadniecie

na blyskotliwy pomyst zastepujemy tu ciezka praca. Sa jednak w tredciach

niektorych zadan pewne poszlaki, dzieki ktorym mozna przewidzieé, ze ich

rozwiazania analityczne beda sensownej dlugoéci. Niektére geometryczne
zaleznosci wyraza si¢ bowiem za pomoca wspolrzednych wzglednie tatwo.

Wymienimy kilka:

o Srodek odcinka AB ma wspélrzedne (Zatte 2atus) a grodek cigzkodci
trojkata ABC: (£atiptec yatypdye)

e |AB|?> = (z4 — 2B)? + (ya — yB)? — zadania o kwadratach dtugosci odcinkéw
beda sie zdecydowanie lepiej rozwiazywaé analitycznie niz zadania o samych
dtugoéciach.

e Proste o réwnaniach Ajx + By + C1 =01 Asx + Boy + Co = 0 sa odpowiednio
prostopadle do (niezerowych!) wektordéw [Ay, By] i [Aa, Ba]. Wektory te
(a wiec i proste) sa prostopadle, gdy Ay Ay + By Bs = 0, a réwnolegle, gdy
A1B2 = A2B1.

Bardzo wazna rzecza jest wybor odpowiedniego ukltadu wspélrzednych. Zdrowy

rozsadek nakazuje, by jak najwiecej punktéw wystepujacych w zadaniu

umiesci¢ na osiach uktadu, gdyz z powodu ich zerowych wspélrzednych znacznie
uproszcza sie rachunki. Sa jednak od tej reguly wyjatki (zadania 1 1 5), poniewaz
postepujac w ten sposdb, zaburzamy algebraiczna symetrig, a tym samym
mozemy straci¢ na pogladowosci.

Zadania

1. Dany jest tréjkat ABC oraz takie punkty D, E, F', ze punkt C jest
srodkiem odcinka BD, punkt A jest srodkiem odcinka C'E oraz punkt B
jest srodkiem odcinka AF. Udowodnié¢, ze Srodki cigzkosci tréjkatow ABC
i DEF pokrywaja sie.

2. Prosta ¢ przechodzi przez $rodek ciezkosci trojkata ABC oraz przecina
odcinki AC i BC. Wykazaé, ze odlegto$é¢ punktu C' od prostej £ jest réwna
sumie odlegtosci punktéw A i B od prostej £.

3. Dany jest prostokat ABCD oraz punkt X. Wykaza¢, ze |[AX|? + |CX|* =
= |BX|?> + |DX 2.

4. Wykazaé, ze suma kwadratéow dlugosci przekatnych réwnolegtoboku jest
rowna sumie kwadratéw diugosci wszystkich jego bokow.

5. Dla dowolnego tréjkata ABC wyznaczy¢ taki punkt P, zeby wartosé
wyrazenia |AP|? + |BP|? + |CP|? byla najmniejsza z mozliwych.

6. Tréjkat ABC jest ostrokatny. Dowiesé, ze zbior takich punktow X, ktére
spetniaja réwnosé |AX |2 + |BX|? = |CX|?, jest okregiem.

7. Wykazaé, ze dla kazdego tréjkata ABC istnieje punkt P, spelniajacy
réwnoéci |[AB|? — |CP|? = |BCJ]? — |AP|?> = |CA]? — |BP|%.

8. Dane sa kwadraty ABCD i APQR (wierzcholki podano w kolejnosci
przeciwnej do ruchu wskazéwek zegara). Punkt K jest srodkiem
odcinka DP. Udowodnié, ze AK 1 BR.

9. Na bokach AB i AC tréjkata ABC, na zewnatrz niego, zbudowano

kwadraty ABDE i ACFG. Punkty M i N sa odpowiednio srodkami

odcinkéw DG i EF. Udowodnié, ze MN || BC.

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym |AB| < |AC|. Dwusieczna

kata BAC' przecina bok BC' w punkcie D. Punkt M jest srodkiem boku BC.

Udowodnié, ze prosta przechodzaca przez srodki okregéw opisanych na

trojkatach ABC i ADM jest réwnolegta do prostej AD.

10.
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Autor i wydawca: Barttomiej Bzdega
,102 zadan”
Poznan 2020, 64 str

Ksigzeczka powstata na 10-lecie Wielkopolskigj Ligi Matematycznej
organizowanej przez poznanski oddziat PTM. Autor, Barttomiej Bzdega,
przewodniczy jury Ligi, dostarcza tez wiele zadan. Ksigzka
przeznaczona jest dla licealistow zainteresowanych matematyka,
zwtaszcza tych, ktorzy mysla o konkursach, np. o Climpiadzie
Matematycznej. Zawiera 100 zadan z réznych dziatow matematyki,
wiekszos¢ wymyslit BB. Sktada sie na nig piec rozdziatow: liczby
naturalne, analiza | algebra, geometria, kombinatoryka oraz zadania

z ,kosmosu” W kazdym z nich trudnos¢ zadan rosnie. To subiektywny
poglad Autora ksigzki, w duzym stopniu podzielany przez recenzenta.
Wszystkie zadania sg rozwigzane. Rozwigzania sg zreczne, krotkie

| stanowig 5/8 tekstu. Czytelnik powinien postarac sie rozwigzac kazde
zadanie samodzielnie, a potem przeczytac rozwigzanie autorskie.
Mozna czasem zostac zaskoczonym tym, co zrobit Autor, a czasem
zobaczy¢ witasne rozwigzanie, tylko nieco inaczej zapisane. Niektore
zadania sa trudne, wiec moze sie zdarzyc, ze po Kilku godzinach,
niekoniecznie jednego dnia, przyjdzie nam przeczytac przynajmniej
poczatek autorskiego rozwigzania i samemu zakonczyc¢ zadanie. Bardzo
zachecam do lektury.

Aleksander Btaszczyk, Stawomir Turek
»Matematyka. Od podstaw do elementow matematyki wyzszej”
PWN, Warszawa 2015, 515 str.

Tytut ksigzki wyjasnia cel jej napisania. Ksigzka zawiera wiele twierdzen
z dowodami (z wyjatkiem Kilku) i tym rézni sie od wiekszosci
dzisiejszych tekstow popularnonaukowych. Mozna z niej
* dowiedziec sie, jak dowiesC niewymiernosd i przestepnosci 1T oraz e,
* poznac dowad twierdzenia charakteryzujgcego wielokaty foremne
konstruowalne,
* poznac rozwiniecie sinusa w iloczyn nieskonczony
I wiele innych interesujgcych twierdzen. Ksigzke mozna polecac
uczniom, studentom i tym nauczycielom, ktérzy chcag przypomniec
sobie rozne twierdzenia ze studidw, np. by mowigc uczniom ,T1 jest
liczbg niewymierng, ale dowdd tego jest.. " powstrzymac sie przed
uzyciem stowa ,trudny’ i powiedzieC raczej, ze ,wymaga uzycia
twierdzen, ktorych w szkole nie omawia sie z braku czasu”. To roznica
nieistotna z punktu widzenia 0s6b oczekujgcych na koniec lekgji, ale
moze by¢ wazna dla tych, ktorzy chca wgtebic sie w matematyke. W tak
krotkiej notce nie ma miejsca nawet na liste rozdziatow z tytutami.
Szersza informacja o ksiazce pojawi sie w numerze 56(2) ,Wiadomosci

Matematycznych”
Michat KRYCH
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