Beta, Bit i pochodne po bieszczadzkich szlakach
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Rozwigzanie zadania F 1017.
Calkowita praca W wlozona w ustawianie
blokéw wapienia w piramide jest réwna
catkowitej pracy potrzebnej do
podniesienia jej catkowitej masy M na
masy nad podstawa: W = MgH/4.
Caltkowita masa M = pa®’H/3 —
skorzystaliSmy ze wzoru na objetos$é
ostrostupa o podstawie kwadratowej
i wysokosci H: V = a?H/3. Czas t
utozenia blokéw wapienia wyniesie
t = W/P. Otrzymujemy:

o pazHZg

- 12P
Ostatecznie t ~ 5,144 - 10% s ~ 59,5 dnia,
czyli okolo dwéch miesigcy. Przyjmuje sig,
ze czas budowy piramidy wynosit okoto
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Szlak z Przeleczy Wyznianskiej na
Krzemieniec wraz z profilem wysokosci.
Rysunki pochodzg z portalu
mapa-turystyczna.pl

Przemystaw BIECEK*

— Wstawacé $piochy! — Sciany niewielkiej chatki zadrzaly od wrzasku Taty —
Idziemy w gory!

Beta, Bit i Tata dzien wczesniej przyjechali do Schroniska pod Mala Rawka

na wakacje. Ostatkiem sit po calodniowej podrézy dzieci wtargaly bagaze do
maltego pokoiku. Pokoik mial pieckny widok na bieszczadzkie potoniny, ale tego
dzieci nie zauwazyly. Bez sit padly na 16zka i zasnely. A teraz ktos oSmiela sie je
budzié.

— Tato, przeciez sa wakacje! — Beta z zamknietymi oczami podjeta préby
negocjacji.

— Tato, przeciez jest noc! — Bit zakopany pod koldra staral sie zrozumie¢,
dlaczego ktos przerywa jego blogi sen.

— Jaka noc? Juz 6 rano! — Zawotal entuzjastycznie Tata. — ChodZcie,
zaplanujemy trase na dzisiaj!

Beta i Bit zadrzeli. Juz sama pobudka o tak skandalicznie wczesnej godzinie
byta karygodnym przestepstwem. Ale wyglada na to, ze szykuje sie co$ duzo
gorszego. ,,Planowanie”, czyli, w zargonie Taty, szczegélowe roztrzasanie
mozliwych za i przeciw stojacych przed pozornie banalnymi wyborami. Moze
trzeba bylo udawaé, ze z powodu pandemii odwolano wakacje i szkola wciaz
trwa?

— Chodzcie na dét, $niadanie juz czekal! — Tata dorzucil, zbiegajac po schodach
na dot.

Kilka minut pézniej Beta i Bit palaszowali jajecznice, jednoczesnie z niepokojem
patrzac na swojego tate. Stal w akademickiej pozie przy Scianie, na ktérej
zawieszona byla wielka mapa okolicy, i mruczal pod nosem, analizujac mozliwe
trasy. Zanosilo si¢ na wyktad.

— Moze zacznijmy od najkrotszej? — zasugerowata Beta. Zabrala ze soba pokazng
kolekcje ksiazek i chciala spedzi¢ popoludnie na hamaku, czytajac jedna z nich.

— Albo od najbardziej ptaskiej? — dodal Bit. Ten z kolei zabral ze soba spora
kolekcje elektronicznego sprzetu i nie chcial go wnosié po stromych szlakach.

— To $wietny pomyst! A czy wiecie, jak sprawdzié¢, ktéry szlak jest najbardziej
ptaski? — Oczy Taty zaptonely w niepokojacy sposéb.

— Stad do restauracji? Wyglada na dosy¢ plaski. — Bit juz wiedzial, co sie zbliza.

— By¢ moze. Ale czy wiecie, jak to sprawdzi¢? Policzmy pochodng po
Bieszczadach!

Jak obliczyé pochodng?

Pochodna to pojecie uzywane w analizie matematycznej do opisu, jak szybko
zmienia sie dana funkcja. Pochodne maja wiele zastosowan praktycznie

w kazdym aspekcie naszego zycia. Podstawy rachunku rézniczkowego znane
byly juz starozytnym. Ale za ojca tego obszaru matematyki uznaje si¢ Isaaca
Newtona lub Gottfrieda Wilhelma Leibniza. Panowie klécili sie miedzy soba

o to, kto byl pierwszy, i ten spor trwa nawet po ich $mierci. Ale jest to temat na
inne opowiadanie.

Aby wyjaénié, czym jest pochodna, przyjrzyjmy sie przyktadowej trasie
z Przeleczy Wyznianskiej na Krzemieniec przez Mata i Wielka Rawke.

Na mapie turystycznej ten szlak jest dosyé¢ krety. Poniewaz w parkach
narodowych nie mozna schodzi¢ ze szlakéw, wiec na te trase mozemy patrzeé
nie przez pryzmat wspélrzednych geograficznych, ale przez profil wysokoéci, tak
jak na rysunku obok.
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R to jezyk programowania zaprojektowany
do analizy danych. Srodowisko
programistyczne R mozna bezplatnie
pobraé ze strony www.r-project.org. Nie
za krétkie wprowadzenie dla dociekliwych
mozna znalezé na stronie biecek.pl/R.
Aby wykonaé ponizsze przyktady, nalezy
zainstalowac pakiet BetaBit, mozna to
zrobié poleceniem
install.packages("BetaBit",dep=TRUE)

library("BetaBit")
krzemieniec =
read_gpx("krzemieniec.gpx",

name = "Krzemieniec")
plot(krzemieniec)
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Pochodna to przyrost wysokosci na
nieskoniczenie malym odcinku.

Argument type = "difference"
powoduje, ze zamiast profilu wysokosci
rysowana jest pochodna po szlaku.

plot(krzemieniec,
type = "difference")

plot(krzemieniec,
type = "boxplot")

Przetecz Wyzniariska — Krzemieniec
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Portal mapa-turystyczna.pl pozwala na pobranie informacji o szlaku
w formacie gpx. Wystarczy kliknaé przycisk Pobierz GPX w bocznym panelu,
by pobraé¢ szczegdlowe informacje o trasie.

Tak pobrana trase mozemy wczytaé do programu R. Ponizsze przyklady sa
calkowicie reprodukowalne. Gdybyécie wiec chcieli sprawdzi¢ je na swoich
komputerach na szlakach Bieszczad lub innych gér, mozecie wykorzystaé
instrukcje zaprezentowane na marginesie.

Wszystkie funkcje niezbedne, by odtworzy¢ te przyklady, znajduja sie w pakiecie
BetaBit. Instrukcja library() wczytuje ten pakiet. Nastepnie wykorzystujemy
funkcje read_gpx () do wezytania danych i funkcje plot () do narysowania
szlaku.

W wyniku przykladu z marginesu otrzymamy wykres z profilem wysokosci.
Podkreslmy, Zze o$ pionowa jest wydluzona w stosunku do poziomej, przez co
wykresy sg bardziej strome niz rzeczywiste nachylenie szlaku.
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Najwyzszy punkt na tym wykresie to Wielka Rawka, a wczesniejszy szczyt to
Mata Rawka. Pomiedzy tymi szczytami jest caltkiem przyjemne przejscie grania.
Ale juz z profilu wysokoéci widzimy, ze przed Mala Rawka czeka nas catkiem
strome podejdcie.

Pochodna opisuje, jak szybko wznosi sie lub opada szlak. Jezeli na 100 metréow
szlaku (liczone w poziomie) wznosi si¢ on o 1 metr, to §rednie tempo wzrostu
wynosi %m, czyli ﬁ. Oczywiscie na odcinku 100 metréw szlak moze
troche sie wznosic i troche opadaé, wiec aby mie¢ doktadniejszy opis, trzeba

by sprawdzi¢, o ile szlak wznosi sie na odcinku 10 metréw. Albo jeszcze lepiej
na odcinku 1 metra. A jeszcze dokladniej byloby, gdyby$my mierzyli te zmiany
na odcinku 10 cm. Oczywiscie ten odcinek mozemy zmniejszaé i zmniejszac.
Pochodna definiowana jest matematycznie jako tempo zmiany na bardzo malym,
nieskonczenie matym odcinku.

Ale odleglosci w gérach sa duze, wiec my zadowolimy sie odcinkami
o dlugosci 25 metréw. Zobaczmy, jak wyglada pochodna po szlaku z Przeleczy
Wyznianskiej na Krzemieniec.

Przelecz Wyznianska — Krzemieniec
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Bita interesowala stromosé szlaku. Poniewaz szlak trzeba przej$¢ w dwie strony,
wiec spadek nachylenia w jedna strone bedzie wzrostem nachylenia w drodze
powrotnej. Zobaczmy wiec, jak sie zmienia warto$¢ bezwzgledna pochodnych po
szlaku.

Wykres na marginesie to tak zwany wykres pudetkowy. Ilustruje pieé liczb.
Koncéwki wasow pokazuja, jakie bylo najmniejsze nachylenie na szlaku
(oczywiscie 0) i jakie bylo najwieksze nachylenie (prawie 40 cm na metr). Brzegi
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krzemieniec =
read_gpx("krzemieniec.gpx",
name = "Krzemieniec")
tarnica =
read_gpx("tarnica.gpx",
name = "Tarnica")
chatka =

read_gpx("chatka.gpx",
name ="Chatka Puchatka")
plot(krzemieniec,
tarnica, chatka)

plot(krzemieniec,
tarnica, chatka,
type = "difference")

plot (krzemieniec,
tarnica, chatka,
type = "boxplot")
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i srodek pudelka pokazuja, odpowiednio, jakie nachylenie ma 25%, 50% i 75%
szlaku. W przypadku tego szlaku polowa krokéw ma nachylenie ponizej 7 cm na
metr.

Mam nadzieje, ze jestedcie juz przekonani, ze pochodna to uzyteczne
narzedzie do analizy szlakéw w gérach. Pomdézmy teraz Bitowi w wyborze
najbardziej ptaskiego szlaku z trzech, ktore rozwaza Tata. Ponownie z serwisu
mapa-turystyczna.pl pobieramy informacje o szlakach:

e 7 Przeteczy Wyznianskiej na Krzemieniec, zapisany w pliku
krzemieniec.gpx,

e 7 Ustrzyk Gérnych na Tarnice, zapisany w pliku tarnica.gpx,

e 7z Wetliny do Chatki Puchatka przez Szare Berdo, zapisany w pliku
chatka.gpx.

Zobaczmy, jak wygladaja profile wysokosci tych szlakéw. Szlak na Krzemieniec
zaznaczymy jasniejszym kolorem, a do Chatki Puchatka kolorem czarnym.

Krzemieniec, Tarnica, Chatka Puchatka
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Z pewnoscia szlak na Krzemieniec jest najkrotszy. Ale czy najlatwiejszy?
Zobaczmy, jak wygladaja pochodne dla tych trzech szlakow.

Krzemieniec, Tarnica, Chatka Puchatka
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Duzo sie dzieje na tych szlakach, maja one nieregularne przebiegi. Znacznie
latwiej bedzie poréwnac nachylenia, jezeli podsumujemy pochodne przy uzyciu
wykreséw pudetkowych przedstawionych na marginesie.

Jak myslicie, ktérego szlaku nie powinien wybra¢ Bit?

Rozwigzania zadan z artykulu O tym, jak Martyngatow

uratowat krélestwo (str.

1. Tym razem do rozwigzania mamy

z+y=0C,

T + 2y = 200 — 65,

@+ 5y =0,

co daje x = —45, y = 90 i w rezultacie cene kontraktu C = 45 tal.

2. Miara martyngalowa nie zalezy od ceny wykupu, wiec pozostaje
niezmieniona! Odpowiadajaca jej cena to % - (200 — 65) = 45 tal. —
ta zbieznos¢ nie jest przypadkowa.

3. Tym razem niewiadomga jest cena wykupu K. Z ukladu réwnan

z +y = 30,
T+ 2y =200 - K,
:c—&—%y:O

wyznaczamy = —30, y = 60, a nastepnie cene wykupu K = 110.
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