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Fale grawitacyjne od Newtona do Einsteina

Michat BEJGER

W listach do teologa Richarda Bentleya
Newton pisze, ze oddzialywanie cial bez
jakiegokolwiek posrednictwa jest
niedorzeczno$cia, co prowadzi do wniosku,
ze musi istnie¢ dodatkowy czynnik
przekazujacy oddzialywania: ,Jest czym$§
nie do pomysélenia, by prostacka materia
mogta, bez posrednictwa czego$ wiecej, co
jest niematerialne, dziata¢ na cokolwiek

i wplywaé na inng materi¢ bez
wzajemnego kontaktu [...] Grawitacja
musi by¢ efektem Czynnika dzialajacego
stale wedlug pewnych praw, ale czy ten
czynnik jest materialny, czy niematerialny,
nalezy juz do rozstrzygniecia przez moich
czytelnikéw.” (przeklad Janusz
Sytnik-Czetwertynski, Kwartalnik
Filozoficzny T. XLII, Z. 2, 2014).

W Teorii dynamiki pola
elektromagnetycznego z 1865 roku
Maxwell pisze tez o grawitacji:

»- .. W naturalny sposéb dochodzimy do
pytania, czy przycigganie grawitacyjne,
ktére podobnie zalezy od odleglosci, nie
jest réwniez powigzane z dziataniem
otaczajacego osrodka”. Czy mozna wiec
mysle¢ o grawitacji jako o efekcie
propagacji pola?

Popkulturowa opowies¢ o Albercie Einsteinie i ogdlnej teorii wzglednosci

jest bardzo romantyczna: samotny geniusz rozwiazuje wielka zagadke swoich
czaséw. Droga do sformutowania nowoczesnej teorii grawitacji i, w szczegdlnodci,
przewidywan dotyczacych fal grawitacyjnych (obecnie rejestrowanych

rutynowo przez laserowe interferometry LIGO i Virgo) jest jednak bardziej
skomplikowana... Wymagalta pracy wielu pokolen fizykéw i rozwoju innej wielkiej
teorii — elektromagnetyzmu.

Zacznijmy jednak od poczatku. W 1687 roku Izaak Newton przedstawil swoj
przepis na site grawitacji, zalezng od iloczynu mas i odwrotnie proporcjonalng
do kwadratu odlegloéci, czyli F = Gmims/r?, gdzie G to stala wartosé.
Newtonowska sila grawitacji dziala natychmiastowo, nawet miedzy bardzo
odlegltymi obiektami. W wielu zastosowaniach mechaniki takie przyblizenie

jest zupelnie wystarczajace, szczegélnie do niewielkich, wolno poruszajacych

sie obiektéw. Problemem natomiast okazalo si¢ zrozumienie tego, jak sita

moze w ogble ,dziata¢ na odlegloéé”. Temu zagadnieniu poéwiecono wiele

czasu oraz dyskusji filozoficznych. Pierwsza préba rozwigzania tej zagadki

i sformutowania newtonowskiego prawa grawitacji o skonczonej predkosci zostata
podjeta przez Pierre’a Simona Laplace’a pod koniec XVIII wieku. Pole
grawitacyjne jest w tym modelu rodzajem promieniowania lub pltynu, w ktérym
rozchodzg sie fale, podobnie jak fale na powierzchni wody. Dopasowujac

swoja teorie do parametréw Ukladu Stonecznego, Laplace otrzymal ogromna
predkosé grawitacji, miliony razy wigksza od predkosci $wiatla. Samo w sobie
nie jest to jeszcze katastrofa; niestety, urzadzony w ten sposéb Uklad
Stoneczny jest niestabilny w dluzszej skali czasowej. Ostateczna teoria okazala
sie niekompatybilna z rzeczywistoscia.

Takie i podobne rozwazania byly cze$cia dynamicznego rozwoju pojecia

pola, czyli wypelniajacego przestrzen medium przekazujacego oddzialywania,
wymyslonego w celu eliminacji kluczowego problemu , dzialania na odlegtosc¢”.
Obiekty oddzialuja z polem, reagujac na jego potencjal ¢ (zmieniajac swoja
energie potencjalna), a sila dzialajaca miedzy obiektami jest funkcja tego
potencjalu. W przypadku newtonowskiej grawitacji sita jest gradientem
potencjatu, co mozna zapisaé jako F' = —V¢. Dzi§ wiemy, ze pojecie pola nie
jest wymyslonym medium — mozemy je nawet obserwowaé¢, np. w zachowaniu
sie opitkéw zelaza w poblizu magnesu. W przeszlosci koncept pdl byl uzywany
w réznych kontekstach, m.in. dziewietnastowiecznej teorii hydrodynamiki (sile
wyporno$ci mozna uwazaé za gradient ,pola” ci$nienia). Pomysty te okazaly
sie bardzo uzyteczne — staty sie podstawg elektromagnetyzmu Jamesa Clerka
Maxwella. Traktujac elektrycznosé i magnetyzm jako przejaw obecnosci pol,
Maxwell wykazal, ze sa one ze sobg $cisle powiazane oraz ze oddzialywanie
elektromagnetyczne moze propagowaé sie jak fala o predkosci $wiatla (to znaczy,
istniejg rozwigzania réwnania falowego typu ii = ¢?V?u, gdzie dwie kropki
oznaczaja druga pochodna czasowa). Wniosek narzuca sie sam: $wiatlo jest fala
elektromagnetyczna. Udowodnit to Heinrich Hertz w pracach prowadzonych

w latach 1886-1888.

Pomyst rozwinat w 1893 roku Oliver Heaviside w grawitacyjnym
odpowiedniku réwnan Maxwella, ktory nazywa sie obecnie grawitomagnetyzmem.
W tych réwnaniach energia pola grawitacyjnego zastepuje pole elektryczne.
Pole grawitomagnetyczne jest zwiazane z ruchem mas, podobnie jak pole
magnetyczne jest zwiazane z ruchem tadunkow. Tak zmodyfikowane réwnania
dostarczaja np. rozwigzan dla fal poruszajacych sie ze skoniczong predkoscia.
Praca Heaviside’a jest pierwsza ,,nowoczesna” publikacja dotyczaca fal
grawitacyjnych. Heaviside zbadal, jak zmienia si¢ przyciaganie poruszajacych sie
cial, gdy pole grawitacyjne przekazuje oddzialywanie ze skonczong predkoscia.
Zmiany w polu powoduja niewielkie zaktdcenia w ruchu Ziemi i Storica.
Niewykrycie takich zaburzen wyznacza ograniczenie na predkos¢ grawitacji,
ktéra wedlug Heaviside’a moze by¢ nawet tak wielka jak predkosé $wiatla.

Do konica XIX wieku podejmowano wiele (nieskutecznych) préb prostego
polaczenia mechaniki Newtona z elektrodynamika Maxwella, wprowadzajac
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Zasada wzglednosci: dowolny eksperyment
w dowolnym inercjalnym uktadzie
odniesienia obserwatora (bez wzgledu na
to, jak szybko poruszaja si¢ wzgledem
innego obserwatora) daje zawsze ten sam
wynik. Zasada statosci predkosci swiatta
w prézni: dla kazdego obserwatora
mierzona warto$¢ predkosci §wiatta jest
taka sama, niezaleznie od jego wtlasnej
predkosci.

Transformacja wspélrzednych, czasu

i przestrzeni, z uktadu O do O, dla
obiektu poruszajacego sie wzdluz osi x
z predkoscig v.

Galileusz:
=z — vt,
t'=t.
Lorentz:
&’ =y(z — vt),
t' = (t —va/c?),
gdzie vy =1/4/1 —v2/c2.

W eksperymencie my$lowym zwanym
»2windg Einsteina” opisuje si¢ dwa
przypadki: w pierwszym szczelnie
zamknieta winda bez okien stoi
nieruchomo na powierzchni Ziemi,

w drugim porusza si¢

z przyspieszeniem 1g w pustej przestrzeni
kosmicznej. Obserwator wewnatrz windy
nie bedzie w stanie stwierdzi¢, w ktérym
wariancie si¢ znajduje. Zasada
réwnowazno$ci dotyczy tez réwnosci masy
grawitacyjnej i masy bezwladnej:
niezaleznie od sktadu i wewnetrznej
struktury wszystkie masy spadaja w tym
samym tempie w danym polu
grawitacyjnym. Jest to bezposrednie
nawigzanie do zasady réwnowaznosci
sformulowanej na poczatku XVII wieku
przez Galileusza.

Skalar (pole skalarne) to

wielko$¢ catkowicie charakteryzowana
przez liczbe¢ w danej chwili czasu

i punkcie przestrzeni. Elektrodynamika
Maxwella jest teoria wektorowsa, poniewaz
pola elektryczne i magnetyczne maja,

oprécz wielko$ci, rowniez kierunek i zwrot.

Ogodlna teoria wzglednosci jest natomiast
teorig tensorowa, z podstawowymi
obiektami algebraicznymi opisujacymi
pole, bedacymi uogdlnieniem pojecia
wektora (np. tensor metryczny g,.,

w czterowymiarowej czasoprzestrzeni
mozna przedstawié¢ jako symetryczng
macierz 4 X 4).

Innym interesujacym wkladem Maksa
Abrahama w rozwdj teorii jest odkrycie
przed Karlem Schwarzschildem
shoryzontu zdarzen”, czyli krytycznego
rozmiaru okredlajacego czarng dziure.

dodatkowe ulepszenia modeli stabilizujace ruch planet. Dzigki postepom
technik astronomicznych proby te byly konfrontowane z nowymi obserwacjami,
niezwykle trudnymi do wytlumaczenia w ramach 6wczesnych teorii. Chodzi
oczywidcie o pomiar precesji peryhelium orbity Merkurego, anomalii w ruchu
planety stwierdzonej w 1859 roku przez Urbaina Le Verriera. Obserwacje
Merkurego staly sie ostatecznie jednym z klasycznych testéw ogdlnej teorii
wzglednoéci.

Publikacja szczegdlnej teorii wzglednosci Einsteina w 1905 roku taczy na
state elektrycznos¢ i magnetyzm w jedno pole, w oparciu o dwie zasady:
zasade wzglednosci oraz zasade stato$ci predkosci swiatta. W konsekwencji
zadna informacja, réwniez dotyczaca grawitacji, nie moze podrézowaé
szybciej niz $wiatlo, co oczywiscie stoi w sprzecznosci z mechanika Newtona.
W tym samym czasie, niezaleznie od Einsteina, Henri Poincaré w pracy

O dynamice elektronu opisuje praktycznie to samo co szczegdlna teoria
wzglednodci, ale bez wyrdznienia zasad wzglednosci i statosci predkosci
Swiatla. Poincaré opisuje poprawny sposéb modyfikacji mechaniki

Newtona poprzez zamiane transformacji czasu i przestrzeni Galileusza na
transformacje czasoprzestrzeni Hendrika Lorentza. Zakladajac skonczong
predkosé grawitacji, ze szczegdlna uwaga omawia znaczenie op6znienia
(retardacji) pomiedzy zmiana pola grawitacyjnego a skutkiem tej zmiany

w innym miejscu, wprost nazywajac ten efekt falami grawitacyjnymi (franc.
ondes gravifiques). W istocie rzeczy op6znienie jest kluczowym konceptualnym
elementem potrzebnym do powstania fal.

W niezwykle pracowitych latach pomiedzy 1907 a 1915 rokiem wielu badaczy
podejmowato préby stworzenia nowej teorii grawitacji, wychodzac od réznych,
czesto sprzecznych i blednych postulatow. Umozliwiato to wyciaganie wnioskow
z nieudanych préb i ewolucje w kierunku coraz lepszego opisu rzeczywistosci.
Jako ze szczegdlna teoria wzglednosci opisuje ruch ukladéw inercjalnych

(w ktérych ciala poruszaja sie ze stala predkoscia), grawitacja nie moze by¢

tak po prostu wlaczona do szczegdlnej teorii — potrzebne jest ulepszenie opisu

o ruch przyspieszony w polu grawitacyjnym. W 1907 roku Einstein sformutowal
yhajszczesliwsza mysl zycia”, czyli zasade réwnowazno$ci. Glosi ona, ze nie jest
mozliwe lokalne eksperymentalne odréznienie braku grawitacji od sytuacji,

gdy znajdujemy sie w ukladzie spadajacym swobodnie w polu grawitacyjnym.
Oznacza to tez, ze swobodnie spadajace cialo nie odczuwa dzialania zadnych sit.

Cztery lata p6zniej, w 1911 roku, Einstein wykazal, uzywajac zasady
réwnowaznosci, ze fotony musza zyskiwaé energie, ,,spadajac” w kierunku masy,
i traci¢ energie, oddalajac sie od niej. Oddalajace sie fotony sa grawitacyjnie
»brzesuwane ku czerwieni” (czestotliwos$é v si¢ zmniejsza, zatem energia E = hv
maleje), a zegary w réznych odleglo$ciach od masy tykaja w réznym tempie.
Oczywiscie nie da sie tego pogodzi¢ z pozbawiong grawitacji szczegdlng teoria
wzglednoéci. Czy zatem predkosé $wiatta zmienia sie w polu grawitacyjnym,
zalezac w odpowiedni spos6b od skalarnego potencjalu grawitacyjnego?

Brawurowy, z dzisiejszego punktu widzenia, pomyst skalarnej grawitacji ze
zmienng predkodcia $wiatta stal sig inspiracja dla Maksa Abrahama, ktory
w 1912 roku zaproponowal wlasng modyfikacje szczegdlnej teorii wzglednosci
(nie byta ona relatywistyczna ani zgodna z zasada réwnowaznosci, wiec zostala
skrytykowana przez Einsteina). Mimo ze teoria ta jest bledna, jej ciekawym
elementem jest analiza emisji fal. Fale w teorii Abrahama sg podluzne — pole
oscyluje wzdtuz kierunku rozchodzenia si¢ fali — a nie poprzeczne, jak fale
elektromagnetyczne, gdzie drgania sa prostopadte do kierunku propagacji.
Mozna przypuszczaé, ze jesli masa przyspiesza, to w sposéb analogiczny do fali
elektromagnetycznej emitowalaby ona grawitacyjne promieniowanie dipolowe.
Abraham stwierdzit jednak, ze prawo zachowania pedu zabrania przyspieszania
masy bez rownoczesnego przyspieszania drugiej masy w przeciwnym kierunku
(lub innymi stowy, proces jest niemozliwy z powodu nieistnienia ujemnych
mas). To poprawna konkluzja, ktéra uniemozliwia istnienie grawitacyjnego
promieniowania dipolowego. Konsekwentne podazanie za teorig doprowadzito
Abrahama do wniosku, ze nadzieje na wykrycie fal grawitacyjnych sa nikle.
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Podobnie jak Abraham, Mie przewiduje
podluzne fale grawitacyjne, nie wydaje sig
jednak przejmowaé faktem, ze
grawitacyjne promieniowanie dipolowe
jest zabronione. Pisze za to proroczo

o astronomii fal grawitacyjnych: , gdyby
kiedykolwiek udowodniono istnienie fal
grawitacyjnych, procesy odpowiedzialne
za ich powstawanie bylyby
prawdopodobnie znacznie ciekawsze niz
same fale”.

Réwnanie pola Nordstroma to R = 24# T,
gdzie R to skalar Ricciego ($lad tensora
Ricciego Ry, ), a T to $lad tensora
energii-napi¢¢ T),,. Dla poréwnania,
réwnanie Einsteina w ogdélnej teorii
wzglednodci to R, — %Rg‘“, = S‘ZETMV'

W swojej korespondencji z Einsteinem
Nordstrém nazywa metryke
Schwarzschilda rozwigzaniem Droste.
Johannes Droste, student holenderskiego
fizyka Hendrika Lorentza, odkry! je
niezaleznie od Schwarzschilda w tym
samym czasie. Nordstrom jest
niezaleznym wspotodkrywca, wraz

z Hansem Reissnerem i Hermannem
Weylem, metryki Reissnera—Nordstréma,
jednego z pierwszych rozwigzan réwnan
ogdélnej teorii wzglednosci. Rozwigzanie to
opisuje sferycznie symetryczna, jak

u Schwarzschilda, czasoprzestrzen czarnej
dziury, ktéra dodatkowo ma tadunek
elektryczny.

Praca doktorska Andrzeja Trautmana,
opisujaca fale grawitacyjne, byla
inspirowana wspoélpraca z Jerzym
Plebanskim. Promotor Trautmana,
Leopold Infeld, byt wspétpracownikiem
Einsteina, i tak jak on nie wierzyt

w istnienie fal grawitacyjnych
(jednoczesnie wspieral badania swojego
studental).

Zartobliwa odpowiedz Arthura,
Eddingtona na pytanie o predkosé fal
grawitacyjnych w 1922 roku brzmiata:
»fale grawitacyjne rozchodza sie z
predkodcia mysli”.

Do naukowego fermentu w tym okresie przyczynit sie rowniez Gustav Mie,
znany z teorii rozpraszania Swiatla na kulistych czastkach. Jego teoria zachowuje
stala predkosé $wiatla, a wraz z nia zasady szczegodlnej teorii wzglednosci,

ale pod wieloma wzgledami jest bardzo podobna do propozycji Abrahama,

i réwniez bledna, z powodu nieprzestrzegania zasady réwnowaznosci.

Wspoélpracownikiem raczej niz krytykiem Einsteina byl natomiast Gunnar
Nordstrom, ktéry w latach 1912-1913 stworzyt dwie skalarne teorie grawitacji,
zgodne z zasadami réwnowaznosci i statosci predkodci swiatta. W drugiej z nich
po raz pierwszy pojawia sie idea przyroéwnania geometrii czasoprzestrzeni

do wplywajacego na geometrie rozkladu materii-energii. Innymi slowy
powstala (jeszcze niedoskonala i niekompletna) wersja réwnari, ktére obecnie
nazwaliby$my réwnaniami Einsteina. Teoria Nordstroma jest na tyle podobna
do ogélnej teorii wzglednosci Einsteina, ze czasem jest uzywana w celach
ilustracyjnych. Z tego, co wiadomo, Nordstrom nie badal rozwiazan falowych
by¢ moze dlatego, ze jego teoria okazala sie niepoprawna — nie przewiduje
ugiecia promieni $wietlnych w poblizu mas i btednie przewiduje warto$¢ precesji
orbity Merkurego — jednak jego réwnanie pola przewiduje rozwiazanie dla
poprzecznych fal grawitacyjnych, tak jak w ogdélnej teorii wzglednosci.

Publikacja ogdlnej teorii wzgledno$ci w 1916 roku nie zawiera wzmianki

o falach grawitacyjnych. W liscie do Karla Schwarzschilda Einstein pisze
sceptycznie o mozliwosci ich istnienia, co nie przeszkadza mu w kilka miesiecy
p6Zniej opublikowaé artykulu na temat uproszczonych (z zachowaniem tylko
pierwszego, liniowego rzedu przyblizenia) réwnan ogdlnej teorii, ktére wtedy
przyjmuja forme réwnania falowego. Praca ta nie jest pozbawiona bledéw.
Einstein omawia promieniowanie monopolowe (zabronione z powodu prawa
zachowania masy-energii, nieobecne réwniez w elektromagnetyzmie) zwiazane ze
sferycznie symetrycznym ruchem masy. Opublikowana dwa lata pézniej praca
jest juz poprawna (dzieki wymianie listéw z Nordstromem) i zawiera prawidlowy
wzOr na promieniowanie grawitacyjne. Einstein nie spekuluje jednak, czy fale
moga zostaé kiedykolwiek wykryte.

Przyczyna wezedniejszych oraz wielu pdézniejszych pomylek w ogdlnej teorii

jest kwestia doboru odpowiedniego uktadu wspélrzednych, co jak widaé¢ byto
problematyczne nawet dla jej tworcow: w jednym ukladzie wspolrzednych
obecno$é fal jest oczywista, podczas gdy w innym ukladzie przestrzen moze
wydawaé sie calkowicie niezaburzona i ,plaska”. Einstein wrocil do tematu

fal w 1936 roku z Nathanem Rosenem, analizujac pelne (nieuproszczone)
réwnania ogélnej teorii... I po raz drugi wpadt w putapke Zle dobranego uktadu
wspoélrzednych — stwierdzajac, ze teoria jednak nie przewiduje fal grawitacyjnych.
Pozostal sceptyczny wobec fal grawitacyjnych az do $mierci (w 1955 r.).

Dopiero pod koniec lat pieédziesiatych XX wieku praca O fizycznym

znaczeniu tensora Riemanna Feliksa Piraniego, opublikowana w 1957 roku

w ,,Acta Physica Polonica”, a nastepnie prace Hermanna Bondiego, Ivora
Robinsona oraz Andrzeja Trautmana z Uniwersytetu Warszawskiego (Alma
Mater Delty) ostatecznie udowadniaja, ze fale grawitacyjne nie sa artefaktem
wyboru uktadu wspélrzednych, ale procesem przenoszacym energie, a zatem
fizycznym zjawiskiem przewidywanym przez ogdlna teorie wzglednosci.

7Z punktu widzenia oddziatywania na materie fale grawitacyjne sa zmiennymi
w czasie zaburzeniami plywowymi (podobnie jak grawitacja Ksiezyca deformuje
oceany na Ziemi), jednak z podstawowego punktu widzenia sg zmianami
geometrii czasoprzestrzeni. Efekt wywolywany przez fale grawitacyjna
docierajaca do Ziemi jest niezwykle maly: najsilniejszy dotychczas
zarejestrowany sygnal, GW150914, zmienil dlugosé¢ ramion interferometréw
LIGO zaledwie o jedna dziesigciotysieczna Srednicy jadra atomowego.

Fale grawitacyjne rozchodza si¢ z ta sama predkoscia co $wiatto (zgodnie

z oczekiwaniami teorii wzglednosci). Dowodzi tego niemal jednoczesna
obserwacja sygnalu fal grawitacyjnych GW170817 i fotonéw z ukladu
podwojnego gwiazd neutronowych, oddalonych o 130 miliardéw lat $wietlnych.
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Poniewaz temperatura wrzenia wody
maleje wraz z malejacym ci$nieniem,

w wysokich gérach woda wrze

w temperaturze nizszej niz na poziomie
morza. Na Kasprowym Wierchu

(1987 m n.p.m.) zagotujemy wode

w temperaturze ok. 93°C. W Himalajach,
na szczycie Mount Everest

(8848 m n.p.m.) wystarczy 71°C.

Jasnie pan babelek Jan SOLEK*

Kazdy z nas widzial na filmie, jak 16dZ podwodna sunie, przedzierajac sie

przez masy wody. I zapewne widzial tez, ze 16dz pozostawia za soba szlaczek
babelkéw. A skad wladciwie biorg sie te babelki? Czy moga mie¢ one w sobie cos
interesujacego?

Okazuje sie, ze za powstawanie babelkéw wydobywajacych sie spod

plynacej todzi odpowiada ten sam efekt, co za gotowanie sie wody w goérach

w temperaturze nizszej niz 100°C. Na ostrzu lopaty todzi podwodnej powstaje
wysokie ci$nienie rekompensowane niskim ci$nieniem w innym obszarze

lopaty — do tego stopnia, ze punkt wrzenia wody obniza si¢ do wartosci nizszej
niz temperatura wody otaczajacej 16dz. Powstaje wiec babelek wypelniony
para wodna, ktory jest otoczony przez wode w fazie cieklej. Taki babelek

zwa kawitacyjnym. Mimo ze zwykle nie jest on zbyt duzy, to bywa dos¢
niebezpieczny dla urzadzen. Tworzenie sie babelkéw kawitacyjnych jest efektem
niepozadanym. Dlaczego? Maja one tendencje do bycia ,kamikadze”. Jedli
babelek wyladuje w obszarze o zewnetrznym cisnieniu wiekszym niz cinienie
gazu wewnetrznego, to gwaltownie si¢ zapada i czesto wyrzuca czesé swoich
ywnetrznoéci” w kierunku materiatu, obok ktérego sie znajdowal. Wystrzelone
wnetrznoéci uderzaja w powierzchnie materiatu, powodujac mikrouszkodzenia.
To zjawisko, zwane kawitacjg, byto wielce niepozadane w gospodarce oraz

w zastosowaniach militarnych, poniewaz niszczylo éruby. Co wiecej, podczas
zapadania si¢ takiego babelka powstaje dzwiek, wiec todzie podwodne,
korzystajace ze $rub generujacych duza kawitacje, byly latwe do wykrycia przez
sonar.

Na szczescie babelki nie tylko szkodza. Powiedzmy, ze w jaki$ sposéb
wytworzymy babelek w laboratorium i bedziemy go utrzymywali przy

»zyciu”. Czy odkryjemy w nim co$ ciekawego? Odpowiedz nie jest oczywista.
Cofnijmy sie wiec w czasie o 100 lat do deszczowej Anglii. W 1916 roku w celu
zwalczenia efektu kawitacji wojsko skontaktowato sie z Lordem Rayleighem

z prosba, by pomdgt zrozumieé to zjawisko. W efekcie Rayleigh sformulowat
réwnanie rozniczkowe, ktore opisuje zmiane promienia babelka w zaleznosci
od czasu. Same réwnania sg dosy¢ ciekawe i prawie na pewno nie daja sie
rozwiazaé analitycznie. Pozwalaja jednak zrozumieé relacje miedzy ci$nieniem
a promieniem babelka. Lord Rayleigh dal wiec poczatek Scistemu podejsciu do
tego problemu. Wkrétce zorientowano sie, ze babelki moga przyspieszaé reakcje
chemiczne. Zaczeto wiec eksperymentowaé z nimi na rézne sposoby.

Okoto 17 lat po wyprowadzeniu réwnania przez Lorda Rayleigha dwaj panowie,
Neda Marinesco i Jean-Jacques Trillat, wykonywali (oczywiScie znéw na zlecenie
wojska) eksperymenty z uzyciem ultradZzwiekéw, wody oraz kliszy fotograficzne;j.
Jak si¢ okazalo w miedzyczasie, ultradZzwigki moga wytworzy¢ takie same
babelki jak w przypadku ostrza lopaty, a nawet lepsze! Te babelki moga zy¢
dtuzej, poniewaz sa zamkniete niejako w zadanym polu cinien. Podczas takiego
eksperymentowania, catkowicie przypadkiem, Marinesco i Trillat odkryli, ze na
kliszy fotograficznej uzywanej w doswiadczeniu powstaly mate zaciemnienia.
Skads musialo wiec dochodzi¢ swiatlto. Na poczatku wydalo im si¢ to bardzo
dziwne, nie wiedzieli, co jest zrodlem $wiatla. Jednakze po czasie stalo sie
jasne, ze $wiatlo wydobywa sie z babelka. Marinesco i Trillat zauwazyli bardzo
egzotyczny proces, ktory teraz zwiemy sonoluminescencjq. Swiecenie pojawia
sie w chwili zapadniecia sie babelka. Jak dochodzi do takiego Swiecenia? To jest
bardzo dobre pytanie, na ktére nie mamy jak dotad dobrej odpowiedzi. Do dzi$
powstaja teorie (niektére wydaja sie nawet troche absurdalne) opisujace jakis
aspekt zjawiska, ale niestety najczesciej nie opisuja go w pelni i nie do konca
zgadzaja sie z niektérymi doswiadczeniami.

Pozwole sobie teraz przywolaé pare moich ulubionych teorii. Jedna z nich
przewidywala, ze bardzo maly obszar jadra babelka moze sie ogrzaé¢ nawet do
10° kelwinéw i promieniowaé jak cialo doskonale czarne. Inna méwila o tym, ze
za $wiecenie jest odpowiedzialny efekt Casimira (zjawisko kwantowe). Jeszcze
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inna, w przeciwienstwie do tej pierwszej, ze srodek babelka schtadza sie do

10 kelwinéw, a potem nagle podgrzewa do 600 K. Jednym stowem, co fizyk, to
© @ 0@ teoria. Kazda z tych teorii ttumaczyla jakis efekt wystepujacy w tym $wieceniu,
jednak kazda byla daleka od pelnej zgody z doswiadczeniami. Pomimo to

° @ wydaje sie, ze w ostatnich latach dokonal si¢ pewien postep i aktualnie
@ ° jestesmy na dobrej drodze do stworzenia teorii sonoluminescencji. Wiele
¢ © % wniosty spektroskopowe badania Swiatla, dzigki ktérym okazato sie, ze pojecie
o _ temperatury w powszechnym tego stowa znaczeniu traci sens w odniesieniu
© °, oo Lo 3 : o
° ® do babelka kawitacyjnego. Przypomnijmy sobie, co to znaczy, ze obiekt ma
T ° jakas temperature. Oznacza to, ze molekuly maja pewien rozklad energii
¢ oo

(zwiazany z ruchem postepowym), ktéry jest najczesciej rozkladem Boltzmanna.
W wyniku ostatnich doswiadczen ustalono, ze wewnatrz babelka powstaje
egzotyczna plazma, gdzie rozklad energii jest wysoce nieoczywisty. Skoro jest
plazma, to musza tez by¢ wybite elektrony. Jak jednak dochodzi do wybicia
elektronow z atomoéw? Przeprowadzone obliczenia pokazaly jednoznacznie, ze

w Srodku babelka powstaje tak wysokie ci$nienie, ze zachodzi pewien efekt
kwantowy. Odpowiada on za obnizenie energii jonizacji elektronow. Podobny
efekt wystepuje w gwiazdach. W tym kontekscie mozna powiedzie¢, ze naukowcy
bez duzej trudnosci moga tworzy¢ gwiazdy w probdéwce.

Chociaz jestesmy na dobrej drodze do sformulowania teorii sonoluminescencji,
to nadal nie znamy pelnego modelu teoretycznego, ktéry porzadkowalby ten
balagan, i trudno powiedzieé, co si¢ zmieni w tej kwestii w najblizszym czasie.
Wydaje si¢ do$¢ nieprawdopodobne i jednoczesnie fascynujace, ze tak niepozorny
babelek, ktéry nietrudno stworzyé (choéby krecac $ruba statku podwodnego),
jest tak skomplikowanym zjawiskiem, ze do dzisiaj budzi wiele kontrowersji.

Te wielkie kontrowersje dotycza matego babelka (czesto mierzacego kilka
mikrometréw), ktérego wielko$é objawia si¢ w jego zlozonosci.

Przygotowat Dominik BUREK

m M 1660. Dana jest liczba catkowita k > 1. Suma pewnego dzielnika liczby k oraz
§ Zadania dzielnika liczby k — 1 jest réowna ¢, przy czym ¢ > k. Udowodnij, ze co najmniej
jedna z liczb £ — 1, £ + 1 jest zlozona.

Rozwiazanie na str.

M 1661. Na polach duzej szachownicy 8 x 8 umieszczamy pieski. Dwa pieski
szczekaja na siebie, jesli znajduja sie w tym samym wierszu lub kolumnie

w odlegtoéci dwéch lub trzech pdl (rys. 1). Ile najwiecej pieskéw mozna ustawié
na szachownicy tak, aby zaden nie szczekal?

Rozwiazanie na str.

X

X
XIX| 7 XX

X

X

M 1662. W czworokacie wypukltym ABCD dwusieczne katéw wewnetrznych
przy wierzchotkach A i D przecinaja sie w punkcie K, natomiast dwusieczne
katow wewnetrznych przy wierzchotkach B i C przecinaja si¢ w punkcie L
(rys. 2) Udowodnij, ze

Rys. 1

2KL > |AB+CD — BC — DA|.

Rozwiazanie na str.
Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1015. W poziomej rurze znajduje si¢ woda pod ci$nieniem p = 4 - 10°> N /m?
(4 atmosfery). Na jaka wysokos¢ wystrzeli strumieit wody, gdy w gérnej $ciance
rury powstanie maly otwér? Przyjmij, ze gestoéé wody wynosi p ~ 1 g/cm3,

a przyspieszenie ziemskie g ~ 10 m/sQ.

Rozwiazanie na str. [I§]

F 1016. Oszacuj, jak szybko idziemy podczas spaceru, gdy poruszamy sie tak,
zeby zuzywaé jak najmniej energii. Przyjmij, ze podczas spaceru dtugosé¢ kroku
wynosi s & 70 cm, a dlugo$é¢ nogi dorostego czltowieka to | = 90 cm. Przyspieszenie
ziemskie g ~ 10 m/s?.

Rozwiazanie na str. [I3]
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Sciggawka pianistyczna

Ponizej zapis gamy C-dur na pieciolinii
z kluczem wiolinowym

o)
7
A o O
{~ o O ©
ANV o O ©
J o ©OF

A dt el flogloal pt o2

Ogélnie gama durowa to gama, w ktérej
odlegtosci miedzy kolejnymi dzwigkami

(na klawiaturze, wliczajac czarne
klawisze) to (2,2,1,2,2,2,1). Dla gam

durowych réznych od C-dur potrzebujemy
podwyzszy¢ (symbol #, koncéwka -is) lub

obnizy¢ (symbol b, konicéwka -es)

niektére dzwigki, co odpowiada

nastepnemu/poprzedniemu klawiszowi

(by¢ moze czarnemu) na klawiaturze. Dla

przykladu ponizej zapis nutowy gamy

D-dur.
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Gama molowa to gama durowa zagrana
od szoéstego dzwigku. Brzmi ,smutniej”
niz gama durowa. Ponizej zapis nutowy
gamy e-moll (ktérej ,durowym
odpowiednikiem” jest gama G-dur).
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iKadcncja w szerokim pojeciu nie musi
koniczy¢ si¢ tonikg, ale na potrzeby
niniejszego artykulu wystarczy nam takie

zalozenie.

Matematyczny kacik muzyczny III:
Bladzac po przestrzeni tonacji

Konstanty KOSTRZEWSKI*

W systemie dur-moll, ktérym najczesciej sie postugujemy, utwory maja swoje
okreslone tonacje, bardzo czesto wzmiankowane w tytutach — przyktadami moga
by¢: I symfonia C-dur Ludwiga van Beethovena, Koncert fortepianowy d-moll
Wolfganga Amadeusza Mozarta i wiele, wiele innych. Poruszanie si¢ w obrebie
pewnej tonacji oznacza z grubsza, ze postugujemy sie dzwiekami z tejze tonacji.
Na dtuzsza mete jest to jednak... nudne. Totez dla urozmaicenia muzyki zaczeto
si¢ zastanawiaé, jak przeskakiwaé z jednej tonacji do drugiej. Wprowadza to
dodatkowe napiecie, zmienia brzmienie i charakter muzyki w danym momencie.

I tak opracowano trzy podstawowe sposoby zmiany tonacji. Nim jednak oméwimy
ich mechanike, bedziemy potrzebowali pojecia funkcji harmonicznej.

Nie, nie jest to funkcja o ciaglych drugich pochodnych czastkowych i zerowym
laplasjanie, do czego pewnie Czytelnicy Delty sa bardziej przyzwyczajeni.

W muzyce tak nazywamy akordy, ktére w konkretnej tonacji petnia okreslona
funkcje. Najlepiej zobaczy¢ to na przykladzie.

Rozwazmy game C-dur o dzwigkach kolejno ¢, d, e, f, g, a, h, ¢ (pigutka informacji
o gamach na marginesie). Dzwieki te sa kolejno I, II, ..., VIII stopniami gamy.
Od kazdego z tych dzwiekéw budujemy trojdzwieki zlozone z dzwiekéw gamy —
przyktadowo od drugiego stopnia, czyli dzwieku d, budujemy tréjdzwiek d, f, a,
natomiast od szdstego stopnia — a — budujemy tréjdzwiek a, ¢, e. Zaznaczmy

od razu, bez wchodzenia w szczegdly, ze w ramach tréjdzwieku mozemy
wykorzystywaé reprezentantéw danego dzwicku z réznych oktaw, na przyklad e!,
g', ¢ bedzie dla nas dobrym reprezentantem tréjdzwicku c, e, g.
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Funkcje zbudowana na pierwszym stopniu nazywamy tonike (T'), na czwartym
— subdominantq (S), a na piatym — dominantg (D). Sa to gléwne funkcje
harmoniczne. Pozostale funkcje (poboczne) nazywaja si¢ podobnie do tych,

z ktérymi maja najwiecej dzwigkéw wspdlnych — i tak funkcja na I stopniu jest
subdominantq II stopnia (Syr), bo ma z subdominanta dwa dZwieki wspélne.
Natomiast funkcja III stopnia moze by¢ zaréwno dominantq III stopnia, jak

i tonikq III stopnia (odpowiednio Dy i Tyyr), gdyz ma po dwa dzwigki wspdlne
i z tonika, i z dominanta — zalezy to od kontekstu muzycznego.

Mozemy teraz zauwazy¢, ze akordy moga pelni¢ rézne funkcje w zaleznosci od
tonacji, w ktoérej je rozwazamy. Akord C-dur pelni funkcje toniki w tonacji
C-dur, ale i funkcje dominanty w tonacji F-dur czy toniki VI stopnia w tonacji
e-moll. Te wlasciwo$é wykorzystuje sie w pierwszym typie modulacji, modulacji
diatoniczne;j.

Modulacja diatoniczna

Zwana jest réwniez modulacjg akordu wspdlnego. Cheac przejs$é z tonacji pierwszej (X)
do drugiej (Y), nalezy znalezé akord pelnigcy jakas funkcje w obu tych tonacjach.
Schemat modulacji jest prosty — jestedmy w X, gramy akord wspdlny, ktory jest
wyjsciowy z X i jednocze$nie wejéciowy w Y, a nastepnie utrwalamy tonacje Y tzw.
kadencjq®, czyli ciagiem funkcji prowadzacych do toniki Y.

Zobaczmy to na ponizszym przykladzie: Naszym celem jest przejscie z tonacji
C-dur do tonacji B-dur (B = Hes, i jest to maly, nazewniczy wyjatek), ktorej
funkcje przedstawione sa ponizej:
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Klucz basowy daje inna (przesunieta)

interpretacj¢ nut na pieciolinii w stosunku

do klucza wiolinowego. Powyzej zapis
gamy C-dur na pieciolinii z kluczem
basowym.
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Przyktadowe kroki chromatyczne
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Widzimy, ze akordem wspdélnym jest m.in. F-dur, ktéry w tonacjach tych pelni
funkcje, odpowiednio, subdominanty i dominanty. Przyktadowa realizacja

tej modulacji wyglada nastepujaco (w indeksie gérnym umieszczono tonacje
odpowiedniej funkcji harmonicznej):
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W powyzszej modulacji ostatnie cztery akordy stanowia kadencje w B-dur.

W praktyce stosuje sie réwniez pewne modyfikacje podstawowych funkcji — a i to

nie wystarcza do przeprowadzenia jednorazowej modulacji diatonicznej w kazdym
przypadku — nie kazde dwie tonacje maja akord wspolny. W takiej sytuacji nalezy
po prostu wykona¢ ich kilka z rzedu.

Modulacja chromatyczna

Aby zrozumie¢ mechanizm tej modulacji, potrzebne nam bedzie pojecie

kroku chromatycznego. Krokiem takim nazwiemy sekwencje dwoch dzwickéw

w odlegloéci polowy tonu (czyt. sasiednie klawisze na klawiaturze fortepianu),
ktérych nazwy maja ten sam ,rdzen”, ale réznig sie tym, ze maja jedno wigcej -is
lub -es. Takimi krokami beda na przykltad c—cis, es—e, fisis—fis, ale juz nie c—des
(gdyz ich nazwy pochodza od réznych dzwiekéw c i d).

Tak jak w modulacji diatonicznej akord wyjsciowy z X byl jednoczesnie
wejsciowym do Y, tak teraz miejscem modulacji sa dwa sasiednie akordy

w ciggu modulacyjnym, pomiedzy ktérymi pojawia si¢ co najmniej jeden krok
chromatyczny. Dla przykladu, mozna tak ze soba zestawié¢ akordy ¢ —e — g
ie— gis — h, wtedy krok chromatyczny pojawia sie miedzy dzwiekami g

i gis. Ponizej przedstawiona jest modulacja chromatyczna z C-dur do H-dur
z wykorzystaniem wlasnie tego polaczenia (pierwsze dwa akordy sg miejscem,
gdzie zachodzi ta modulacja — krok chromatyczny zaznaczony jest tukiem).
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Modulacja enharmoniczna

Ze wzgledu na to, ze ten typ modulacji korzysta z bardzo rozbudowanych
i zmodyfikowanych funkcji harmonicznych, opowiemy tylko krotko o jej
charakterystycznej wlasnoéci, a szczegolty pominiemy.

Istotnie skorzystamy tu z faktu, ze na klawiaturze fortepianu pewne dzwieki

s3 ze sobg utozsamione, np. cis i des. W modulacji enharmonicznej bowiem
nalezy znalezé (raczej skomplikowany) akord, ktéry na klawiaturze fortepianu
jest wspélny dla obu tonacji, lecz co najmniej jeden z dZwickéw tego akordu
nazywa si¢ inaczej w pierwszej, a inaczej w drugiej tonacji. I tak na przyktad
akordy na marginesie obok sa tym samym na klawiaturze fortepianu, lecz réznia
sie w nazewnictwie najwyzszego dzwigku (as i gis). Jak w poprzednich typach
modulacji, po zagraniu akordu ,,pianistycznie wspélnego” nalezy utrwali¢ tonacje
docelowg. Zaleta tego typu modulacji jest to, ze mozna szybko przejsé pomiedzy
kazdymi dwiema tonacjami. Ponadto stwarza ona silne napiecie harmoniczne,
totez jest znaczacym elementem zaskoczenia.

Modulacje mozemy spotka¢ w ogromnej liczbie utworéw. Stuza miedzy innymi do
tego, by pewna my$l muzyczng przedstawi¢ w ,,innym Swietle” czy charakterze lub
tez wprowadzi¢ zupelnie inna mysl na nowym tle.
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Zgaduj zgadula, gdzie jest kwantowa kula?

*Instytut Fizyki Jadrowej im. Henryka
Niewodniczanskiego Polskiej Akademii
Nauk

Przygotowanie Pomiar M4

>/V

Fwa BORSUK¥*, Pawel BLASIAK*

Co pierwsze przychodzi nam do glowy, gdy styszymy hasto ,paradoks w fizyce”?
Moze stynny paradoks kota Schrédingera? A moze paradoks blizniat? Kto$
moze przypomni sobie paradoks wiedZzmy wlatujacej na miotle do stodoty

z predkoscia bliska predkosci swiatla, kto$ inny opowie o wyscigu zotwia

z Achillesem. Bez wzgledu na to, ktory paradoks jest naszym
ulubionym, maja one wspdlne cechy: sa czyms$ zaskakujacym,
niespodziewanym, pozwalaja lepiej poznaé¢ otaczajacy nas swiat
lub chociaz zadziwi¢ sie nim przez chwile. Jednym z mniej
znanych, cho¢ bardzo ciekawych paradokséw jest paradoks

Pomiar Moyt
(postselekcja)

L R —— Wout trzech pudelek, ktéry, Drogi Czytelniku, mozesz poznac, jesli
\ / M tylko zdecydujesz si¢ na dalsza lekture. Paradoks wyécigu zétwia
W 7 Achillesem ilustruje wspélczesne zrozumienie pojecia granicy.
AT Paradoksy blizniakéw i wiedZmy latajacej na miotle sg zwiazane

Rys. 1. Schemat eksperymentu z jedna czastkg i trzema
pudetkami (z poSrednim pomiarem na pudetku A).

Na ukladzie przygotowanym w stanie |¥i,) wykonujemy
pomiar M4, zadajac pytanie, czy czastka jest w pudetku A,
czy jej tam nie ma (czyli A lub AL). Nastepnie dokonujemy
postselekcji ze wzgledu na drugi pomiar, Myyt, sprawdzajac,

czy uklad jest w stanie |Woyut)

Stany |A), |B) i |C) to wektory
rozpinajace trojwymiarows przestrzen
wektorowa nad ciatem liczb

zespolonych C. Wektory te sg parami
ortogonalne i unormowane (ich dlugosci
sg réwne jeden), stanowia wigc baze
ortogonalng (a nawet ortonormalng).

W tej bazie wspolrz¢gdne wektorow
wystepujacych w artykule sa nastepujace:

= L1
=7
e
out — )
734

[o

1

) = 1|,
’ > V2 1:|

|A) = =

1 0
H, |B) = H 1)
0 0

Tloczyn skalarny dwoch wektoréw

E
uz |, |’L)> v2
us U3

obliczany jest wedlug wzoru:
(ulv) = urv1 + Uzv2 + Uzvs,

b

juy = =

gdzie kreska oznacza sprzezenie zespolone.
Jezeli (ulv) = 0, to méwimy, ze wektory
|u) i |v) sa ortogonalne (prostopadle).
Dlugos$é¢ wektora |u) jest zdefiniowana
jako

lull = \/(ulu) = \/lu? + |uz]? + [us?.
Stan ukltadu to dowolny wektor o dlugosci
réwnej jeden.

Rzut na dwuwymiarows podprzestrzen
prostopadla do |A) rozpigta na
ortogonalnych wektorach |B) i |C) jest
zdefiniowany jako:

P = |B)(B| +|C)(C],

a jego dzialanie na dowolny wektor |w)
jest dane wzorem:

P |w) = |B) (B|w) + |C) (C|w) .
Dlatego P |¥,) = Y2

= WI‘I'*%

ze szczegoOlna teoria wzglednodci, dotycza dylatacji czasu

i kontrakcji przestrzeni. Stynny jednoczesnie ,,zywy i martwy”
kot Schriodingera to paradoks z zakresu fizyki kwantowej. I tg
wladnie zajmiemy sie dzisiaj, poniewaz do niej nalezy réwniez
paradoks trzech pudelek [IJ.

Paradoks trzech pudelek sprowadza sie do prostego pytania: Gdzie jest czgstka?
Wyobrazmy sobie nastepujacy eksperyment z pojedyncza czastka. Zgodnie

z zasadami mechaniki kwantowej mozemy przygotowaé uktad w superpozycji
trzech stanéw |¥y,) = %(\A> +|B) +|C)), gdzie stany bazowe |A), |B) i |C)
oznaczaja czastke znajdujaca sie w jednym z pudetek, odpowiednio, A, B lub C.
Jest to jeden z tych tajemniczych stanéw, typowych dla mechaniki kwantowej,
ktore wymykaja sie klasycznemu opisowi. W praktyce taka czastka moze by¢
np. foton lub elektron, a pudetka odpowiadaja Sciezkom w ukladzie optycznym,
po ktérych moze sie on poruszaé. Na tak przygotowanym ukladzie wykonujemy
nastepnie pomiar My, zadajac pytanie: czy uklad znajduje sie w stanie |Wo,¢) =
= %(M) +|B) —|C))? Jesli odpowiedz brzmi TAK, to uwazamy, ze eksperyment
si¢ powi6édl. OdpowiedZ NIE oznacza eksperyment nieudany, ktérego wynik
odrzucamy. W zargonie eksperymentalnym jest to tak zwana postselekcija,

czyli wybranie interesujacych nas przypadkéw zgodnie z jakims kryterium

(w naszym przykladzie jest to pozytywny wynik pomiaru Mgy ). Nie ma

tu nic niepokojacego, dopdki nie zaczniemy sie zastanawiaé, gdzie byla

czastka w trakcie eksperymentu. Sprawdzmy zatem, zadajac pytanie: Czy
czqstka jest w pudetku A? Czyli zrébmy po drodze pomiar M4 polegajacy na
zagladnieciu do tegoz pudelka, udzielajac jednej z dwdch mozliwych odpowiedzi:
czastka znajduje sie w pudelku A lub czgstka jest gdzies indziej) (oznaczmy te
odpowiedZ A*). Rysunek 1| ilustruje nasz eksperyment. Mamy trzy pudetka,
trzy opcje: A, B, C i jedna czastke. Jakie zatem moze byé¢ prawdopodobienistwo
znalezienia czastki w jednym z tych pudetek, pod warunkiem powodzenia
eksperymentu? Odpowiedz wydaje si¢ oczywista: % Tymczasem fizyka
kwantowa mowi, ze jest to bledna odpowiedz! W tak przeprowadzonym
eksperymencie znalezienie czastki w pudetku A wynosi 100% ! Wydaje sie zatem,
ze jedli zadamy analogiczne pytanie o pudetko B zamiast o pudetko A (tzn.
wykonamy pomiar Mp zamiast M4), to powinnidmy tam czastki nie znalezé.
Tym wieksze zaskoczenie, bo wtedy rowniez czastka znajduje sie w pudetku B

z prawdopodobienstwem 100% ! Jak to jest mozliwe? Czyzby czastka ,wiedziala”,
gdzie robimy pomiar, i przeskakiwala do badanego pudetka? A moze czastka
znajduje sie w dwéch miejscach na raz?

Dla pewnosci przekonajmy sig, jak mechanika kwantowa opisuje ten paradoks.
W eksperymencie mamy trzy nastepujace po sobie etapy: przygotowanie
ukladu w stanie |U;,), pomiar M4 (lub odpowiednio Mp) oraz pomiar Mo,

z postselekcja ze wzgledu na stan |¥Uoy) (patrz rys. [1)). Pytanie, ktore zadajemy,
dotyczy prawdopodobienstwa P(A| W,y ) znalezienia czastki w pudetku A pod
warunkiem, ze postselekcja si¢ udala. Zauwazmy, ze interesujace nas zdarzenie
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Przygotowanie

Pomiar M4

‘\I}in>

[e=)

Rys. 2. Diagram ilustrujacy mozliwe scenariusze

w eksperymencie z trzema pudetkami (w przypadku pomiaru
na pudetku A). Nad strzatkami podane sa odpowiednie
prawdopodobienstwa warunkowe. Zauwazmy, ze po

pomiarze M4 wynikom A oraz At odpowiadaja kwantowe

stany, odpowiednio, |A) oraz |¥™)

Literatura

[1] Y. Aharonov and L. Vaidman.
Complete description of a quantum

system at a given time. J. Phys. A:

Math. Gen., 24:2315-2328, 1991.

[2] R. E. George, L. M. Robledo,
O. J. E. Maroney, M. S. Blok,
H. Bernien, M. L. Markham, D. J.
Twitchen, J. J. L. Morton, G. A.
D. D. Briggs, and R. Hanson.
Opening up three quantum boxes
causes classically undetectable
wavefunction collapse. Proc. Natl.

Acad. Sci. USA, 110:3777-3781, 2013.

=

wlro

jest wezesniejsze niz warunek, pod ktérym zadajemy pytanie. Uzywajac
twierdzenia Bayesa, mozemy odwréci¢ kolejno$é warunkowania, tak aby
odzwierciedlalo ono chronologie zdarzen w eksperymencie, tzn.:
P(Wou | 4) - P(A)

P(\Ilout) ’
gdzie mianownik mozemy rozpisaé¢ za pomoca twierdzenia o prawdopodobienstwie
calkowitym w nastepujacy sposob:
(2) P(\Pout) = P(\I’out |A) : P(A) + P(\Ilout | AL) 'P(AL)a
poniewaz dwa mozliwe wyniki pomiaru M4, tzn. A oraz A+, wzajemnie si¢
wykluczaja.

(1) P(A ‘ \Iiout) =

Mechanika kwantowa daje odpowiedz, jak obliczaé¢ poszczegdlne
prawdopodobienistwa. Wszystko, czego potrzebujemy, to prosta wersja tzw.
reguly Borna oraz postulat ,kolapsu” funkcji falowej. Reguta Borna okresla
prawdopodobienistwo otrzymania wyniku odpowiadajacego wektorowi |¢), pod
warunkiem, ze stan ukladu opisany jest przez wektor stanu |¢) nastepujacym
wzorem: Py(1) = |[(|¢)|%. Natomiast postulat kolapsu funkcji falowej méwi,
ze po takim pomiarze stan ukladu opisany jest wektorem zrzutowanym na
podprzestrzenn odpowiadajaca otrzymanemu wynikowi. (Po zrzutowaniu
wektor nalezy jeszcze unormowad, czyli pomnozy¢ przez tak dobrang stata,
aby jego dlugoé¢ byla réwna 1.) PrzesledZzmy zatem po kolei, jak ewoluuje
uklad przygotowany w stanie |¥;,). Rysunek [2| ilustruje kolejne etapy. Pierwszy
pomiar, M4, daje odpowiedz Czgstka jest w pudetku A

z prawdopodobienstwem P(A) = Py, (A) = [(A|¥:)|* = 3,

Pomiar Mgyt

(postselekcja)
przeksztalcajac funkcje falowa do stanu |A4), tzn. [¥y,) = |A).
[Pour) ¥/ Przeciwnej odpowiedzi, tzn. Czgstki nie ma w pudetku A,
spodziewamy si¢ z prawdopodobiefistwem P(A*) =1— P(A) = 2,
_ ktéra oznacza kolaps [Wy,) 2= [U*) = % (IB) +|C)) (czyli rzut
W wektora |¥;,) na podprzestrzen ortogonalna do |A), rozpieta
na wektorach |B) i |C)). Nastepnie wykonywany jest drugi
Zoue) V/ pomiar, My, ktorego wynik zaleze¢ bedzie od stanu ukltadu po
wezedniejszym pomiarze My. Jedli jest to stan |A), pozytywna
. odpowiedZ na pytanie Czy uklad jest w stanie |Woyut) (czyli

Wy postselekcja sie udata) dostaniemy z prawdopodobiefistwem
P(Wout | A) = Pa(Wour) = [(Yous|A)|? = &. Natomiast

jesli jest to stan |¥*), odpowiedz jest zawsze negatywna
(czyli postselekcja nigdy sie nie uda), poniewaz

P(\Ilout ‘ AL) - P‘I’* (\Ilout) - ‘<\I/0ut|\lj*>|2 =0 (Stany |\I/0ut>
oraz |[¥*) sa ortogonalne).

Teraz wystarczy wszystko podstawi¢ do rownan i , aby otrzymad
P(A|¥oys) = 1! Dla kompletnosei zauwazmy réwniez, ze z réwnania
mozemy odczytaé, jak czesto ten eksperyment sie udaje, tzn. postselekcja

w pomiarze My, daje pozytywny wynik z prawdopodobienstwem P (W) = %
(jeden przypadek na dziewieé¢ to moze malo, ale wystarcza). Na rysunku
rozrysowaliSmy wszystkie mozliwosci w tym eksperymencie. Czytelnik

szybko sie przekona, ze wynik dla eksperymentu Mp bedzie analogiczny
P(B|¥yu) = 1! A wiec faktycznie, matematyka mechaniki kwantowej daje takie
»dziwne” przewidywania. Co wiecej, takie eksperymenty wykonuje sie obecnie
w laboratoriach, potwierdzajac, ze ten opis jest poprawny [2].

Oto cala sztuczka. Jesli sprawdzamy pudetko A, czastka jest w pudetku A, jesli
pudetko B, czastka jest w pudetku B. Jak to mozliwe? Czyzby postselekcja
,oddzialywala” na pomiar do tytu w czasie? Czy co$, co zdarzy sie pozniej

(w naszym przypadku postselekcja), moze mie¢ wplyw na to, co zdarzy sie
wezesniej (pomiar pudetka A lub B)? A moze czastka jest zdelokalizowana i tak
ynaprawde” jest i tu, i tam (lokalizujac si¢, gdzie akurat trzeba, aby potwierdzié
nasze rachunki)? A moze nie nalezy odrzucaé wszystkich przypadkéw, w ktorych
postselekcja sie nie udala, i nie przejmowac si¢ paradoksem trzech pudetek
sformutowanym w powyzszy sposéb? Tych ,a moze” jest wiele i kazde z nich
ma swoich zwolennikéow. Do ktorej grupy Ty sie zaliczasz, Drogi Czytelniku?
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Pot szklanki mocnego kodu

W najgoretszym okresie sesji egzaminacyjnej — w polowie czerwca — pietnascie
Ustawka 2020 druzyn z réznych polskich uczelni walczyto w hackathonie zorganizowanym
przez IBM Polska przy wspolpracy Wydzialu Matematyki, Informatyki
i Mechaniki UW. Cel byt pozornie bardzo prosty — przez dziesie¢ kolejnych
dni przewidzie¢ trzy liczby: liczbe zachorowan, wyzdrowien i zgonéw na
Covid-19, podawane nazajutrz przez Ministerstwo Zdrowia. O miejscu druzyny
w koricowym rankingu decydowala suma kwadratéw bledéw wszystkich prognoz.

Zob. ustawka2020.pl

Zwyciezcy zgodzili si¢ podzieli¢ z Czytelnikami Delty tajemnicami swoich
sukceséw. Ponizej zamieszczamy ich bezposrednie krétkie relacje, spisane
podczas wakacji.

Starsza siostra rozsadku, intuicja I miejsce
Tomasz BAJKACZ*, Kamil CHOINSKI*, Fabian JEZIOREK*
*Wydzial Automatyki Elektroniki Prognozujac wartoéci na nastepny dzien, uwzglednialiSmy takie parametry,

i Informatyki, Politechnika Slaska jak: dane z ostatnich dwoch tygodni, dzien tygodnia (bo np. w weekendy

wykonywano mniej testéw), biezace wiadomosci, dane meteorologiczne.
Codziennie wieczorem zbieraliSmy sie i wspélnie analizowaliSmy te dane, i na
tej podstawie przygotowywaliSmy, polegajac na naszej intuicji, ostateczne
typy na nastepny dzien. Dominujacy wplyw na nasze prognozy mialy wartosci
z biezacego dnia, co mozemy zauwazy¢ na wykresie obok.

Poczatkowo mieliémy plan, aby stworzy¢ algorytm dostosowujacy krzywa

600 R do wykresu, jednak byliémy wtedy w trakcie sesji i uznalidémy, ze réwnie
“// orlewidars dobrze mozemy dokona¢ naszych przewidywan bez wykorzystania modelu.
400%_( Stwierdziliémy, ze chaotyczna zmienno$é liczby zachorowan i wyzdrowien
uniemozliwia stworzenie dzialajacego modelu. UznalisSmy tez, ze nie warto

zachorowania

N
=3
S

przykltadaé¢ wigkszej wagi do prognozy liczby zgonéw, poniewaz nie miata ona
znaczacego wplywu na ostateczny wynik.

0
16 VI data 26 VI
Czynnikiem, ktory istotnie wptynal na nasze przewidywania, byla wiadomosé

o wyzdrowieniach gornikéw — zwiekszyliémy wtedy sporo warto$¢ prognozy
wyzdrowien, co okazalo si¢ celnym strzalem. Od tego momentu z pomyslnym
skutkiem typowalidémy wieksze liczby wyzdrowien od zachorowan.

Szlifujac az do ostatniego dnia IT miejsce

Aleksandra MUSIAEL**, Michal MASLANKA**, Bartosz MAZIARKA**

** Wydzial Elektrotechniki i Informatyki, ~ Nasze podejscie do tematu byto stosunkowo luzne — bardzo podstawowe
Eﬁlﬁ;‘;?:;;ﬁ;al{zeszows“ im. Ignacego  py1zewidywanie szeregéw czasowych metoda podwéjnego wygladzania
wykladniczego (model Holta—Wintersa), dostepna w pakiecie R:

s =ay; + (1 —a)(st—1 +bi1),

by = B(s¢ — s¢-1) + (1 — B)bs—1,
gdzie y; jest wartoscig zmiennej prognozowanej w chwili ¢, a b, — wygladzonym
przyrostem trendu. Wspétezynniki « i § znajduje sie eksperymentalnie. Majac te
wartosci, prognoze na chwile t + m oblicza sie ze wzoru

Ytgm = St + mby.

Szeregi nie mialy wyraznego trendu (by! on bardzo lagodnie wzrostowy), wiec
wspolczynnik 8 gral mala role w prognozach; wspoétczynnik a byt duzo wiekszy.
7 szeregow usuneliSmy dane sprzed umownej daty stabilizacji sytuacji, czyli
sprzed 2 kwietnia. Przed ta data wirus rozwijal si¢ i mogloby to wplynaé na
prognozy.
Majac wstepna prognoze z modelu Holta—Wintersa, patrzyliémy na sytuacje
rowniez z perspektywy zdrowego rozsadku, biorac pod uwage takie czynniki, jak:
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Od innowacji do pandemii

liczbe hospitalizowanych osob, liczbe oséb pod respiratorami, dzien tygodnia
(np. spadki wyzdrowiefi w niedziele), a takze czynniki srodowiskowe, jak wyjazdy
na wakacje. Korekty zwykle sie zdarzaly, ale najczesciej nie wieksze niz 10% dla
zachorowan i wyzdrowien i 20% dla $mierci.

Na poczatku hackathonu liczba zachorowan byta stabilna, dlatego tez co do
liczby zachorowan mozna bylo §mialo oprzeé si¢ na prognozach z modelu. Przy
wyzdrowieniach nalezalo wzia¢ pod uwage fale zachorowan na Slasku, ktéra
rozpoczeta sig 11 dni od dnia poczatku zawoddéw — mieliémy $wiadomosé, ze
zarowno $mierci, jak i wyzdrowienia moga nagle znaczaco wzrosnaé, dlatego
wyzdrowienia zwigckszane byly o okolo 40% w stosunku do prognozowanej
wartosci. Do$¢ cynicznie stwierdziliSmy, Zze $mierci maja maly wplyw na blad
koncowy, wiec przyjeliSmy, ze wartos¢ ta bedzie oscylowata w okolicach 10
(czasem dodamy 1, czasem odejmiemy 1, zaleznie od przeczucia).

Przez kilka dni metoda sprawdzata sie... az nadszedl dzien sadu, czyli

18 czerwca. Wtedy zachorowania gwattownie spadty, podczas gdy wyzdrowienia
mocno wzrosly, nie mowiac juz o niezwykle wysokiej liczbie zgonéw. To byt
moment, w ktérym nalezato zrewidowaé strategie. Stanelismy przed problemem —
czy spadek zachorowan jest anomalia, czy jednak wartosci na niskim poziomie
beda sie utrzymywaly? Chociaz dane historyczne sugerowaly, ze tak nie bedzie,
postanowiliSmy przez dluzszy czas prognozowaé nizsze wartosci zachorowan, co
bardzo si¢ optacito.

Wozrost wyzdrowien dalo sie przewidzie¢, ale nie spodziewalismy sie, ze bedzie
az tak wysoki. Wartosci ponad 380 zdarzyly sie w historii tylko 3 razy, i to
przy kilkudniowych seriach zachorowan rzedu 450. Zaskoczylo nas to zaréwno
19 czerwca, jak i pdzniej. Po przeblysku geniuszu w niedziele 22 czerwca
(obnizenie warto$ci wyzdrowieri ponizej 400 z uwagi na niedziele) spodziewaliSmy
sie, ze wyzdrowienia przestana rosna¢ i wroca do poziomu okoto 350, poniewaz
wiekszos¢ poszkodowanych w §laskiej fali wrécita juz do zdrowia. Przez kilka
dni upieralidémy sie przy tej strategii, rezygnujac dopiero ostatniego dnia, kiedy
to udalo nam sie postawié¢ najtrafniejsza prognoze w zawodach: o bledzie

rzedu 2%o!

IIT miejsce

Pawel GOCAL***, Przemystaw SARNACKI***, Rafal SZCZEPANIK***

*** Wydzial Elektroniki, Wojskowa
Akademia Techniczna

E. Le Nagard i A. Steyer, La prévision
des ventes d’un nouveau produit de
télécommunication: probit ou théorie des
avalanches?, Rech. Appl. En Mark., t. 10,
nr 1, s. 57-68, 1995.
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Dopasowanie modelu do danych
historycznych

Do stworzenia modelu przewidujacego liczbe zakazonych, zdrowych i zmartych
wykorzystaliémy dane o osobach dotychczas juz zarazonych, uwzgledniajac
liczbe zakazen na kazdy poprzedni dzien. Pozwolito to na okreslenie trendu.
Poniewaz wirus przenosi sie droga kropelkowa, najczeéciej przy rozmowie,
kichaniu i kaszlu, zatozono, ze moze si¢ rozprzestrzenia¢ podobnie jak
innowacje. UzyliSmy zaproponowanego przez francuskich naukowcéw modelu
rozprzestrzeniania si¢ innowacji w telekomunikacji (Zrédlo obok):

ng=N-(1—e )2,

gdzie n; oznacza prognozowana warto$¢ w chwili ¢, natomiast IV, a oraz « to
wspoélezynniki modelu. Ich wartosci wyznaczalidémy tak, by zminimalizowaé
btad sredniokwadratowy dopasowania do danych historycznych. Model
zaimplementowaliémy w Pythonie przy uzyciu bibliotek NumPy, Pandas i SciPy.
Z powodu sytuacji epidemiologicznej wspoltpracowaliSmy zdalnie, korzystajac

z platform Microsoft Teams, Google Colab i Github.

Zasadniczym problemem w przewidywaniu liczby zachorowan i wyzdrowien
byta niejednakowa liczba wykonywanych dziennie testéw na obecnos¢ wirusa.
Zauwazylisémy, ze wyniki w niedziele i poniedziatek byly mniejsze od pozostatych
dni tygodnia — z powodu wykonania mniejszej liczby testow w okresie
weekendowym. Gdyby liczba testow wykonywanych dziennie byla stala, modele
prognozujace dawalyby duzo lepsze wyniki.
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* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

TDlaczego w ogdle zajmowaé sie czyms
bez sensu? Na przykltad dlatego, ze
czasem ktos§ poda nieprawidlowe
rozwigzanie zadania, ale stwierdzenie
btedu wymaga sporego wysitku.

Dlatego potraktowaliSmy model jako punkt wyjscia i uzupelnialiémy go o sume
dwéch poprawek, wyznaczanych na podstawie dnia tygodnia i liczby testéw.
Przyktadowo, jesli testéw bylo mato, to poprawka wynosila —10%, jesli duzo,
to +10%, a w przeciwnym wypadku +5%. Analogicznie reagowaliémy w drugim
przypadku.

Cho¢ obiecali$my sobie, ze nie bedziemy modyfikowaé¢ modelu ani jego wynikéw
w trakcie hackathonu, to ze wzgledu na niespodziewane pojawienie sie nowego
ogniska choroby na Slasku wzbogaciliémy zestaw poprawek o dodatkowy
parametr z tym zwigzany, co poprawilo jako$¢ prognoz.

Komentarz kibica

W imieniu Komisji Konkursowej hackathonu, ktérej miatem zaszczyt przewodniczyé,
gratuluje zwycieskim zespotom odwagi zmierzenia sie z obu wyzwaniami:
prognozowaniem tego, co nieprzewidywalne i... pisaniem do Delty. Bardzo bytem
ciekaw ich rozwiazan i, zapewne jak wielu Czytelnikéw rubryki, pod$wiadomie
oczekiwatem, ze najlepsze przewidywania bedg efektem uzycia spektakularnego modelu
matematycznego, by¢ moze wymagajacego nietrywialnej implementacji. Tymczasem
okazalo sig, ze najlepsza prognoza byla najzwyczajniej w Swiecie wynikiem dzialania
trzech, réwnolegle dzialajacych, wszechstronnych sieci neuronowych, trenowanych przez
ostatnie 20+ lat: to znaczy mézgdw zwycieskiej tréjki. Pracujacych w szczegdlnym
trybie, ktéry nazywamy na rézne sposoby: przeczuciem, intuicjq, zdrowym rozsgdkiem.

Czy naprawde powinni$my sie temu dziwi¢? Przewidywane zjawisko byto bardzo
skomplikowane, m.in. przez wplyw najrézniejszych zewnetrznych szumoéw: nieznanej

i zmiennej liczby testéw, sprawozdawczoéci, nowych ognisk choroby itp. Nie byto czasu
na dlugotrwate analizy i studia epidemiologiczne; z oczywistych powodéw nie mozna
byto tez zapytaé specjalistow... W takiej sytuacji chyba kazdy mialby silne przeczucie,
ze postawienie na intuicje jest zgodne ze zdrowym rozsadkiem.

Aby jednak nie nadawaé intuicji znaczenia wigkszego, niz zastuguje, warto zauwazy¢, ze
catkowicie odmienna strategia — bezrefleksyjna i nad wyraz leniwa (na ktéra wszakze
nikt sie nie zdecydowal): jutro bedzie tak samo jak dzi$, dawaltaby... drugie miejsce

w naszym konkursie.

. 25 »3;“7%
ey

Logika implikac
Aleksy SCHUBERT*

Na poczatek zajmijmy sie czyms$ zupelnie bez sensuf. Na przyklad zdaniem:

Piotr KRZYZANOWSKI

Y]

i

(A) Jedli na Merkurym w tej chwili znajduje sie czlowiek, to na Merkurym
znajdujq sie Slady czltowieka.

To zdanie jednak bylibySmy gotowi uzna¢ za ,bardziej prawdziwe” niz
wypowiedz:

(B) Jesli na Merkurym w tej chwili znajduje sie czlowiek, to autor tego artykulu
jest Czyngis-chanem.

Tymczasem na gruncie logiki klasycznej zdania te sa réwnie prawdziwe. W logice
tej jesli pierwszy czlon implikacji (np. na Merkurym w tej chwili znajduje sie
czlowiek) jest falszywy albo jedli drugi czlon implikacji (np. autor tego artykulu
jest Czyngis-chanem) jest prawdziwy, to cale zdanie jest prawdziwe.

Wielu uczniéw i studentéw burzy sie, gdy poda im sie taka interpretacje

wynikania. Jednak w systemie nastawionym wylacznie na okreslanie, czy co$ jest
prawda, czy falszem, a takim systemem jest logika klasyczna, wyjscia specjalnie
nie mamy. Gdy uprzemy sig, ze implikacja jest spéjnikiem, jak i czy lub, oraz ze
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Wielkim org¢downikiem pewnej pierwotnej,
apriorycznej intuicji w rozumowaniach
matematycznych na gruncie matematyki
byl stynny L. E. J. Brouwer.

Opisany w tekscie formalizm definiowania
funkcji nazywany jest rachunkiem
lambda.

@

Rozwigzanie zadania F 1016.
Najmniej energii zuzywamy, gdy
maksymalnie wykorzystujemy site
grawitacji podczas poruszania nogami.
Woéwecezas kolejne kroki polegaja na
swobodnym, wahadlowym ruchu nég — na
przemian lewej i prawej, a jeden krok
wykonujemy w czasie potowy okresu
wahadta utworzonego z naszej nogi. Okres
wahadla fizycznego wynosi

[ I
T =2my | —,
mgd

gdzie I jest momentem bezwladnosci,
m masg nogi, a d odlegloscia jej $rodka
ciezkosci od osi obrotu — w tym
przypadku od stawu biodrowego.
Przyjmijmy, ze noga jest w przyblizeniu
jednorodnym pretem o diugosci [

i masie m. Wowczas [ = mi?/3,a d=1/2.

Otrzymujemy

21

T =214 —
39

i oszacowanie predkosci spaceru:

s 39
v=—4/ .
T 21

Dla podanych wartosci [ = 0,9 m

i s = 0,7 m otrzymujemy v &~ 0,91 m/s~
=~ 3,3 km/godz. Podawana zwykle
»predkodé piechura” réwna okoto

5 km/godz. dotyczy szybkiego marszu
wymagajacego sporego wysitku. Noga nie
jest jednorodnym pretem, bo udo jest
zwykle grubsze od tydki, co zmniejsza
moment bezwtadnoéci I i ,podnosi”
$rodek ciezkodci nogi, czyli zmniejsza d.
Przyblizenie ,ratuje” masa skupiona

w stopie znajdujacej sie na koncu nogi.
Zache¢camy Czytelnikéw Dociekliwych do
wykonania wlasnych pomiaréw

i sprawdzenia poprawnosci przyjetego tu
modelu.

czlony zdania moga by¢ tylko prawdziwe lub falszywe, to pozostaje nam jedynie
przyjaé jak w logice klasycznej: prawda implikuje tylko prawde (bo inaczej by¢
nie moze), ale falsz implikuje cokolwiek (bo gdy doszlidémy do falszu, to jest
nam naprawde wszystko jedno). Taka ,teoria prawdy” jest bardzo eleganckim
systemem matematycznym, ktéry spodobal sie ogromnej liczbie ludzi.

Powyzsze podejscie ignoruje na przyklad fakt, ze moze aktualnie nie by¢
wiadomo, czy dany czlon implikacji jest prawdziwy. Jak zatem moga sobie
poradzié¢ ci niezadowoleni z tego rozwiazania? Czym rézni sie¢ powyzsze zdanie A
od B? Ot6z za zdaniem A kryje si¢ wyrazna intuicja na temat tego, jak z faktu,
ze na Merkurym znajduje sie czltowiek, wydedukowaé, ze znajduja sie tam $lady
czlowieka.

Za zdaniem B nie kryje sie zadna taka podpowiedz, natomiast ewidentna
falszywos¢ drugiego czlonu sugeruje nam po cichu, ze cate to zdanie musi by¢
jako$ ,nieprawidlowe”.

Klopotliwe jednak w tym podejsciu jest to, ze w zasadzie nie wiadomo, czym
jest intuicja. Matematycy na poczatku XX wieku (m.in. A. Heyting, A. Church,
S. Kleene) doszli do przekonania, ze wystarczajaco dobrym przyblizeniem
pojecia intuicji bedzie pojecie funkcji rozumianej jako przepis na przetworzenie
zatozonych argumentéw w wynik. Jak jednak moga wygladaé takie przepisy?
Oznaczmy okrelany przez nas przepis jako M. Oto potrzebne cegielki:

¢ Musimy mieé¢ do dyspozycji mechanizm wprowadzania do obiegu skladnika,
ktory moze by¢ uzywany przy dalszym pisaniu przepisu na obliczenie
funkcji. Polegajacy na takiej operacji przepis M mozna zapisa¢ w postaci
wyrazenia M = Ax.N, gdzie N jest ta czescia przepisu, w ktérej mozna
uzywaé sktadnika x, zwykle w tym kontekscie zwanego argumentem z. Takie
wyrazenie bedziemy nazywaé lambda abstrakcjg x w N.

e Drugi potrzebny mechanizm to uzywanie wprowadzonego do obiegu
argumentu. Nasz przepis M, jeli polega wladnie na takim uzyciu, mozna
zapisaé jako M = x. Takie wyrazenie bedziemy nazywaé uZyciem zmiennej x.

o Jest jeszcze trzeci mechanizm — to mechanizm zastosowania, inaczej aplikacji,
funkcji do zadanego argumentu. Jesli nasz przepis M ma na tym polegaé,
to mozemy go zapisa¢ jako M = My M, gdzie M, jest wcze$niej opisanym
przepisem na funkcje, a My argumentem (ktéry tez moze by¢ funkcja). Takie
wyrazenie bedziemy nazywaé aplikacjg My do Ms.

Mozna sie¢ teraz takimi wyrazeniami pobawi¢ i napisa¢ sobie ,przepis” Az.x. Ta
prosta definicja okresla funkcje, ktéra dla zadanego argumentu = daje w wyniku
wlasnie ten argument. W ten sposéb zdefiniowaliémy funkcje identycznosciowa f,
taka ze f(x) = z. Inny ciekawy przepis to Az.\y.zy. Whrew pozorom nie jest to
mnozenie! Zgodnie z przyjeta przez nas notacja przepis ten oznacza, ze funkcje,
ktora jest podana jako pierwszy argument, zastosujemy do drugiego argumentu.
Tutaj mozemy pojs$¢ za ciosem i podaé caly ciag podobnych przepiséw:

Az dy.xy, Axdy.a(zy), Izdyax(z(zy)),...

gdzie argument = jest powtarzany w kolejnych wyrazeniach coraz wieksza liczbe
razy. I tu mamy niespodzianke, bo tym sposobem zbudowaliémy w naszym
jezyku odpowiedniki liczb naturalnych. Majac do dyspozycji ,,przepisoliczby”

n i m, mozemy je doda¢ za pomoca nastepujacego przepisu na dodawanie:

An A dm Az Ay (nz)((mx)y)

(zaznaczmy jeszcze, ze n i m to przepisy, a nx i mzx to aplikacje tych przepiséw
do argumentu z).

Rozszyfrowanie, ze powyzsze wyrazenie reprezentuje dodawanie, jest niezla
tamigléwka. Jednak wszystko stanie sie duzo jasniejsze, jesli spostrzezemy, ze dla
wyrazenia (Az.M)N, polegajacego na uzyciu przepisu Az.M do argumentu N,
ostateczny wynik jest taki sam jak dla wyrazenia, w ktérym w przepisie M

na kazde wystapienie argumentu z wstawimy faktyczna tres¢ N. Prosze
popatrzeé¢ (w kazdym wierszu podkredliliSmy argumenty, ktére biora udzial
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Czytelnikowi Ambitnemu zalecamy
zastanowic sie, jak powinien wygladaé
przepis na mnozenie.

Przedstawiony w artykule system logiczny
nazywany jest minimalng logikaq
implikacyjnq. Co ciekawe, stwierdzanie,
czy zdanie jest tautologia tego systemu,
jest obliczeniowo trudniejsze niz dla
klasycznej logiki zdaniowej.

Rozwigzanie zadania M 1661.
Mozemy rozmiesci¢ 27 pieskéw tak, jak
wskazano na rysunku, i wéwczas zaden
nie bedzie szczekal. Pokazemy, ze jest to
najwigksza mozliwa liczba.

A .11
.31, .31,
L3). .31,

% .31
.31 .31
3L 3L

Zauwazmy, ze w prostokacie 1 X 5 pieski
moga by¢ umieszczone albo na dwéch
skrajnych polach, albo moga sta¢ obok
siebie. W szczegdlnosci mozna w nim
umiesci¢ nie wigecej niz dwa pieski.
Ponadto tatwo zauwazy¢, ze w dowolnym
kwadracie 3 X 3, ktérego pola oznaczono
jak na rysunku, na polach oznaczonych
w ten sam sposob moze staé tylko jeden
piesek. Wobec tego w takim kwadracie

mozna umiesci¢ maksymalnie 5 pieskow.

Dzielac teraz szachownice 8 X 8 w sposéb
pokazany na rysunku (na 11 prostokatéw
1 x 5 i kwadrat 3 x 3), widzimy, ze
»cichych” pieskéw moze byé maksymalnie
54112 =27.

w przeksztalceniu):
((Andm Az y.(nz)((ma)y)) (A’ y' .2’ (2'y'))) (A" Ay” 2" (" (2"y"))) —
= Az Ay (A" Ay 2’ (2'y')z) (A" Ay 2" (2" (2"y")))z)y)) —
= Ay (N .z (zy) (x(z(zy))) —
— Az Ay.a(z(z(z(zy)))).
Rzeczywiscie 2 dodane w ten sposéb do 3 daje 5. Tutaj wazna uwaga: zeby nam
sie oznaczenia w przepisach nie pomylily, pozmienialiémy nazwy argumentéw
tak, zeby nazwy wprowadzane przez lambda abstrakcje w wyrazeniach, na

ktorych pracujemy, sie nie powtarzaly. W istocie nie ma przeciez znaczenia, czy
wewnatrz przepisu pierwszy argument nazwiemy x czy x’.

x

Jak takie przepisy mozna powiaza¢ z implikacjami? Mozemy przyjaé, ze

z opisanymi powyzej wyrazeniami wigzemy pewne zdania. Jak to robimy?

Otéz z argumentami takimi jak = wigzemy zdania, w ktérych uzasadnienia

nie bedziemy wnikali, ktére niejako w nasz Swiat rozwazan weszly z zewnatrz.
W $wiecie matematyki o tego typu zdaniach méwi sie zalozenia lub aksjomaty.
To pierwszy rodzaj powiazania. Zalézmy teraz, ze mamy wyrazenie N,

z ktérym zwigzane jest zdanie D, np. czlowiek zostawia Slady na Merkurym.
Gdy jednoczes$nie w obiegu obecny jest argument x, ktéry zwiazany jest

ze zdaniem C, np. zdaniem na Merkurym w tej chwili znajduje sie czlowiek, to
przepis Ax.N zwiazany bedzie z implikacja C' = D. Opisuje on, jak zdobyte przez
nas do$wiadczenia polaczone ze zdaniem C zwiazanym z x daja Swiadectwo
zdaniu D. Dla naszego przykladowego zdania A stosowny przepis M, ktory
naszych doswiadczen uzywa do wywotania przekonania o prawidtowosci tego
zdania, mogltby w szczegotach wygladaé jak ponizej. Dla skrocenia zapisu
przyjmijmy, ze
e C to zdanie:
e D to zdanie:
o E to zdanie:

na Merkurym w tej chwili znajduje sie czlowiek,
cztowiek zostawia slady na Merkurym, za$
na Merkurym znajdujq ste Slady czlowieka.

Zalézmy, ze mamy do dyspozycji doSwiadczenie g, ktérego tresé da sie

opisaé jako implikacja C' = D, oraz doswiadczenie h, ktérego tresé da sie
opisaé jako implikacja D = FE. Sa to szczegdlne przypadki doswiadczen

ujetych w ogdlniejsze prawa: jesli czlowiek znajduje sie w jakims miejscu,

to zostawia tam $lady oraz jesli czlowiek zostawia gdzies slady, to one sie

tam znajdujg. Mozemy teraz z aplikacja gr zwiazaé¢ zdanie D, bo jest ono
wynikiem uzycia do$wiadczenia g do argumentu x zwigzanego juz wczesniej

z zalozeniem C. Podobnie z h(gx) zwiazemy zdanie E, bo jest ono wynikiem
uzycia doswiadczenia h do wyrazenia gx zwiazanego, jak sie¢ przekonalismy,

z zatozeniem D. W tej sytuacji szukanym przez nas przepisem M jest po prostu
Az.h(gx). Podobnego przepisu nie mogliby$my skonstruowaé dla zdania B

z poczatku artykutu, bo nie znamy zadnych doswiadczen, za pomoca ktérych
jak z klockéw mogliby$smy zbudowaé¢ podobne powiazanie obecnosci cztowieka na
Merkurym z faktem, ze autor tego artykulu jest Czyngis-chanem.

Warto jeszcze moze dodaé, ze w tym systemie teoretycznie mozliwe wyrazenie hx
odrzucimy, bo do$wiadczenia h zwiazanego z D = E nie da si¢ zastosowaé do
argumentu x zwigzanego z C. Jak wspomnieliSmy, da si¢ je zastosowaé tylko

do wyrazenia zwigzanego z D. System ten w tym kontekscie nazywany jest
rachunkiem lambda z typami prostymi.

Co ciekawe, tego samego mechanizmu mozna uzy¢ do zarzadzania operowaniem
na wartosciach. Wtedy pojecie zdania zastepujemy pojeciem typu. Przyjrzyjmy
sie naszej reprezentacji liczb naturalnych. Z wyrazeniem Az.(\y.zy) mozemy
zwiazaé, stosujac powyzsze reguly, typ (o = «) = a = o — wystarczy, ze

w podwyrazeniu xy przyjmiemy, iz x jest zwiazane z « = «, za$ y z a. Wtedy
wyrazenie xy bedzie zwiazane z typem «, za$ (A\y.zy) z typem a = «. Dodanie
Az. na poczatku da natomiast nasze wyrazenie A\x.(Ay.zy) i bedzie ono zwiazane
z typem (o = a) = a = «. W tym miejscu pozostaje mi zyczy¢ milej zabawy
przy sprawdzaniu, ze zdefiniowana powyzej operacja dodawania ma typ taki,
jakiego sie spodziewamy.
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* Wydzial Nauk Scistych i Przyrodniczych,

Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

Dowdéd lematu 1.
oo
1 n! n!

nFl Dl !
k=n+1

Z 1)(n+2) &S
k=n+

n—1

Niech b,, := nsin(2wen!). Korzystajac

z dobrego kalkulatora, mozemy sprawdzié,
ze |bioo — 27| < 0,005 oraz

|b1000 — 27| < 0,00005. Wykres ciagu b,
dla 6 < n < 35 znajduje si¢ na ponizszym
rysunku.

bn
7
S 2
6 . PRI
] % —
10 20 30

Funkcja sinus —
detektor liczb niewymiernych?

Karol GRYSZKA*

Liczbe e, znana jako liczbe Nepera lub Eulera, mozna zdefiniowa¢ na przyklad
na nastepujace sposoby:

. 1\" 1 1
e.nlL)H;o<1+n>7 < @+11+* ZH

Wiemy o niej bardzo duzo — jest niewymierna, przestepna, znamy jej rozwiniecie
w utamek tancuchowy oraz miliardy cyfr rozwiniecia dziesietnego.

W tym artykule wykazemy, ze e jest faktycznie liczbg niewymierna, a wiec nie
mozna jej przedstawi¢ jako stosunek dwdéch liczb catkowitych. Uzyjemy do tego
pewnej granicy (lemat 2), ktéra sama w sobie jest ciekawa. Wezeéniej jednak
udowodnimy (na marginesie) dwie nieréwnosci.

Lemat 1. Zachodzq nastepujgce oszacowania:
1 n! 1

< —_ < —.
| —
n+1 et kKl " n-—1

A teraz czas na wspomniang ,ciekawa granice”.

o0

Lemat 2. Zachodzi rownosé:

lim nsin(2wen!) = 2.
n— oo

Dowdéd. Przyjmijmy oznaczenia

o0 n
n! n!
Qp = — oraz z, = —.
| |
k=n+1 ! k=0 it
Zauwazmy, ze z, jest liczba calkowita. W takim razie mozemy zapisac:
= n!
nsin(2ren!) = nsin| 27 E )= nsin(2mz, + 2ma,) = nsin(2ray,).
k=0 "

Ostatnia réwno$é¢ to konsekwencja tego, ze sinus jest funkcja okresowa.
Zauwazmy takze, ze a, — 0 oraz na, — 1. Istotnie, z lematu 1 wynika, ze
0<ap < ——,
"Tn—1
stad dla n — oo dostajemy, ze a,, — 0. Z lematu 1 otrzymujemy takze, ze
n
< na < —_—
n+1 " -1
Dla n — oo granice skrajnych ciagéow sa r(’)wne 1, stad tez granica ciggu na,, jest
réwna 1. Wiedzac ponadto, ze

sinx

lim =1,
x—0 X
otrzymujemy ostatecznie
sin(27a
nsin(2ra,) = nQﬂanM — 21 (n — 00). O
2ra,

Teraz mozemy przejs¢ do realizacji gtownego celu tego artykutu.

Twierdzenie. Liczba e jest niewymierna.

Dowdd. Rozumujemy nie wprost: niech e = E, gdzie p € Z oraz q € N. Zauwazmy,
q

ze jesli n > g, to en! = P jest liczba naturalna. Stad dla n > ¢ i sin(2wen!) =0

(sinus jest okresowy!). Oznacza to jednak, ze dla n > ¢, nsin(2wen!) = 0 wbrew
lematowi 2. (]

Powyzszy dowdd nie jest ani najprostszy, ani najkrétszy z mozliwych. Niemniej
jest godny polecenia, na przyklad z uwagi na fakt, ze niewymiernos¢ liczby
Swykrywamy” przy uzyciu okresowosci funkcji sinus.
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* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska

fG.H. Hardy, Kurs analizy. Rachunek
rézniczkowy i catkowy, wyd. II, Warszawa

1930.

Rys. 1 Al

Rys. 2

Rys. 3

A/
Rys. 4

Rys. 11

A’

Ktoére zgiecie jest naj...?
Jarostaw GORNICKI*

Zadania na ,wyznaczanie ekstremum” potrafia by¢ klopotliwe. Przegladajac
Kurs Analizy Hardy’ego®, zwrécitem uwage na wyjatkowo naturalny problem.

Zadanie 1 (G.H. Hardy, 1908). Zginamy prostokgtng kartke papieru w ten
sposob, zZe koniec jednego boku lezy na boku przeciwleglym. Kiedy diugo$é tego
zgiecia jest najwieksza?

Nie, nie podamy pelnego rozwigzania, dla Czytelnikéw musza by¢ smakotykil
Smak sukcesu zapewni ,rozbrojenie” wskazanych podpowiedzi.

Znane twierdzenie Weierstrassa gwarantuje, ze rozwigzanie zadania istnieje. Gdy
kartka jest kwadratem jednostkowym, wystarcza rozwazania geometryczne —
mozliwe sg trzy przypadki (rys. 1-3).

Gdy punkt A’ oddala sie od punktu D (rys. 2), to zmienia sie polozenie zgiecia
i roénie jego dlugosé. Oczywiscie zgiecie jest najdiuzsze, gdy wierzchotek A
przechodzi na wierzcholek przeciwlegly A’ (rys. 3).

Rozwiazanie analityczne wymaga obliczenia dlugosci zgiecia w zaleznosci od
jakiego$ parametru, np. kata nachylenia linii zgiecia do boku.

Podpowiedz 1. Wykazac, Ze dla kwadratu jednostkowego dlugo$é zgiecia
w przypadku ,posrednim” (rys. 2) Lo(x) = 1+ a2, gdzie |[DA'| = x € (0,1).

Dla prostokata o bokach dlugosci 0 < a < b sprawa si¢ komplikuje. Aby uproscié
rachunki, rozwazmy prostokat znormalizowany o bokach dtugosci 1 x h, gdzie
h= g > 1. Dynamicznie zmieniajace si¢ potozenia zgie¢ dla wierzchotka zginanego
rogu umiejscowionego na dluzszym boku przedstawiaja rysunki 4-10. (Nietrudno
przekonac sie, ze jesli wierzchotek zgiecia bedzie na krétszym boku, to dtugosé
zgiecia bedzie krétsza od tej z konfiguracji z rys. 10.)

A
Rys. 9 Rys. 10

Ktére z tych zgie¢ jest najdtuzsze i w jakich warunkach? Kandydatéw jest
dwdéch — to zgiecia z rysunkéw 6 i 8. Skad taki wybor?

Zgiecie na rysunku 5 ma dlugosé Ls(a) = co}sloc’ gdzie oo € (0,0) i g < §
jest takie jak na rysunku 6. Poniewaz L'(a) = ’;‘(:7?3 > 0, wiec wielko$é Ls(a)

rosnie wraz ze wzrostem argumentu «, az do osiggniecia polozenia granicznego
z rysunku 6.

Podpowiedz 2. Wykazad, ze dla prostokgta 1 x h (h > 1) diugosé zgiecia
2 rysunku 6 jest okreslona wzorem Lg(h) = \/2ht — 2h3V/h% — 1.

Dalsza wedréwka punktu A’ wzdtuz boku prostokata wymusza pojawienie si¢
przypadku przedstawionego na rysunku 7. Obliczenie dlugoéci zgiecia Ly (x) jako
funkcji parametru |AE| =z € (3, 1) jest latwe (rys. 11).
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7Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do ADEA’ mamy y? = 2% — (1 — x)? =
= 2x — 1, a z podobienistwa trojkatéw ADEA’ ~ AFGA’,
[FG| _ |DE]| o_(1-2)? (1-2)°
- kad yz=1— - - .
FA| = DA skad yz T oraz 2 " 51

Ponownie korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, tym razem dla AEAG,

223 1
[L7(x)]2:x2+(y+z)2:x2+y2+2yz+z2:...:m, T € (2,1).

Poniewaz

d 2\ 22%(4x —3) 1 3
%([L7(I)] )—W<O dla §<l’<1,

wiec dlugosé zgiecia najpierw maleje, osigga minimum lokalne dla z = %, a pozniej
wzrasta do wielkosci Lg(h) = v/2 (patrz rys. 8). Gdy punkt A’ wedruje dalej

w gore (rys. 9), pojawia sie kolejna pulapka.

Podpowiedz 3. Wykazad, zZe dla prostokgta 1 x h (h > 1) przy oznaczeniach
takich jak na rysunku 9, dlugos¢ zgiecia jest okreslona wzorem Lo(7y) = |/ 2

1+4siny”’
gdzie 0 <y <9 70 < 5 jest takie jak na rysunku 10.

—+/1 4+ sin~y - cosvy

V2(1 4 sin )2
zgiecia maleje do osiagniecia wartosci granicznej Lig(h) (patrz rys. 10).

Poniewaz [Lo ()] = < 0, wiec w tym przypadku dlugosé

7 powyzszych rozwazan wynika, ze rozwiazaniem zadania Hardy’ego dla
prostokata o wymiarach 1 x h (h > 1) jest funkcja

Lunax(h) = max {fz \/2h4 —oh3\/R2 — 1} dla h> 1.
Poréwnujac wykresy funkeji Lg(h) = V2Kt —2h3VR2 — 1 Lg(h) =+v2dlah > 1

(rys. 12), widzimy, ze jedynie dla prostokata o wysokosci h = ¥ Qggﬁ istniejg dwa

rézne polozenia zgieé¢ o takich samych najwiekszych dlugosciach (rys. 6 i 8).

W zadaniu 1 nie méwimy o zgieciu najmniejszej dlugosci, bo jest ono dlugoéci 1
(wystarczy kartke o wymiarach 1 x h (h > 1) zlozy¢ na p6l tak, aby pokrywaly
sie krotsze boki).

Mniej trywialna jest nastepujaca sytuacja:
Zadanie 2. Zginamy prostokgtng kartke papieru w ten sposcéb, ze koniec

dtuzszego boku lezy na dluzszym boku przeciwleglym. Kiedy diugo$é tego zgiecia
jest najmniejsza?

Wezesniejsza dyskusja uprawnia nas do szukania rozwigzania wéréd przypadkéw
z rysunkow 4, 7 i 10. Jak juz wiemy, Ly(h) = h, a funkcja L7(z) = \/E,

% < x < 1, osiaga minimum lokalne dla zg = %, ktére jest réwne Lr(zo) = 34ﬁ.

Obliczenie dlugosci zgiecia w ostatnim przypadku (rys. 10) jest latwe.

Przy oznaczeniach takich jak na rysunku 13, z twierdzenia Pitagorasa
zastosowanego do tréjkata ADAA’ wynika d? = 1+ h2. Z podobienstwa tréjkatéw

ADAA' ~ AOSA mamy L = 299 skad Lyg(h) = Y5 gdzie h > 1.
2

Poréwnujac wykresy funkeji Ly(h) = h, Ly(h) = %, Lig(h) = 7”:}‘2 dla h > 1
(rys. 14), widzimy, ze warto$¢ minimum lokalnego z przypadku na rysunku 7
nigdy (!) nie jest zgieciem o najmniejszej dlugosci. Rozwiazaniem zadania 2 dla
prostokata o wymiarach 1 x h, (h > 1), jest funkcja
V14 h?
h
Jedynie dla h = /¢, gdzie ¢ = @ (zlota liczba), istnieja dwa rézne zgiecia
o najmniejszej dtugosci (rys. 4 i 10).

Lunin(h) = min {h, } dla h> 1.

Tak oto rozwigzanie naturalnie wygladajacego i pozornie tatwego zadania
okazalo sie zaskakujaco nieoczywiste.
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O zwigzkach optymalnego transportu
z twierdzeniem o kanapce

* Uniwersytet Oksfordzki Krzysztof J. CIOSMAK*

Badania problemu optymalnego transportu zostaly zainicjowane juz w 1781 roku
przez Gasparda Monge’a, ale na dowdd istnienia rozwigzania w przypadku
ciaglym trzeba bylo czekaé¢ ponad dwiescie lat. Zadanie polega na tym, by
znajac poczatkowe i docelowe rozmieszczenie nieodréznialnych tadunkéw, tak
dobraé¢ docelowe miejsca kazdego z nich, by jak najmniej zaplacié¢. Zakladamy
przy tym, ze koszt przemieszczenia tadunku z jednego punktu do drugiego jest
proporcjonalny do ich odlegtosci.

Laczenie punktéw

Zobaczmy, jak powyzej opisany problem jest zwiazany z nastepujacym
zagadnieniem. Przypuéémy, ze mamy na plaszczyznie zadane n punktow
szarych i n punktéw niebieskich. Chcieliby$émy znalezé takich n odcinkéw
parami roztacznych, ze kazdy z nich ma jeden kraniec szary i jeden kraniec
niebieski. Jak latwo zaobserwowac, nie zawsze takie odcinki istnieja. Istotnie,
jesli wszystkie punkty leza na jednej prostej i wsrdd nich jest taka tréjka
jednokolorowych punktow, ze pomiedzy nimi nie ma zadnego punktu

o odmiennym kolorze, to takich odcinkéw nie znajdziemy. Aby wyeliminowaé
tego typu sytuacje, bedziemy zakltadali, ze zadane punkty sa w polozeniu
ogdélnym. Oznacza to, ze zadna tréjka punktow nie lezy na jednej proste;j.
Pokazemy, ze przy tym zalozeniu mozna wykazaé, ze takie odcinki istnieja.
Rozwazmy bowiem wszystkie mozliwe zestawy n odcinkow, ktore tacza
punkty szare z niebieskimi w sensie rozwazanym powyzej. Takich zestawdw
jest skonczenie wiele — doktadnie: n!. WeZmy ten, dla ktorego suma dtugosci
odcinkéw jest najmniejsza. Przypusémy, ze w tym wybranym zestawie mamy
dwa odcinki, ktére sie przecinaja. Sytuacja ta jest zilustrowana na marginesie.
Uzywajac oznaczen z rysunku, widzimy, ze nieréwno$¢ tréjkata implikuje, ze

c1 () d(Cl,ng) < d(chp) + d("?yp)

oraz
d(cz,n1) < d(cz,p) + d(ni,p).

Powyzej d(z,y) oznacza odleglo$é miedzy punktami z i y. Ze wzgledu na
poczynione zatozenie — o tym, ze punkty sa w polozeniu ogdlnym — nieréwnosci
sg ostre. Sumujac je, otrzymujemy

d(c1,n2) + d(ca,n1) < d(cq,m1) + d(c2,n2).

Stoi to w sprzecznosci z przypuszczeniem, ze wybrany zestaw odcinkéw mial
te wlasno$é, ze suma dlugosci odcinkéw byla najmniejsza. W istocie, biorac
taki zestaw jak poprzednio, z taka modyfikacja, ze zamiast taczyé c¢; z nq i co
z no taczymy c; z ng oraz co z ny — dostajemy zestaw o $cisle mniejszej sumie
i dlugosci odcinkéow. Tym samym wykazalidémy istnienie pozadanych odcinkow.
Rozwigzanie zadania F 1015. . , . N L., A
Na powierzchnie wody w powstalym Rozumowanie, ktore prowadzi do dowodu tego faktu, jest Scisle zwiazane
otworze dziala ci$nienie powietrza réwne 3 Sl P 10dli
< : z opisanym powyzej problemem optymalnego transportu. Rzeczywiscie, jesli
okoto 10° N/m?, a wigc strumieri wody p Yy powyz€) p bLy g p Y ]

bedzie wynikiem réznicy cinien pomyélimy o punktach szarych jako o poczatkowym rozmieszczeniu tadunkéw,

_ o« 5 2 T, armyv <sobi . . . . . . . . .
Ap =3 10" N/m=. Wyobrazmy sobie, ze 5 o punktach niebieskich jako o ich rozmieszczeniu docelowym, to rozwazany
roznica cisnien Ap zostala \VytV\’OrZOIla

przez pionowy stup wody. Wysokosé¢ h problem optymalizacyjny jest doktadnie problemem optymalnego transportu.
takiego stupa wody wynositaby
ho 2P Lokalizacja

ap

i wiasnic na taka wysokos¢ wznidsiby sic  Qptymalny transport ma nie tylko bezposrednie zastosowania. To, co
strumien wody wytryskujacy z otworu. Po

podstawieniu danych otrzymujemy przedstawiliSmy powyzej, stanowi pierwszy krok ku zrozumieniu zastosowania
h % 30 m. Jest to oszacowanie z gbry optymalnego transportu do nieréwnosci geometrycznych. Jedna z takich

z powodu oporu powietrza rzeczywista Y, P o . L. . .
wysokos¢ bedzie mniejsza. n1erownoscl JeSt nierownosc zzoperymetryczna. Moéwi ona, w klasycznej wers)1
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Rozwigzanie zadania M 1662.
Oznaczmy przez Li, Lo rzuty punktu L,
odpowiednio, na proste AB i CD,

a K1, K2, K3 rzuty punktu K na proste,
odpowiednio, AB, CD i DA.

Z wypuktosci ABCD punkty Ki i L leza
wewnatrz odcinka AB, punkty Ko i Lo
leza wewnatrz odcinka C' D, natomiast
punkt K3 lezy wewnatrz odcinka DA.

A Ly K, B
Mamy zatem réwnosci

KL, = |AB — AK; — BL4|
oraz

KyLy = |DC — DKo — CLs|.
Ponadto

AD = AK3 + DK3 = AKy1 + DK>.

Analogicznie BC = BL; + CLo.
Odcinki K1L;y i KoLy sg rzutami
odcinka K L, odpowiednio, na odcinki AB

i CD, skad KL > KL, oraz
KL > Ko Lo. Wobec tego

QKL > K1L1+KoLy =
=|AB—AK,—BL,|+|DC—DKy—CLsy| >
> |[AB—AKy—BL1+DC—DKy—CLy| =
= |[AB+DC—AD—BC|,

gdzie w ostatniej nieréwnosci
skorzystaliSmy z nieréwnosci tréjkata.
Uwaga: Niech Qg i Qr, beda okregami
stycznymi do trzech bokéw czworokata

o $rodkach, odpowiednio, K i L. Jesli
przez P i Q oznaczymy punkty stycznodci
Qr i Qr z odcinkiem AB, to

7z powyzszego rachunku mozna
wywnioskowad, ze

1
PQ = ;|AB+CD ~ BC — DA],

skad teza, gdyz oczywidcie KL > PQ.

znanej juz starozytnym, ze sposréd zbiorow o ustalonej objetosci najmniejsze
pole powierzchni ma kula.

Taka wlasnos¢ optymalnego transportu, ze drogi transportowanych tadunkéw sie
nie przecinaja (wykorzystalidmy ja przy rozwiazaniu problemu z odcinkami),
pozwala na zredukowanie tréjwymiarowego problemu izoperymetrycznego

do jego odpowiednika jednowymiarowego. Rozwiazanie tego odpowiednika

jest juz jednak, jak Czytelnik zechce sprawdzié, oczywiste. Szczegdly metod
wykorzystywanych w optymalnym transporcie przy tej redukcji wybiegaja jednak
poza zakres tego artykutu. Wspomnijmy tylko, ze kluczowa role gra tu dualnosé
Kantorowicza—Rubinsteina. Odnotujmy, ze Kantorowicz za prace nad tymi
zagadnieniami zostal uhonorowany w 1975 roku Nagroda Nobla w dziedzinie
ekonomii.

Metoda, ktéra tutaj naszkicowalidémy, jest zwana lokalizacja. Ma ona

szerokie uogdlnienie — mozna ja zastosowaé takze przy badaniu problemu
izoperymetrycznego na rozmaitos$ciach riemannowskich, ktére spelniaja pewne
warunki dotyczace krzywizny i wymiaru. Jest to juz jednak material na osobna
historie.

Problem w trzech wymiarach

Jeden z kierunkéw, w ktérym mozna uogdlnié¢ nasze zagadnienie, jest
nastepujacy. Zalézmy, ze mamy zadane trzy zbiory, kazdy po n punktéw
lezacych w przestrzeni tréjwymiarowej. Dla wygody nazwijmy punkty
pierwszego z tych zbioréw punktami czerwonymi, drugiego — niebieskimi,

a trzeciego — zielonymi. Ponownie bedziemy zakladali, ze zadane punkty

sa w polozeniu ogélnym, a zatem ze zadna czwoérka punktow nie lezy

w dwuwymiarowej ptaszczyznie. Naszym zadaniem jest znalezienie n takich
tréjkatéw dwuwymiarowych parami roztacznych, ze kazdy z tych tréjkatéw ma
jeden wierzcholek czerwony, jeden niebieski i jeden zielony.

Obecnie nie jest jasne, czy rozwiazanie tego problemu, ktére bytoby analogiczne
do rozwiazania problemu na plaszczyznie, istnieje. Tym niemniej mozna
udowodni¢ istnienie pozadanych trojkatéow. Metoda, ktéra sie postuzymy,
bedzie uzywala znanego twierdzenia Borsuka—Ulama o kanapce. Méwi ono,

ze gdy mamy kanapke ztozona z bulki, szynki i sera, to mozemy znalez¢ taka
plaszczyzne, ze gdy przetniemy kanapke wzdluz niej, to podzielimy kazdy ze
sktadnikéw kanapki na dwie réwne czedci.

Idea rozwiazania naszego problemu, pochodzaca z pracy Nogi Alona i Jina
Akiyamy Disjoint Simplices and Geometric Hypergraphs, jest nastepujaca. By
moc skorzystaé z twierdzenia Borsuka—Ulama, musimy w miejsce zadanych
punktow rozwazy¢ mate kulki o srodkach w tych punktach. Kulki, ktérych
srodki sa czerwone, beda graty role bulki, te o srodkach niebieskich — szynki,

a zielonych — sera. Twierdzenie nam mowi, ze znajdziemy taka plaszczyzne,
ktéra kazde z tych zbioréw podzieli na dwie réwne czeéci. Po drobnej
modyfikacji naszego ciecia w razie potrzeby dostaniemy dwa niezalezne
problemy, identyczne jak problem poczatkowy, z tym wyjatkiem, ze kazdy z nich
dotyczy zbioréw o licznodci nie wigkszej niz [5]. Tutaj [x] oznacza najmniejsza
liczbe catkowita nie mniejsza od liczby x.

Kontynuujac to postepowanie lub — méwiac bardziej formalnie — stosujac zasade
indukcji, uzyskujemy n parami roztacznych, wypuktych komoérek, z ktérych
kazda zawiera dokladnie po jednym punkcie czerwonym, jednym niebieskim

i jednym zielonym. Ze wzgledu na ich wypuktosé tréjkaty taczace punkty
wewnatrz komérek sg parami roztaczne. Oczywiscie moga powstaé takze
komorki, ktére nie zawieraja zadnego punktu z zadanych, ale nie stanowia one
przeszkody w przeprowadzeniu dowodu istnienia szukanych tréjkatéw.
Twierdzenie Borsuka—Ulama o kanapce ma swéj odpowiednik w przestrzeniach
wyzej wymiarowych. Za jego pomoca mozna tez wykazaé, ze problem dotyczacy
przestrzeni d-wymiarowej i d réznokolorowych, réwnolicznych zbioréw, ktérych
suma jest w pozycji ogdlnej, takze ma rozwiazanie.
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Klub 44 M

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2021

Zadania z matematyki nr 813, 814
Redaguje Marcin E. KUCZMA

813. Dany jest wielokat wypukly W (katy < 180°) oraz liczba naturalna m,
mniejsza od liczby jego przekatnych. Niech S bedzie zbiorem wszystkich
punktéw przecieé¢ przekatnych (lezacych wewnatrz W); zakladamy, ze zaden
z tych punktow nie nalezy do trzech przekatnych. Udowodnié, ze w zbiorze S
mozna wyrozni¢ m-elementowy podzbiér M, nie zawierajacy zadnego cyklu.
Przez cykl rozumiemy dowolny cykliczny uklad punktéw (dowolnej dtugosci > 3),
w ktérym kazde sasiednie dwa punkty leza na jednej przekatnej, ale zadne
kolejne trzy nie leza na jednej przekatne;j.
814. W pewnym tréjkacie jeden z katéw ma miare . Dowiesé, ze
@ «a r

2 sin 5 (1 sin 2) > ik

gdzie, jak zwykle, r i R to promienie okregdéw wpisanego i opisanego.

Zadanie 814 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2020

Przypominamy tres¢ zadan:

805. Wewnatrz wypuktego n-kata A1 As ..

. A, lezy taki punkt P, ze kazdy 806. Nieskoiiczony ciag liczb naturalnych (a, ) jest okreslony

z trojkatéw PA;A;qq jest rownoramienny (przyjmujemy A, 1 = Ayp). wzorami a; = 2; apyy = 2°" + 2 dla n > 1. Niech f(z) = z° — .
Czy stad wynika, ze wielokat ma okrag opisany, ktérego srodkiem jest Udowodnié, ze dla kazdego n > 1 liczba f(an41) dzieli si¢
punkt P? przez f(ay).

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
803 (WT =1,44) i 804 (WT = 2,58)
z numeru 6/2020

Andrzej Kurach Ryjewo 47,55
Karol Matuszewski Rawicz 44,69
Janusz Olszewski ~ Warszawa 43,43
Marek Spychata Warszawa 42,98
Tomasz Wietecha  Tarnéw 42,77

Jakub Wegrecki Krakéw 41,76
Marcin Matogrosz ~Warszawa 41,65
Pawel Burdzy Warszawa 41,58

Pan Andrzej Kurach — juz po raz drugi.
A pan Karol Matuszewski wlagnie
wchodzi do matematycznego Klubu 44,
ktéry dzigki niemu liczy (na zakoniczenie
sezonu 2019/20) juz 133 nazwiskal

805. Odpowiedz dla n > 4: nie; dla n = 3: tak.

Banalny kontrprzyklad dla n > 4: umieszczamy punkty P, Ai, Ao, As

w wierzcholkach kwadratu. Zakreslamy okrag o srodku P, przechodzacy przez
punkty Aj, Az, i na jego dlugim tuku AsA; wybieramy punkty Ay, ..., A, tak, by
punkt P znalazl sie¢ wewnatrz wielokata A; AsAs. .. A,; 6w wielokat ma wlasnosci
wymienione w pierwszym zdaniu zadania, ale nie ma okregu opisanego.

Dowdéd dla n = 3: gdyby w tréjkacie A; As A5 dwa katy sposréd A; PAs, Ay PAs,
A3PA; byly ostre, ich suma bytaby katem wypuklym i punkt P lezalby na
zewnatrz trojkata A As As. Wobec tego dwa sposrdd tych katéw — np. A1 PAs,
As P Aj sa nieostre; podstawami tréjkatéw réwnoramiennych PA1 As, PAs Ag
sg wtedy odcinki Ay As, Az As; ich boczne ramiona PA;, PAy, PAs maja réwne
dtugosci, wiec P jest érodkiem okregu opisanego na tréjkacie Ay AxAs.
806. Pokazemy, ze dla kazdego n > 1:
(1) an | apny1 oraz  (an —1) | (any1 —1).
Stad oczywiscie wyniknie, ze a,11(an+1 — 1) dzieli sig¢ przez a,(a, — 1), czyli ze
f(an41) dzieli sie przez f(ay).
Dla n = 1 podzielnoéé (1) zachodzi (a1 = 2, az = 6). Ustalmy n > 2 i przyjmijmy
shusznosé zwiazkéw (1) z n zastapionym przez n—1. Oznaczmy: a,—1 = k,
an =1, api1 = m; tak wiec | = 2F 42, m = 2! + 2. Zalozenie indukcyjne méwi,
ze dla pewnych liczb naturalnych ¢, ¢ mamy
(2) l = qk, I—1=tk-1).
Liczby k, I (jak i wszystkie wyrazy ciagu (a,)) sa parzyste, niepodzielne przez 4.
Zatem liczby ¢, t w réwnaniach (2) sa nieparzyste. Wobec tego dla kazdej liczby
naturalnej x:
liczby 29 + 1 oraz x! + 1 sa podzielne przez x + 1.
Przyjmijmy (odpowiednio) x = 2* oraz x = 2¥~!. Dostajemy zwiazki
podzielnosci:
2F 128 41 oraz 28141 |20t g
czyli (zgodnie z (2)):
2F 4128 4+1 oraz 2P P41 |2t 41
Pierwszy z tych zwiazkéw méwi, ze [ — 1 | m — 1; drugi za$ (po pomnozeniu
obu czlonéw przez 2) — ze I | m. Sa to wlasnie zwiazki (1) dla rozwazanej
liczby n, czyli teza indukcyjna. Zatem zwiazki (1) zachodza dla kazdej liczby
naturalnej n.
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Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 710, 711

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

710. W bocznej $ciance prostopadlo$ciennego naczynia wypelnionego ciecza

L

I 1

o wspolezynniku zalamania n znajduje si¢ niewielki otwér o promieniu r.
Z wnetrza naczynia przez $rodek otworu skierowano pozioma wiazke $wiatta.

Do jakiego poziomu nad otworem powinna wyciec ciecz, aby promien $wiatta

Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2021

opuscil wyciekajaca struge, ani razu nie ulegajac catkowitemu wewnetrznemu

odbiciu? Zaniedba¢ zmiany przekroju poprzecznego strumienia. Wspoltezynnik

F

zalamania cieczy jest dostatecznie duzy.

711. Na dwoch rownolegltych jednakowych deskach o tacznej masie m lezy

Rys. 1

pelny walec o masie m; (widok z boku przedstawia rys. 1). Na walec nawinieto
niewazki sznurek, ktérego koniec ciggniemy pozioma sita F'. O$ walca jest
prostopadta do desek, a jego $rodek i sita F' znajduja sie w plaszczyznie

pionowej przechodzacej posrodku miedzy deskami. Walec toczy sie po deskach

bez poslizgu, nie ma tarcia miedzy deskami a podtozem. Znalezé przyspieszenie

desek. Zakladamy, ze 0§ walca nie zmienia swego kierunku podczas ruchu.
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Rys. 2

Przypominamy tresé¢ zadan:

Rozwigzania zadan z numeru 9/2020

702. Ciezka kulke przymocowano do srodka cienkiego preta, a kulke lekka o takim samym promieniu
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Rys. 3

przymocowano do jednego z koncéw preta. Uklad zanurzono w niezbyt glebokiej wodzie (rys. 2).
Pret jest pochylony, jego swobodny koniec opiera si¢ o dno, z wody wystaje czed¢ lekkiej kulki, przy
czym stosunek objetosci czesci wynurzonej do objetosci calej kulki wynosi n. Czy w glebokiej wodzie
uktad bedzie ptywal, czy utonie? Nalezy przyjaé, ze masy preta i lekkiej kulki sg zaniedbywalne.

703. Gdy do ciezarka o masie m zawieszonego na sprezystej nici przykladamy site dziatajaca

pionowo w dél, ktorej warto$é ro$nie stopniowo od zera, ni¢ ulegnie zerwaniu, gdy przylozona sita
osiggnie wartos¢ F'. Jaka stalag minimalng sila nalezy dziataé, aby ni¢ ulegla zerwaniu?

702. Na rysunku 3 przedstawione sa sity dziatajace na uktad w plytkiej wodzie.

Na cigzka kulke dziata sita cigzkosci @ i sita wyporu F'. Sila wyporu dziatajaca
na lekka kulke jest proporcjonalna do objetosci czesci zanurzonej w wodzie

i wynosi F; = F(1 —n). Na swobodny koniec preta dziata skierowana pionowo
sila reakcji R. Z warunku réwnowagi momentéw sit wzgledem srodka ciezkiej
kulki otrzymujemy warunek R = F'(1 — n). Warunek réwnowagi sit dzialajacych
na uklad ma posta¢ Q = F + 2F(1 —n) = F(3 — 2n). W glebokiej wodzie
maksymalna warto$¢ sity wyporu przy catkowitym zanurzeniu obu kulek
wynosi 2F'. Jezeli jest ona wigksza od sily ciezkosci @, to uktad bedzie ptywal
w polozeniu pionowym, a znajdujaca sie wyzej lekka kulka bedzie czeSciowo
wynurzona z wody. Warunek plywania na glebokiej wodzie ma wiec postaé

Q = F(3—2n) < 2F, stad n > 1/2. Oznacza to, ze uklad nie utonie, jesli

w plytkiej wodzie lekka kulka jest wynurzona z wody o wiecej niz polowe swojej

objetosci.
703. Niech xp,,x oznacza wydluzenie nici, gdy ulega
ona rozerwaniu. Podczas powolnego rozciagania sity
dzialajace na ciezarek réwnowaza sie, spelnione jest wiec
rownanie kxpax = F + mg, gdzie k jest wspoélczynnikiem
sprezystosci nici. Oznaczmy przez x; rozciagniecie nici
z ciezarkiem w stanie réwnowagi, przez F; szukana
stala site, ktora spowoduje zerwanie nici, a przez xs
dodatkowe rozciagniecie nici przed zerwaniem. Z zasady
zachowania energii mamy kx?/2 + (mg + Fy)zy =
= k(x1 + 22)?/2. Uwzgledniajac, ze 1 = mg/k,
otrzymujemy: xo = 2F) /k. Poniewaz Tmax = 1 + 22,

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesyltaé réwniez pocztg elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladno$cia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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stala sila powodujaca zerwanie nici F; = F/2 jest dwa
razy mniejsza niz maksymalna sila przy powolnym
rozcigganiu.

Ten sam wynik otrzymamy zauwazajac, ze po
przylozeniu sity F} ciezarek az do zerwania nici porusza
sie ruchem harmonicznym, a jego poczatkowa odlegloéé
od nowego polozenia réwnowagi rowna jest amplitudzie
drgani i wynosi A = Fy/k. Zatem dodatkowe rozciagniecie
nici jest réwne xo = 24 = 2F; /k, jak w poprzednim
rozwigzaniu.

wspotczynnik trudnosci danego zadania: WT =4 — 3S5/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

0s6b, ktére nadestaty rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.



Ostatnia dekada aktywnosci stonecznej
w obiektywie SDO (NASA Solar
Dynamics Observatory) prezentuje

sie nastepujaco: youtu.be/13QQQu7QLoM.

Niebo w styczniu

Prosto z nieba: 25. cykl Stoneczny

Plamy na Sloricu (wyraznie ciemniejsze miejsca na jego $wiecacej tarczy) byly
systematycznie Sledzone przez Galileusza i wspélczesnych mu astronoméw

od okoto 1609 roku. Periodyczna zmienno$é¢ Stonca w 11,1-letnim cyklu,
zwiazana z liczba i pozycja plam, zostala zidentyfikowana pod koniec

XVIII wieku przez Christiana Horrebowa i, niezaleznie, w potowie XIX wieku
przez Samuela Heinricha Schwabe (aptekarza pasjonujacego sie astronomia).
Amatorskie obserwacje zwrécity uwage Rudolfa Wolfa, ktéry zbadal dane
archiwalne do potowy XVIII wieku: okres 1755-1766 zostal nazwany

Cyklem 1. Wolf stworzyl réwniez uzywany do dzi$ standardowy sposéb opisu
aktywnosci slonecznej na podstawie liczby plam (liczba Wolfa). Zmienna
aktywnosé stoneczna jest wywolana przez procesy magnetohydrodynamiczne
zachodzace w atmosferze Stonca, powodujace fluktuacje poziomu emitowanego
przez gwiazde promieniowania elektromagnetycznego (w tym istotnego dla

nas $wiatla widzialnego, ktére dociera do Ziemi) oraz strumienia czastek
natadowanych, wysylanych przez Slonice w postaci wiatru stonecznego. W latach
1645-1715, okresie zwanym minimum Maunderéw (od nazwiska malzenstwa
astronoméw stonecznych, Anny i Edwarda Maunderéw), Storice wykazywato
wtedy znacznie mniejsza niz zazwyczaj aktywnosé¢ plam. Minimum pokrywa si¢
w czasie z najchlodniejszym okresem tzw. malej epoki lodowe;j.

Jedenastoletni cykl plam stonecznych jest uwazany za polowe 22-letniego

cyklu dynamo stonecznego, wywoltywanego wzajemnym oddzialywaniem pola
magnetycznego i plazmy rotujacej z réoznymi predkoéciami w réznych rejonach
warstwy konwektywnej. Ruch materii zmienia konfiguracje i biegunowo$é¢ pola
magnetycznego, co daje poczatek z grubsza symetrycznym (wzgledem réwnika)
rozktadom plam, ktore obserwujemy na powierzchni warstwy konwektywnej,
zwanej fotosfera. Okres rotacji plam zmienia si¢ od okoto 25 dni na réwniku do
okoto 35 na biegunach.

Wedtug Panelu Przewidywania Cyklu Stonecznego (Solar Cycle Prediction
Panel), grupy naukowcéw NOAA i NASA, obecnie znajdujemy sie na poczatku
25. cyklu. Prognozy przygotowane w oparciu o najlepsze modele Stonca,

sa nastepujace: cykl bedzie podobny do poprzedniego, to znaczy bedzie
wykazywal slabg aktywno$é¢ plam. Cykl 24. byl najstabszym w ciagu ostatnich
100 lat (maksimum liczby plam wynosito 114 w kwietniu 2014 roku, przy
$redniej maksymalnej wynoszacej 179 plam). Maksimum cyklu 25. powinno
wystapi¢ w 2025 roku. Panel przewiduje rowniez przelamanie trendu stabnacej
aktywnosci stonecznej obserwowanego w ciggu ostatnich czterech cykli. Nic nie
wskazuje na to, ze zblizamy sie do minimum typu Maunderéw w aktywnosci
stonecznej. Czy to dobrze czy Zle? Zwazywszy na zmiany klimatu wywolane
dziatalnosciag czlowieka — pokaze czas.

Michat BEJGER

Pierwszy miesiac 2021 roku w naszej czesci Swiata jest
dos¢ ubogi w wydarzenia astronomiczne. Jak zawsze na
poczatku roku, dokladnie 2 stycznia, Ziemia przechodzi
przez peryhelium swojej orbity. Réwniez na poczatku
roku maksimum swojej aktywnoéci maja meteory z roju
Kwadrantyddw, ktére moga pokazaé nawet 200 zjawisk
na godzine. Tym razem jednak w ich obserwacjach
przeszkodzi Ksiezyc przed ostatnia kwadra. Natomiast
sposrod planet Ukladu Stonecznego Wenus, Jowisz

i Saturn daza do swoich koniunkcji ze Stoncem i mozna
je obserwowacé tylko na poczatku miesiaca, bardzo nisko
nad widnokregiem. Planeta Merkury 19 stycznia osiagnie
maksymalng elongacje wschodnia, lecz nie wzniesie si¢
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wyzej niz 7° ponad widnokrag. Dobrze widoczne sg
planety Mars, Uran i Neptun, ale tylko pierwsza z nich
jest tatwo dostepna golym okiem.

W calym 2021 roku zdarza si¢ po dwa za¢mienia
Stonca i Ksiezyca. 10 czerwca dojdzie do za¢mienia
obraczkowego, widocznego w okolicach Bieguna
Pénocnego. W Polsce da sie dostrzec wtedy za¢mienie
czeSciowe o malej fazie: od 26% nad Baltykiem do

13% w Bieszczadach. Kolejne zaémienie Sltonca, tym
razem calkowite, wydarzy sie 4 grudnia, ale bedzie
widoczne tylko na Antarktydzie i przylegajacych do niej
oceanach. Ksiezyc zanurzy sie w cien Ziemi 26 maja


http://youtu.be/l3QQQu7QLoM

i 19 listopada. Niestety oba zjawiska w Polsce wystapia
juz po jego zachodzie, a obserwowac je beda tylko
mieszkancy basenu Oceanu Spokojnego i jego wybrzezy.
Ponadto podczas swojej wedréowki po niebie w tym roku
Ksiezyc dwukrotnie zakryje planety Merkury i Mars oraz
trzykrotnie planete Wenus. Jednak pasy widocznosci
wszystkich siedmiu zjawisk przebiegna daleko od Europy.

Ziemia na poczatku roku jest najblizej Stonca, stad o tej
porze roku nasza planeta porusza sie najszybciej po
swojej orbicie. Oznacza to, ze obserwujemy najszybszy
ruch Stonica na tle gwiazd. W trzeciej dekadzie miesiaca
Stonce w drodze na péinoc przekracza rownoleznik —20°
deklinacji, koniczac tym samym okres najkrétszych dni

i najdtuzszych nocy. Od tego momentu dzien zaczyna si¢
szybko wydluzaé, a Storice od konca stycznia do konca
maja zwiekszy wysokos¢ gérowania o 40°.

Planety Jowisz i Saturn po grudniowym ztaczeniu nadal
tworza ciasna pare o rozpietosci niecatych 2°. Niestety
znajduja sie one bardzo nisko nad widnokregiem i szybko
znikaja z niebosktonu. Do konca widocznosci blask
Jowisza wyniesie —1,9"", Saturna za$ +0,6™. Pod koniec
miesigca obie planety spotkaja sie ze Sloncem i przeniosa
na niebo poranne. Jednak o tej porze roku nachylenie
ekliptyki do porannego widnokregu jest bardzo male,
dlatego planety zaczng wylaniaé si¢ z zorzy porannej
dopiero w kwietniu, niestety juz nie tak blisko siebie.

Podobnie jest z planeta Wenus, ktéra na poczatku
miesiaca o $wicie zajmuje pozycje na wysokosci
zaledwie 4°, mimo catkiem sporej elongacji,

wynoszacej 20°. W tym przypadku tez decyduje
nachylenie ekliptyki, ktore sprawia, ze planeta wschodzi
tuz przed Stoncem. Niestety nie pomoze tutaj nawet

jej duza jasno$é, wynoszaca —4™. Wenus spotka sie ze
Stonicem 26 marca i przejdzie na niebo wieczorne. Jest
to koniunkcja gérna, a zatem planeta znajdzie si¢ wtedy
za Stoncem, czyli daleko od Ziemi. Stad w tym okresie
Wenus bedzie poruszaé si¢ bardzo powoli i zacznie
wytaniaé sie z zorzy wieczornej dopiero w maju.

Rok 2021 nalezy do jednych z najgorszych lat
widocznosci Wenus na duzych péinocnych szerokosciach
geograficznych. Po przeniesieniu si¢ na niebo
wieczorne planeta podazy do maksymalnej elongacji
wschodniej, ktéra osiagnie pod koniec pazdziernika.
W drugiej potowie lata i jesienia nachylenie ekliptyki
do wieczornego widnokregu jest jednak niewielkie,

i juz na poczatku sierpnia zach6d Wenus nastapi
niewiele po zachodzie Storica, a planeta stanie sig

w zasadzie niewidoczna. Dopiero pod koniec roku i po
zmianie nachylenia ekliptyki do widnokregu warunki
obserwacyjne Wenus troszeczke sie polepsza. Jednak
wtedy planeta zblizy sie juz do$¢ mocno do Storica,
dazac do koniunkcji dolnej, przez ktéra przejdzie na
poczatku stycznia 2022 r., i nie pokaze sie wyzej niz
kilka stopni nad widnokregiem.

Ksiezyc zacznie rok w gwiazdozbiorze Raka w fazie 96%.

Dwie noce pézniej jego tarcza, w fazie zmniejszonej
do 84%, przejdzie 4° na pdinoc od Regulusa,
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najjadniejszej gwiazdy Lwa, 6 stycznia za$, juz

w ostatniej kwadrze, wzejdzie 2° od Porrimy w Pannie.
W kolejnych dniach Srebrny Glob podazy ku nowiu 13
stycznia, trzy dni wczesniej przechodzac, w fazie 11%,
w odlegloéci 5° od Antaresa w Skorpionie. Ksiezyc
mozna probowaé dostrzec takze 11 stycznia, gdy o $wicie
pokaze si¢ na wysokosci 4°, majac tarcze oSwietlona

w 5%. Natomiast 8° na lewo od niego pojawi sie planeta
Wenus.

W styczniu ekliptyka jest calkiem dobrze nachylona
zaréwno przed, jak i po zachodzie Stonca, a zatem po
nowiu Ksiezyc pojawi sie na niebie wieczornym juz

14 stycznia, prezentujac bardzo cienki sierp w fazie 3%.
Tym razem Ksigezycowi towarzystwa dotrzyma planeta
Merkury, dazaca do maksymalnej elongacji wschodniej
23 stycznia. Oba ciala niebieskie o zmierzchu zajma
pozycje na wysokosci okolo 3°, w odleglosci 4° od siebie.
W kolejnych dniach Ksiezyc bardzo szybko nabierze
wysokosci, natomiast Merkury nie wzniesie si¢ wyzej
niz 7° ponad widnokrag. Planeta pozostanie widoczna
do poczatku lutego. W tym czasie jej jasno$¢ spadnie

z —0,9™ do +2™, érednica tarczy urosnie z 5" do 10",
natomiast faza zmniejszy sie od 85% do 10%.

W drugiej czesci miesiaca Ksigzyc rozgosci si¢ na

niebie wieczornym. Po minigciu Merkurego 17 stycznia,
w fazie 17%, przejdzie 6° od planety Neptun, ktéra

o tyle tatwo znaleZé, ze przez caly miesiac wedruje ona
mniej niz 30" od gwiazdy 96 Aqr, za$ 21 stycznia dystans
miedzy planeta a gwiazdg spadnie do 22'. Srebrny Glob
przejdzie przez I kwadre 20 stycznia, Swiecac 10° od
pary planet Mars—Uran. Kolejnej nocy dystans ten
zmniejszy sie do 5°.

W styczniu Mars przemierzy odcinek 15°, konczac
miesiac w centrum gwiazdozbioru Barana. Po drodze
minie planete Uran, ktéra w polowie stycznia zmieni
kierunek ruchu na prosty i jej pozycja zmieni si¢ w tym
czasie zaledwie o 8. Mars przejdzie 97’ na pdinoc

od Urana 20 stycznia, a zatem nadarzy sie kolejna
znakomita okazja do identyfikacji planety. Uran Swieci
blaskiem +5,8™, zas Mars w ciagu miesiaca ostabnie
do +0,4™, a $rednica jego tarczy zmniejszy sie do 8",
przy malej jak na te planete fazie 89%. Mars dazy do
jesiennej koniunkcji ze Stoncem, z kazdym miesigcem
stabnie i w lipcu zniknie w zorzy wieczornej.

7 ciekawszych spotkan Ksiezyca z innymi cialami
niebieskimi nalezy wymieni¢ przejécie miedzy Plejadami
a Hiadami 23 stycznia, przejécie tuz przed pelnia 5° od
Kastora z Blizniat 27 stycznia oraz kolejne spotkanie

z Regulusem 30 stycznia rano. Pod koniec miesiaca,

28 stycznia, Ksiezyc w pelni wzejdzie przed godzing 16,
tuz przed zakryciem gwiazdy Asellus Australis w Raku,
tworzacej péinocno-wschodni rég trapezu otaczajacego
gromade otwarta gwiazd M44. Gwiazda zniknie za
Ksiezycem przed 16:15. Jednak ze wzgledu na jasne tlo
nieba i tarczy Srebrnego Globu oraz mata wysoko$é nad
horyzontem jest to zjawisko trudne do zaobserwowania.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

LHC odkrywa nowg czastke

Ponad 56 lat temu Murray Gell-Mann i George Zweig postawili hipoteze, ze
jedne z podstawowych skladnikéw $wiata materii — hadrony — sa zbudowane

z mniejszych obiektéw, ktére zostaly nazwane kwarkami. Bariony, takie jak
proton i neutron, sktadaja si¢ z trzech kwarkdéw, a mezony, ktérych przyktadem
moze by¢ pion, z pary kwark-antykwark. Autorzy koncepcji kwarkéw zdawali
sobie jednak sprawe z tego, ze nie sa to jedyne mozliwosci utozenia kwarkéw

w wieksze czastki. Mozna bowiem pomysle¢ o hadronach zbudowanych z dwéch
kwarkow i dwoch antykwarkéw lub z czterech kwarkéw i jednego antykwarka.
Ze wzgledu na liczbe sktadnikéw takie czastki okresla sie¢ mianem, odpowiednio,

Rozwigzanie zadania M 1660.
Dowolny dzielnik liczby catkowitej
dodatniej N jest rowny N lub jest nie
wigkszy niz % Zatem jedli suma pewnych
dzielnikéw liczb ki kE — 1 jest wigksza

od k, to jeden z tych dzielnikéw jest
réwny k lub k — 1.

Jedli jednym z tych dzielnikéw jest k, to
zachodzi réwnosé¢ ¢ — 1 =k — 1 4+ d, gdzie
d > 1 jest liczbg calkowity oraz d | k — 1.
Oznacza to jednak, ze d | £ — 1, czyli £ — 1
jest liczbg zlozona.

W drugim przypadku, gdy jednym

z dzielnikéw jest k — 1, to zachodzi
réwnosé £ + 1 = k + e, dla pewnej liczby
catkowitej e > 1 takiej, ze e | k. Podobnie
jak wyzej, dostajemy podzielno$é

e| 0+ 1, wigc £+ 1 jest liczba zlozona.

tetrakwarkow i pentakwarkow.

W Modelu Standardowym czastek elementarnych oddzialywania silne kwarkow
i antykwarkéw opisywane sa chromodynamika kwantowa. Stosowane dotad
metody obliczeniowe tej teorii sprawdzaja sie niezle w przypadku zderzen
wysokoenergetycznych czastek zbudowanych z kwarkéw. Jednak ze wzgledu

na bardzo duza sile, z jaka oddzialuja kwarki o niskich energiach, metody
chromodynamiki kwantowej w duzej mierze zawodza przy opisie budowy
wewnetrznej hadronow. Dlatego odpowiedzi na pytanie, jakie uklady kwarkéw
moga wiazaé si¢ w wigksze zgrupowania i jakie sa wladciwosci tych uktadow,
poszukuje si¢ przede wszystkim na drodze doswiadczalnej.

W ciagu ostatnich kilkunastu lat pojawilo sie wiele doniesien o zaobserwowaniu

tetrakwarkéw i pentakwarkéw. Niektore z nich wytrzymaty probe czasu, inne
za$ okazaly sie fluktuacjami statystycznymi albo bledna interpretacja danych.

Uwaza si¢ dzisiaj, ze pierwszym odkrytym tetrakwarkiem byla czastka Z(4430),
zaobserwowana w 2007 roku w japonskim eksperymencie Belle. Jej nazwa
podaje w szczegdlnodci zmierzong w doswiadczeniu mase czastki wyrazona

w MeV/c2. Jednak dopiero w 2014 roku wyniki eksperymentu LHCb przy
Wielkim Zderzaczu Hadronéw jednoznacznie potwierdzily nature tej czastki,
bedacej stanem zwiazanym kwarkow dolnego i powabnego oraz antykwarkéw

gbérnego i powabnego.

Nowe czastki wykrywa sie w eksperymentach zderzeniowych, badajac rozklady
tzw. masy niezmienniczej produktow rozpadu tej czastki. O szczegdlach
technicznych z tym zwiazanych pisal w A}, Maciej Misiura — zasadniczo chodzi
o to, ze wystepowanie takiej czastki wiaze sie ze wzrostem liczby obserwacji
czastek mogacych byé¢ produktami rozpadu nowej, poszukiwanej czastki,
odpowiadajacych masie niezmienniczej rozpadajacej si¢ czastki. Zasadnicza
trudnosé w badaniu tetrakwarkéw i pentakwarkow

stanowi krétki czas zycia tych czastek oraz niewielkie
prawdopodobienstwo ich wyprodukowania. Dlatego nie
jest na ogdél tatwo ustali¢, czy rzeczywiscie mamy do
czynienia z pojedyncza nowg czastka elementarna, czy
tez ze stanem zwigzanym dwdéch znanych, ztozonych
czastek elementarnych. Innymi stowy, mozemy mieé
do czynienia z sytuacja taka jak przy powstawaniu
czasteczki wody. Fakt, ze dwa atomy wodoru i atom
tlenu potlaczyly sie w wiekszy obiekt, nie oznacza,

ze polaczyly wszystkie swoje sktadniki i zatracily
indywidualne wlasciwosci w ramach tej wiekszej
struktury.

Jedno z pytan, na ktore fizycy nie potrafili dotad
odpowiedzie¢ na gruncie teorii czastek elementarnych,
brzmiato, czy moze istnie¢ tetrakwark zbudowany
wylacznie z ciezkich kwarkéw i antykwarkéw,

tzn. powabnych i bottom. Latem 2020 roku zesp6t
naukowcow opracowujacych dane z detektora LHCb
udzielil odpowiedzi twierdzacej na to pytanie.
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Czastka X (6900) mialaby by¢ tetrakwarkiem zlozonym
z dwéch kwarkéw i dwoéch antykwarkow powabnych,
potaczonych stosunkowo silnymi (sic!) oddzialywaniami
silnymi. Zdaniem badaczy, jesli taka interpretacja
zgromadzonych przez nich danych do$wiadczalnych
jest poprawna, juz wkrotce nalezy sie spodziewaé
prawdziwego wysypu obserwacji innych stanow
wielokwarkowych. To za$ niewatpliwie przystuzy sie
lepszemu zrozumieniu budowy hadrondéw.

Kiedy dwanagcie lat temu uruchamiano Wielki Zderzacz
Hadronéw, wszyscy ekscytowali sie mozliwoscia
wyprodukowania w nim nowych czastek. Malo kto
chyba jednak przypuszczal, ze beda to przede wszystkim
czastki opisywane w ramach Modelu Standardowego

o masach rzedu kilku GeV /c?, czyli tylko kilkakrotnie
ciezsze od protonu. ..

Kraysztof TURZYNSKI

[LHCDb Collaboration] R. Aaij et al., Science Bulletin 2020
65(23)1983-1993.
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naturalnego szeregu.

Powyzsze cztery prawa sg podstawa wspotczesnej logiki

i wyznacznikiem tego, jaki powinien by¢ dowéd. W tym —
jubileuszowym — odcinku kacika zamieszczamy kilka
cennych porad na temat tego, jak redagowaé rozwiazania
zadan olimpijskich, ktére w wiekszosci polegaja wilasnie

na dowodzeniu. Czytelng i przejrzysta redakcja rozwigzan

z pewnoscig utatwimy prace i zyskamy sympatie osoby, ktéra
je potem sprawdza.

Dowodzenie twierdzen to trudna sztuka. Nielatwo réwniez
zapisa¢ swéj tok rozumowania w taki sposéb, by kto$ inny
mégt go bezbolednie przeczytaé i zrozumieé. Ztota, choé
banalnie brzmiaca zasada jest pisanie komentarzy, czyli
informowanie czytelnika o tym, co si¢ w rozumowaniu dzieje:
jaka stosujemy metode, jakie rozwazamy przypadki, z jakich
korzystamy twierdzen. . .

Z formalnego punktu widzenia dowéd to cigg stwierdzen,

w ktorym kazde kolejne wynika ze stwierdzen poprzednich
lub przyjetych zaltozen i aksjomatéw, a dowodzona teza jest
w nim ostatnim stwierdzeniem. Przyjeto wiec redagowanie
tekstu matematycznego rozumowania w taki sposéb, ze

to, co jest napisane nizej, wynika z tego, co napisano

wyzej. Kazde odstepstwo od tej reguly powinno by¢
opatrzone odpowiednim komentarzem. Najczestsze z nich to
rozumowanie redukcyjne, w ktérym zastepujemy teze innym
stwierdzeniem — takim, z ktérego ona wynika. Tu niezbedny
jest komentarz wystarczy udowodnicé, zZe... Podobnie jest,
gdy przeksztalcamy teze réwnowaznosciowo; dowdd ma byé
zakoriczony otrzymaniem tezy, wigc rozpoczynanie od niej
wymaga usprawiedliwienia.

Bardzo istotna jest jednoznaczno$é logiczna tekstu.

W dowodach uzywamy najczeéciej sformutowan typu

z warunkow A i B wynika C. Mozna zapisaé je na wiele
sposobdw, ale niektére, niestety powszechnie stosowane, nie
sg dobre. Na przyklad w stwierdzeniu poniewaz A, B, C nie
jest jasne, czy warunek C' wynika z A i B, czy moze to Bi C
wynikaja z A.

W wielu rozwiazaniach konieczne jest korzystanie z réznych
twierdzen. Jezeli to robimy, zawsze piszemy nie tylko o tym,
jakie twierdzenie stosujemy, ale tez w jakiej sytuacji. Dla
przykladu, uzywajac twierdzenia Pitagorasa, nalezy napisac,
dla ktorego tréjkata sie je stosuje. Problemem sg egzotyczne
twierdzenia, ktoérych czytelnik naszej pracy wcale nie musi
zna¢. W takim przypadku nalezy twierdzenie zacytowac oraz
poda¢ zrédlo, w ktérym sie ono znajduje. Najbezpieczniej
postepowaé tak ze wszystkimi twierdzeniami spoza szkolnego
programu nauczania, cho¢ istnieje niepisany kanon olimpijski
— nikt nie odwazyt si¢ w sposéb Scisty takowego zdefiniowaé —
i raczej nikt nie bedzie miat zastrzezen, gdy nie zacytujemy,
na przyklad, maltego twierdzenia Fermata. Odnosnie zrédet —
podreczniki i czasopisma naukowe przechodza rygorystyczny
proces recenzji, dlatego bez zadnych watpliwo$ci mozna

sie na nie powotaé. Jesli chcemy skorzysta¢ w rozwigzaniu
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Barttomiej BZDEGA

Pierwszym jest, aby nie przyjmowaé nigdy Zadnej rzeczy za prawdziwaq, dopdki nie poznam jej
oczywiscie jako takiej: to znaczy, aby unikad starannie pospiechu i uprzedzenia i nie zawieraé

w swoim sgdzie nic, jak tylko to, co sie przedstawi memu umystows tak jasno i wyraznie, iz nie
bede mial zZadnej moznosci podania tego w wagtpliwosé.

Drugim, aby kazdq z rozpatrywanych trudnosci podzieli¢ na tyle czagstek, na ile sie da, i ile bedzie
potrzeba dla lepszego jej rozwigzania.

Trzecie, aby prowadzié mysli po porzqdku, zaczynajqc od przedmiotéw najprostszych

7 najlatwiejszych do poznania, i pomalu, jak gdyby po stopniach, wstepowaé az do poznania
bardziej zlozonych; przy czym nalezy przypuszczadé porzgdek nawet miedzy tymi, ktdre nie tworzq

Ostatnie, aby wszedzie czynié wyszczegolnienia tak dokladne ¢ przeglady tak powszechne, abym byl
pewny, iz nic nie opuscilem.

Kartezjusz, Rozprawa o metodzie (przet. T. Boy—Zeleﬁski)

z twierdzenia znalezionego, powiedzmy, gdzies w Internecie,
to lepiej zamiesci¢ je w pracy wraz z dowodem.

Kazdy olimpijczyk bez przerwy staje przed dylematem —
czego dowodzié, a czego nie dowodzi¢? Tu nie ma
jednoznacznej odpowiedzi i trzeba w duzej mierze kierowad
sie intuicja. Najlepsza jest tu zasada, by nie dowodzié¢
rzeczy oczywistych dla kazdego matematyka, cho¢ niestety
nie jest ona precyzyjna. Na pewno nie nalezy dowodzi¢
podrecznikowych wzoréw i twierdzen. W druga strone
réwniez nie mozna przesadzaé. Nie wolno zostawiaé ¢wiczen
dla czytelnika — czyli zamiast pisaé¢ z réwnosci A po kilku
przeksztalceniach otrzymamy réownosé B, nalezy pokazaé te
przeksztalcenia. Zanim powolamy si¢ na tak zwany dobrze
znany fakt, upewnijmy sie, ze on rzeczywiscie jest dobrze
znany, czy mozna go znalezé w ksigzkach poswieconych
matematyce.

Rysunek to istotny element rozwigzania zadania z geometrii,
chyba ze dana konfiguracja geometryczna jest naprawde
bardzo prosta, a rozwiazanie praktycznie czysto algebraiczne.
Niektorzy sadza, ze nie trzeba robié¢ rysunku, jesli potozenie
wszystkich obiektéw geometrycznych w rozwiazaniu zadania
jednoznacznie wynika z tekstu. Brak rysunku jest jednak
dos¢ ucigzliwy dla czytelnika — musi sam go zrobié, by
przesledzi¢ rozumowanie. Tu mozna stosowaé zasade:

jesli byt mi potrzebny rysunek, by rozwigzaé zadanie, to
umieszcze go w pracy. Pamietajmy, ze nie tylko zadania
geometryczne wymagaja rysunkéw; rozwigzania niektérych
zadan z kombinatoryki réwniez warto zilustrowac.

Aby rozwiazaé zadanie, zazwyczaj musimy wprowadzié¢ jakies
oznaczenia — zmienne algebraiczne lub geometryczne, ktére
nie pojawily sie w tresci zadania. Kazde nowe oznaczenie
nalezy opisaé¢; w przypadku obiektéw geometrycznych
mozna si¢ odnie$¢ do rysunku. Nalezy unikaé¢ dziwnych,
ekscentrycznych oznaczen. Jedli istnieja powszechnie przyjete
oznaczenia jakiego$ obiektu lub relacji, stosujemy je.

Nasza prace z pewnoscig przeczyta jaki$ matematyk;
pamietajmy, ze jest to cztowiek, a nie maszyna dekodujaca.
Dlatego bardzo wazna jest czytelnosé i przejrzysto$é tekstu.
Wpuéémy troche $wiatta — kazda nowa mysl warto rozpoczaé
od nowego akapitu. Niektére formuly matematyczne zaleca
sie umieszczaé¢ w oddzielnej linijce — szczegdlnie te bardzo
dtugie i te, do ktérych bedziemy sie czesto odnosié¢. Te
ostatnie dobrze jest ponumerowad.

Ostatnim, lecz réwniez waznym aspektem pracy jest jej
jezyk. Nalezy postugiwaé sie poprawna, ale niezbyt kwiecista,
polszczyzna. W razie watpliwosci, czy konstrukcja danego
zdania jest poprawna, mozna zastosowaé patent Krzysztofa
Ciesielskiego — sprawdzié, czy ta konstrukcja dobrze
funkcjonuje w mowie potocznej.

O bledach ortograficznych pewnie nie warto wspominac;
kazdy przeciez wie, jak pisaé nie wprost.
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PRAC Z MATEMATYKI
IM. PAWLA DOMANSKIEGO

W konkursie biorg udziat matematyczne, tworcze prace napisane
przez uczniow szkdt ponadpodstawowych oraz podstawowych w klasach 7-8.
Mowiac krotko: nalezy udowodnic cos, czego jeszcze nikt inny nie udowodnit!

TERMIN ZGLASZANIA PRAC:
30 KWIETNIA 2021 ROKU
FINAL:

Regulamin konkursu, przyktadowe tematy prac, lista dotychczasowych
laureatdw, niektore prace oraz wiele innych przydatnych informacii: delta@mimuw.edu.pl

www.deltami.edu.pl/delta/redakcja/konkurs_prac_uczniowskich 3 Delta.czasopismo
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