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813. Dany jest wielokat wypukly W (katy < 180°) oraz liczba naturalna m,
mniejsza od liczby jego przekatnych. Niech S bedzie zbiorem wszystkich
punktéw przecieé¢ przekatnych (lezacych wewnatrz W); zakladamy, ze zaden
z tych punktow nie nalezy do trzech przekatnych. Udowodnié, ze w zbiorze S
mozna wyrozni¢ m-elementowy podzbiér M, nie zawierajacy zadnego cyklu.
Przez cykl rozumiemy dowolny cykliczny uklad punktéw (dowolnej dtugosci > 3),
w ktérym kazde sasiednie dwa punkty leza na jednej przekatnej, ale zadne
kolejne trzy nie leza na jednej przekatne;j.
814. W pewnym tréjkacie jeden z katéw ma miare . Dowiesé, ze
@ «a r

2 sin 5 (1 sin 2) > ik

gdzie, jak zwykle, r i R to promienie okregdéw wpisanego i opisanego.

Zadanie 814 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2020

Przypominamy tres¢ zadan:

805. Wewnatrz wypuktego n-kata A1 As ..

. A, lezy taki punkt P, ze kazdy 806. Nieskoiiczony ciag liczb naturalnych (a, ) jest okreslony

z trojkatéw PA;A;qq jest rownoramienny (przyjmujemy A, 1 = Ayp). wzorami a; = 2; apyy = 2°" + 2 dla n > 1. Niech f(z) = z° — .
Czy stad wynika, ze wielokat ma okrag opisany, ktérego srodkiem jest Udowodnié, ze dla kazdego n > 1 liczba f(an41) dzieli si¢
punkt P? przez f(ay).

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
803 (WT =1,44) i 804 (WT = 2,58)
z numeru 6/2020

Andrzej Kurach Ryjewo 47,55
Karol Matuszewski Rawicz 44,69
Janusz Olszewski ~ Warszawa 43,43
Marek Spychata Warszawa 42,98
Tomasz Wietecha  Tarnéw 42,77

Jakub Wegrecki Krakéw 41,76
Marcin Matogrosz ~Warszawa 41,65
Pawel Burdzy Warszawa 41,58

Pan Andrzej Kurach — juz po raz drugi.
A pan Karol Matuszewski wlagnie
wchodzi do matematycznego Klubu 44,
ktéry dzigki niemu liczy (na zakoniczenie
sezonu 2019/20) juz 133 nazwiskal

805. Odpowiedz dla n > 4: nie; dla n = 3: tak.

Banalny kontrprzyklad dla n > 4: umieszczamy punkty P, Ai, Ao, As

w wierzcholkach kwadratu. Zakreslamy okrag o srodku P, przechodzacy przez
punkty Aj, Az, i na jego dlugim tuku AsA; wybieramy punkty Ay, ..., A, tak, by
punkt P znalazl sie¢ wewnatrz wielokata A; AsAs. .. A,; 6w wielokat ma wlasnosci
wymienione w pierwszym zdaniu zadania, ale nie ma okregu opisanego.

Dowdéd dla n = 3: gdyby w tréjkacie A; As A5 dwa katy sposréd A; PAs, Ay PAs,
A3PA; byly ostre, ich suma bytaby katem wypuklym i punkt P lezalby na
zewnatrz trojkata A As As. Wobec tego dwa sposrdd tych katéw — np. A1 PAs,
As P Aj sa nieostre; podstawami tréjkatéw réwnoramiennych PA1 As, PAs Ag
sg wtedy odcinki Ay As, Az As; ich boczne ramiona PA;, PAy, PAs maja réwne
dtugosci, wiec P jest érodkiem okregu opisanego na tréjkacie Ay AxAs.
806. Pokazemy, ze dla kazdego n > 1:
(1) an | apny1 oraz  (an —1) | (any1 —1).
Stad oczywiscie wyniknie, ze a,11(an+1 — 1) dzieli sig¢ przez a,(a, — 1), czyli ze
f(an41) dzieli sie przez f(ay).
Dla n = 1 podzielnoéé (1) zachodzi (a1 = 2, az = 6). Ustalmy n > 2 i przyjmijmy
shusznosé zwiazkéw (1) z n zastapionym przez n—1. Oznaczmy: a,—1 = k,
an =1, api1 = m; tak wiec | = 2F 42, m = 2! + 2. Zalozenie indukcyjne méwi,
ze dla pewnych liczb naturalnych ¢, ¢ mamy
(2) l = qk, I—1=tk-1).
Liczby k, I (jak i wszystkie wyrazy ciagu (a,)) sa parzyste, niepodzielne przez 4.
Zatem liczby ¢, t w réwnaniach (2) sa nieparzyste. Wobec tego dla kazdej liczby
naturalnej x:
liczby 29 + 1 oraz x! + 1 sa podzielne przez x + 1.
Przyjmijmy (odpowiednio) x = 2* oraz x = 2¥~!. Dostajemy zwiazki
podzielnosci:
2F 128 41 oraz 28141 |20t g
czyli (zgodnie z (2)):
2F 4128 4+1 oraz 2P P41 |2t 41
Pierwszy z tych zwiazkéw méwi, ze [ — 1 | m — 1; drugi za$ (po pomnozeniu
obu czlonéw przez 2) — ze I | m. Sa to wlasnie zwiazki (1) dla rozwazanej
liczby n, czyli teza indukcyjna. Zatem zwiazki (1) zachodza dla kazdej liczby
naturalnej n.
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