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Badania problemu optymalnego transportu zostaly zainicjowane juz w 1781 roku
przez Gasparda Monge’a, ale na dowdd istnienia rozwigzania w przypadku
ciaglym trzeba bylo czekaé¢ ponad dwiescie lat. Zadanie polega na tym, by
znajac poczatkowe i docelowe rozmieszczenie nieodréznialnych tadunkéw, tak
dobraé¢ docelowe miejsca kazdego z nich, by jak najmniej zaplacié¢. Zakladamy
przy tym, ze koszt przemieszczenia tadunku z jednego punktu do drugiego jest
proporcjonalny do ich odlegtosci.

Laczenie punktéw

Zobaczmy, jak powyzej opisany problem jest zwiazany z nastepujacym
zagadnieniem. Przypuéémy, ze mamy na plaszczyznie zadane n punktow
szarych i n punktéw niebieskich. Chcieliby$émy znalezé takich n odcinkéw
parami roztacznych, ze kazdy z nich ma jeden kraniec szary i jeden kraniec
niebieski. Jak latwo zaobserwowac, nie zawsze takie odcinki istnieja. Istotnie,
jesli wszystkie punkty leza na jednej prostej i wsrdd nich jest taka tréjka
jednokolorowych punktow, ze pomiedzy nimi nie ma zadnego punktu

o odmiennym kolorze, to takich odcinkéw nie znajdziemy. Aby wyeliminowaé
tego typu sytuacje, bedziemy zakltadali, ze zadane punkty sa w polozeniu
ogdélnym. Oznacza to, ze zadna tréjka punktow nie lezy na jednej proste;j.
Pokazemy, ze przy tym zalozeniu mozna wykazaé, ze takie odcinki istnieja.
Rozwazmy bowiem wszystkie mozliwe zestawy n odcinkow, ktore tacza
punkty szare z niebieskimi w sensie rozwazanym powyzej. Takich zestawdw
jest skonczenie wiele — doktadnie: n!. WeZmy ten, dla ktorego suma dtugosci
odcinkéw jest najmniejsza. Przypusémy, ze w tym wybranym zestawie mamy
dwa odcinki, ktére sie przecinaja. Sytuacja ta jest zilustrowana na marginesie.
Uzywajac oznaczen z rysunku, widzimy, ze nieréwno$¢ tréjkata implikuje, ze

c1 () d(Cl,ng) < d(chp) + d("?yp)

oraz
d(cz,n1) < d(cz,p) + d(ni,p).

Powyzej d(z,y) oznacza odleglo$é miedzy punktami z i y. Ze wzgledu na
poczynione zatozenie — o tym, ze punkty sa w polozeniu ogdlnym — nieréwnosci
sg ostre. Sumujac je, otrzymujemy

d(c1,n2) + d(ca,n1) < d(cq,m1) + d(c2,n2).

Stoi to w sprzecznosci z przypuszczeniem, ze wybrany zestaw odcinkéw mial
te wlasno$é, ze suma dlugosci odcinkéw byla najmniejsza. W istocie, biorac
taki zestaw jak poprzednio, z taka modyfikacja, ze zamiast taczyé c¢; z nq i co
z no taczymy c; z ng oraz co z ny — dostajemy zestaw o $cisle mniejszej sumie
i dlugosci odcinkéow. Tym samym wykazalidémy istnienie pozadanych odcinkow.
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Rozwigzanie zadania M 1662.
Oznaczmy przez Li, Lo rzuty punktu L,
odpowiednio, na proste AB i CD,

a K1, K2, K3 rzuty punktu K na proste,
odpowiednio, AB, CD i DA.

Z wypuktosci ABCD punkty Ki i L leza
wewnatrz odcinka AB, punkty Ko i Lo
leza wewnatrz odcinka C' D, natomiast
punkt K3 lezy wewnatrz odcinka DA.

A Ly K, B
Mamy zatem réwnosci

KL, = |AB — AK; — BL4|
oraz

KyLy = |DC — DKo — CLs|.
Ponadto

AD = AK3 + DK3 = AKy1 + DK>.

Analogicznie BC = BL; + CLo.
Odcinki K1L;y i KoLy sg rzutami
odcinka K L, odpowiednio, na odcinki AB

i CD, skad KL > KL, oraz
KL > Ko Lo. Wobec tego

QKL > K1L1+KoLy =
=|AB—AK,—BL,|+|DC—DKy—CLsy| >
> |[AB—AKy—BL1+DC—DKy—CLy| =
= |[AB+DC—AD—BC|,

gdzie w ostatniej nieréwnosci
skorzystaliSmy z nieréwnosci tréjkata.
Uwaga: Niech Qg i Qr, beda okregami
stycznymi do trzech bokéw czworokata

o $rodkach, odpowiednio, K i L. Jesli
przez P i Q oznaczymy punkty stycznodci
Qr i Qr z odcinkiem AB, to

7z powyzszego rachunku mozna
wywnioskowad, ze

1
PQ = ;|AB+CD ~ BC — DA],

skad teza, gdyz oczywidcie KL > PQ.

znanej juz starozytnym, ze sposréd zbiorow o ustalonej objetosci najmniejsze
pole powierzchni ma kula.

Taka wlasnos¢ optymalnego transportu, ze drogi transportowanych tadunkéw sie
nie przecinaja (wykorzystalidmy ja przy rozwiazaniu problemu z odcinkami),
pozwala na zredukowanie tréjwymiarowego problemu izoperymetrycznego

do jego odpowiednika jednowymiarowego. Rozwiazanie tego odpowiednika

jest juz jednak, jak Czytelnik zechce sprawdzié, oczywiste. Szczegdly metod
wykorzystywanych w optymalnym transporcie przy tej redukcji wybiegaja jednak
poza zakres tego artykutu. Wspomnijmy tylko, ze kluczowa role gra tu dualnosé
Kantorowicza—Rubinsteina. Odnotujmy, ze Kantorowicz za prace nad tymi
zagadnieniami zostal uhonorowany w 1975 roku Nagroda Nobla w dziedzinie
ekonomii.

Metoda, ktéra tutaj naszkicowalidémy, jest zwana lokalizacja. Ma ona

szerokie uogdlnienie — mozna ja zastosowaé takze przy badaniu problemu
izoperymetrycznego na rozmaitos$ciach riemannowskich, ktére spelniaja pewne
warunki dotyczace krzywizny i wymiaru. Jest to juz jednak material na osobna
historie.

Problem w trzech wymiarach

Jeden z kierunkéw, w ktérym mozna uogdlnié¢ nasze zagadnienie, jest
nastepujacy. Zalézmy, ze mamy zadane trzy zbiory, kazdy po n punktéw
lezacych w przestrzeni tréjwymiarowej. Dla wygody nazwijmy punkty
pierwszego z tych zbioréw punktami czerwonymi, drugiego — niebieskimi,

a trzeciego — zielonymi. Ponownie bedziemy zakladali, ze zadane punkty

sa w polozeniu ogélnym, a zatem ze zadna czwoérka punktow nie lezy

w dwuwymiarowej ptaszczyznie. Naszym zadaniem jest znalezienie n takich
tréjkatéw dwuwymiarowych parami roztacznych, ze kazdy z tych tréjkatéw ma
jeden wierzcholek czerwony, jeden niebieski i jeden zielony.

Obecnie nie jest jasne, czy rozwiazanie tego problemu, ktére bytoby analogiczne
do rozwiazania problemu na plaszczyznie, istnieje. Tym niemniej mozna
udowodni¢ istnienie pozadanych trojkatéow. Metoda, ktéra sie postuzymy,
bedzie uzywala znanego twierdzenia Borsuka—Ulama o kanapce. Méwi ono,

ze gdy mamy kanapke ztozona z bulki, szynki i sera, to mozemy znalez¢ taka
plaszczyzne, ze gdy przetniemy kanapke wzdluz niej, to podzielimy kazdy ze
sktadnikéw kanapki na dwie réwne czedci.

Idea rozwiazania naszego problemu, pochodzaca z pracy Nogi Alona i Jina
Akiyamy Disjoint Simplices and Geometric Hypergraphs, jest nastepujaca. By
moc skorzystaé z twierdzenia Borsuka—Ulama, musimy w miejsce zadanych
punktow rozwazy¢ mate kulki o srodkach w tych punktach. Kulki, ktérych
srodki sa czerwone, beda graty role bulki, te o srodkach niebieskich — szynki,

a zielonych — sera. Twierdzenie nam mowi, ze znajdziemy taka plaszczyzne,
ktéra kazde z tych zbioréw podzieli na dwie réwne czeéci. Po drobnej
modyfikacji naszego ciecia w razie potrzeby dostaniemy dwa niezalezne
problemy, identyczne jak problem poczatkowy, z tym wyjatkiem, ze kazdy z nich
dotyczy zbioréw o licznodci nie wigkszej niz [5]. Tutaj [x] oznacza najmniejsza
liczbe catkowita nie mniejsza od liczby x.

Kontynuujac to postepowanie lub — méwiac bardziej formalnie — stosujac zasade
indukcji, uzyskujemy n parami roztacznych, wypuktych komoérek, z ktérych
kazda zawiera dokladnie po jednym punkcie czerwonym, jednym niebieskim

i jednym zielonym. Ze wzgledu na ich wypuktosé tréjkaty taczace punkty
wewnatrz komérek sg parami roztaczne. Oczywiscie moga powstaé takze
komorki, ktére nie zawieraja zadnego punktu z zadanych, ale nie stanowia one
przeszkody w przeprowadzeniu dowodu istnienia szukanych tréjkatéw.
Twierdzenie Borsuka—Ulama o kanapce ma swéj odpowiednik w przestrzeniach
wyzej wymiarowych. Za jego pomoca mozna tez wykazaé, ze problem dotyczacy
przestrzeni d-wymiarowej i d réznokolorowych, réwnolicznych zbioréw, ktérych
suma jest w pozycji ogdlnej, takze ma rozwiazanie.
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