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Ktoére zgiecie jest naj...?
Jarostaw GORNICKI*

Zadania na ,wyznaczanie ekstremum” potrafia by¢ klopotliwe. Przegladajac
Kurs Analizy Hardy’ego®, zwrécitem uwage na wyjatkowo naturalny problem.

Zadanie 1 (G.H. Hardy, 1908). Zginamy prostokgtng kartke papieru w ten
sposob, zZe koniec jednego boku lezy na boku przeciwleglym. Kiedy diugo$é tego
zgiecia jest najwieksza?

Nie, nie podamy pelnego rozwigzania, dla Czytelnikéw musza by¢ smakotykil
Smak sukcesu zapewni ,rozbrojenie” wskazanych podpowiedzi.

Znane twierdzenie Weierstrassa gwarantuje, ze rozwigzanie zadania istnieje. Gdy
kartka jest kwadratem jednostkowym, wystarcza rozwazania geometryczne —
mozliwe sg trzy przypadki (rys. 1-3).

Gdy punkt A’ oddala sie od punktu D (rys. 2), to zmienia sie polozenie zgiecia
i roénie jego dlugosé. Oczywiscie zgiecie jest najdiuzsze, gdy wierzchotek A
przechodzi na wierzcholek przeciwlegly A’ (rys. 3).

Rozwiazanie analityczne wymaga obliczenia dlugosci zgiecia w zaleznosci od
jakiego$ parametru, np. kata nachylenia linii zgiecia do boku.

Podpowiedz 1. Wykazac, Ze dla kwadratu jednostkowego dlugo$é zgiecia
w przypadku ,posrednim” (rys. 2) Lo(x) = 1+ a2, gdzie |[DA'| = x € (0,1).

Dla prostokata o bokach dlugosci 0 < a < b sprawa si¢ komplikuje. Aby uproscié
rachunki, rozwazmy prostokat znormalizowany o bokach dtugosci 1 x h, gdzie
h= g > 1. Dynamicznie zmieniajace si¢ potozenia zgie¢ dla wierzchotka zginanego
rogu umiejscowionego na dluzszym boku przedstawiaja rysunki 4-10. (Nietrudno
przekonac sie, ze jesli wierzchotek zgiecia bedzie na krétszym boku, to dtugosé
zgiecia bedzie krétsza od tej z konfiguracji z rys. 10.)

A
Rys. 9 Rys. 10

Ktére z tych zgie¢ jest najdtuzsze i w jakich warunkach? Kandydatéw jest
dwdéch — to zgiecia z rysunkéw 6 i 8. Skad taki wybor?

Zgiecie na rysunku 5 ma dlugosé Ls(a) = co}sloc’ gdzie oo € (0,0) i g < §
jest takie jak na rysunku 6. Poniewaz L'(a) = ’;‘(:7?3 > 0, wiec wielko$é Ls(a)

rosnie wraz ze wzrostem argumentu «, az do osiggniecia polozenia granicznego
z rysunku 6.

Podpowiedz 2. Wykazad, ze dla prostokgta 1 x h (h > 1) diugosé zgiecia
2 rysunku 6 jest okreslona wzorem Lg(h) = \/2ht — 2h3V/h% — 1.

Dalsza wedréwka punktu A’ wzdtuz boku prostokata wymusza pojawienie si¢
przypadku przedstawionego na rysunku 7. Obliczenie dlugoéci zgiecia Ly (x) jako
funkcji parametru |AE| =z € (3, 1) jest latwe (rys. 11).
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7Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do ADEA’ mamy y? = 2% — (1 — x)? =
= 2x — 1, a z podobienistwa trojkatéw ADEA’ ~ AFGA’,
[FG| _ |DE]| o_(1-2)? (1-2)°
- kad yz=1— - - .
FA| = DA skad yz T oraz 2 " 51

Ponownie korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, tym razem dla AEAG,

223 1
[L7(x)]2:x2+(y+z)2:x2+y2+2yz+z2:...:m, T € (2,1).

Poniewaz

d 2\ 22%(4x —3) 1 3
%([L7(I)] )—W<O dla §<l’<1,

wiec dlugosé zgiecia najpierw maleje, osigga minimum lokalne dla z = %, a pozniej
wzrasta do wielkosci Lg(h) = v/2 (patrz rys. 8). Gdy punkt A’ wedruje dalej

w gore (rys. 9), pojawia sie kolejna pulapka.

Podpowiedz 3. Wykazad, zZe dla prostokgta 1 x h (h > 1) przy oznaczeniach
takich jak na rysunku 9, dlugos¢ zgiecia jest okreslona wzorem Lo(7y) = |/ 2

1+4siny”’
gdzie 0 <y <9 70 < 5 jest takie jak na rysunku 10.

—+/1 4+ sin~y - cosvy

V2(1 4 sin )2
zgiecia maleje do osiagniecia wartosci granicznej Lig(h) (patrz rys. 10).

Poniewaz [Lo ()] = < 0, wiec w tym przypadku dlugosé

7 powyzszych rozwazan wynika, ze rozwiazaniem zadania Hardy’ego dla
prostokata o wymiarach 1 x h (h > 1) jest funkcja

Lunax(h) = max {fz \/2h4 —oh3\/R2 — 1} dla h> 1.
Poréwnujac wykresy funkeji Lg(h) = V2Kt —2h3VR2 — 1 Lg(h) =+v2dlah > 1

(rys. 12), widzimy, ze jedynie dla prostokata o wysokosci h = ¥ Qggﬁ istniejg dwa

rézne polozenia zgieé¢ o takich samych najwiekszych dlugosciach (rys. 6 i 8).

W zadaniu 1 nie méwimy o zgieciu najmniejszej dlugosci, bo jest ono dlugoéci 1
(wystarczy kartke o wymiarach 1 x h (h > 1) zlozy¢ na p6l tak, aby pokrywaly
sie krotsze boki).

Mniej trywialna jest nastepujaca sytuacja:
Zadanie 2. Zginamy prostokgtng kartke papieru w ten sposcéb, ze koniec

dtuzszego boku lezy na dluzszym boku przeciwleglym. Kiedy diugo$é tego zgiecia
jest najmniejsza?

Wezesniejsza dyskusja uprawnia nas do szukania rozwigzania wéréd przypadkéw
z rysunkow 4, 7 i 10. Jak juz wiemy, Ly(h) = h, a funkcja L7(z) = \/E,

% < x < 1, osiaga minimum lokalne dla zg = %, ktére jest réwne Lr(zo) = 34ﬁ.

Obliczenie dlugosci zgiecia w ostatnim przypadku (rys. 10) jest latwe.

Przy oznaczeniach takich jak na rysunku 13, z twierdzenia Pitagorasa
zastosowanego do tréjkata ADAA’ wynika d? = 1+ h2. Z podobienstwa tréjkatéw

ADAA' ~ AOSA mamy L = 299 skad Lyg(h) = Y5 gdzie h > 1.
2

Poréwnujac wykresy funkeji Ly(h) = h, Ly(h) = %, Lig(h) = 7”:}‘2 dla h > 1
(rys. 14), widzimy, ze warto$¢ minimum lokalnego z przypadku na rysunku 7
nigdy (!) nie jest zgieciem o najmniejszej dlugosci. Rozwiazaniem zadania 2 dla
prostokata o wymiarach 1 x h, (h > 1), jest funkcja
V14 h?
h
Jedynie dla h = /¢, gdzie ¢ = @ (zlota liczba), istnieja dwa rézne zgiecia
o najmniejszej dtugosci (rys. 4 i 10).

Lunin(h) = min {h, } dla h> 1.

Tak oto rozwigzanie naturalnie wygladajacego i pozornie tatwego zadania
okazalo sie zaskakujaco nieoczywiste.
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