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Dowdéd lematu 1.
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Niech b,, := nsin(2wen!). Korzystajac

z dobrego kalkulatora, mozemy sprawdzié,
ze |bioo — 27| < 0,005 oraz

|b1000 — 27| < 0,00005. Wykres ciagu b,
dla 6 < n < 35 znajduje si¢ na ponizszym
rysunku.
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Funkcja sinus —
detektor liczb niewymiernych?

Karol GRYSZKA*

Liczbe e, znana jako liczbe Nepera lub Eulera, mozna zdefiniowa¢ na przyklad
na nastepujace sposoby:

. 1\" 1 1
e.nlL)H;o<1+n>7 < @+11+* ZH

Wiemy o niej bardzo duzo — jest niewymierna, przestepna, znamy jej rozwiniecie
w utamek tancuchowy oraz miliardy cyfr rozwiniecia dziesietnego.

W tym artykule wykazemy, ze e jest faktycznie liczbg niewymierna, a wiec nie
mozna jej przedstawi¢ jako stosunek dwdéch liczb catkowitych. Uzyjemy do tego
pewnej granicy (lemat 2), ktéra sama w sobie jest ciekawa. Wezeéniej jednak
udowodnimy (na marginesie) dwie nieréwnosci.

Lemat 1. Zachodzq nastepujgce oszacowania:
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A teraz czas na wspomniang ,ciekawa granice”.
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Lemat 2. Zachodzi rownosé:

lim nsin(2wen!) = 2.
n— oo

Dowdéd. Przyjmijmy oznaczenia
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Zauwazmy, ze z, jest liczba calkowita. W takim razie mozemy zapisac:
= n!
nsin(2ren!) = nsin| 27 E )= nsin(2mz, + 2ma,) = nsin(2ray,).
k=0 "

Ostatnia réwno$é¢ to konsekwencja tego, ze sinus jest funkcja okresowa.
Zauwazmy takze, ze a, — 0 oraz na, — 1. Istotnie, z lematu 1 wynika, ze
0<ap < ——,
"Tn—1
stad dla n — oo dostajemy, ze a,, — 0. Z lematu 1 otrzymujemy takze, ze
n
< na < —_—
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Dla n — oo granice skrajnych ciagéow sa r(’)wne 1, stad tez granica ciggu na,, jest
réwna 1. Wiedzac ponadto, ze
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otrzymujemy ostatecznie
sin(27a
nsin(2ra,) = nQﬂanM — 21 (n — 00). O
2ra,

Teraz mozemy przejs¢ do realizacji gtownego celu tego artykutu.

Twierdzenie. Liczba e jest niewymierna.

Dowdd. Rozumujemy nie wprost: niech e = E, gdzie p € Z oraz q € N. Zauwazmy,
q

ze jesli n > g, to en! = P jest liczba naturalna. Stad dla n > ¢ i sin(2wen!) =0

(sinus jest okresowy!). Oznacza to jednak, ze dla n > ¢, nsin(2wen!) = 0 wbrew
lematowi 2. (]

Powyzszy dowdd nie jest ani najprostszy, ani najkrétszy z mozliwych. Niemniej
jest godny polecenia, na przyklad z uwagi na fakt, ze niewymiernos¢ liczby
Swykrywamy” przy uzyciu okresowosci funkcji sinus.
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